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第一版前言

在过去的二十年中，物理和数学经历了激烈的共生时期，并有望在二十一世纪建立更加令人激动和生产
力的关系。本文是物理学家坚定这种信念的结果（我相信这是越来越多物理学家的共识），这对准备学习物
理的学生，特别是那些有理论倾向的物理学生，并具有必要的背景来欣赏和运用这一发展是有益的，应尽早
在他们的物理教育中切实可行地开始。在本书的前三分之二左右的各个部分中，主要处理代数问题，例如线
性变换理论，群论和 Lie 代数理论，已被用作高年级程度本科数学物理课程的教学材料。我曾在 Pomona 的
California State Polytechnic University 讲过几次的三个小学期 (quarter) 课程。最后三分之一，主要是关于
微分几何，可能更适合低年级研究生；但是，有野心的本科生绝对不应该被阻止。有兴趣了解如何将一些基
本数学思想和技术应用于广泛的物理领域的数学专业学生也可能会觉得这本书很有用。由于涵盖面广，该书
可以作为参考书，希望对学生和研究人员都有帮助。

材料的选择是由与高年级本科生和低年级研究生交流后所期望而决定的，这些主题是：1）现代数学对物
理学的应用中起着重要的作用，以及 2）同等水平的常规课本中通常不被重视。因此，本文的主要内容集中在
群表示理论，Lie 群和 Lie 代数，外代数以及最后的微分几何上，但以更传统（但同样重要）的主题为代价，
例如微分方程，复函数理论，特殊函数和泛函分析。这种选择必然受到作者知识或知识的缺乏的限制，而且毫
无疑问地受到篇幅的限制。尽管如此，还是希望读者能够在两者之间找到一个或多或少连贯的主体信息，它
们相当完整，而且最重要的是，它们具有一定程度的主题统一性。许多非常棒的文本已经存在了，但无论是
群论还是微分几何，都很少同时出现。在本书中，我们将当代数学物理学的这两个至关重要的部分放在一起，
不仅是为了方便起见，还展示了它们之间的某些深层联系。

本书的组织可以描述为按功能（但不是逻辑上）模块化——每个章节都作为一个独立的模块，其内容可
以从标题中清楚地辨识出来，并且在主题上（但不是逻辑上）与其它主题独立。但是，如果按照书中介绍的
顺序从头到尾阅读本书（尽管这不是必须的），那么从松散主题的主义来讲，可以讲贯穿所有 Chapter 的内
容看成是不间断的线索。这条线索将线性空间和线性算符，群表示和代数，建立在可微流形上代数结构，向
量丛和主丛，还有最后的是从分析数据（曲率）构造的代数对象（示性类），这些数据统一了纤维丛的局部和
全局性质。在许多点都走了弯路，为了仔细地显示这些概念在物理学中的相关性。

原则上，这本书是自成体系的，唯一的先决条件是二年级水平的微积分，微分方程，（3 维）向量分析和
一些线性代数。从整体上看，这些可能是足够作为四个小学期 (quarter) 或者三个大学期 (semester) 的材料。
但是，自学的学生和讲师可以根据他们的个人喜好和需求，选择书中不同的一部分作为有意义的单元，尽管
应该警告他们，在很大程度上，后面的 Chapter 在逻辑上取决于前面的 Chapter。为了最大程度地利用这本



ii 当代数学物理专题

书，我们引入了大量的交叉引用（引用前面和后面），此特征以及相当详细的索引将有望消除大多数歧义。每
当书写计算时，它们往往会很详细地说明每一步的理由，同时遗漏的步骤相对较少。这种做法无疑增加了本
书的厚度，但希望会大大减少读者的困惑感。许多练习都插入在全文中重要位置。原则上，一旦理解了书中
的内容，它们就应该完全可以做出来。它们主要是用来放大，具体化和加强学到的东西，而从来不是模仿。

我决定采用某种数学表达方式，这与物理学文献中的惯常表达不同。总的来说，是频繁的定义——定理
——证明层序，在数学和物理之间有一定程度的严格性。这样做主要有三个原因：首先是数学风格有一定的
紧凑性，精确性，通用性和表达性，这对于这种厚度大小的书来说是必不可少的。第二个点是适度使用这种风
格时，通常会极大地促进对深刻而一般性的概念的理解，尤其是那些在物理学中发现了非常多样化的应用的
概念。大多数物理学家通常都是通过特定的，多重的和上下文的应用来学习所需的数学。尽管这种方法很明
显具有使抽象概念具体化的优势，使得一开始不那么令人生畏，但单个数学概念可能会出现的许多不同物理
表象，往往会掩盖背后的本质统一性。我们只需要提到两个相关的例子，一个基本的（假设读者熟悉），另一
个相对较高级的（但在本书中详尽地讨论过）：导数和协变导数（连接在一个纤维丛上）。最后一点，也许是最
具争议的原因，是我相信连物理学家也应该学会以合适的流利度“讲”数学语言。这种信念反过来源于这样
的观察，即物理学家和数学家之间的“激烈离婚 (acrimonious divorce)”（用 Freeman Dyson 的话）似乎已
接近尾声，并且这两个群体将发现，相互交流越来越有意义，而且不仅仅是在交易应用层面上，更深层次的
是它们可以相互学习彼此不同但互补的思维方式。但是，在这本书中，从来没有为了严谨而追求严谨。仅当
定理证明有助于澄清抽象概念或说明特殊的计算技术时，才会提供定理证明。另一方面，当省略它们时（通
常不道歉），可以认为它们要么太长，要么技术上太困难，或者只是太分心。

许多完整的章节专门讨论物理应用。这些章节往往与必要的数学知识相近，并且读者可能会注意到从数
学到物理的样式突然转变，反之亦然。再次仔细考虑，以使读者为她/他从一门学科的标准文献转到另一门学
科可能经历的“文化冲击”做好准备。在某些情况下，甚至在完全解释必要的数学之前就已经介绍了物理应
用。这可能会破坏介绍的逻辑流程，但我怀疑物理学家读者的焦虑感（和血压！）可能会大大降低，因为相
当深奥的数学在深邃的物理学领域得到应用而可以一直很放心。的确，如果我在本卷中成功说服了一些物理
专业的学生（甚至是专业的物理学家）其中的数学风格和内容不仅仅只是花哨的服装和窗饰，它们不是混淆，
而是澄清，统一甚至为了给许多看似不连贯的物理学思想提供深度和普适性，我的目标是本来可以做得更好。
不幸的是，由于缺乏培训和知识，我无法在这种引人入胜的双向交通中将流动的另一个方向的故事关联起来：
物理推理和技术（例如，量子场论）最近为解决纯数学中长期存在的问题提供了重要的见解和工具。

如果没有最新的独特合作经验，这本书的大部分内容将无法编写，这是作者的一大财富。在大约两年的时
间里，陈省身 (S. S. Chern)教授慷慨耐心地指导我翻译和扩展了他的介绍性文章“微分几何学课程 (Lectures
on Differential Geometry)”（陈省身, 陈维桓和 Lam, 1999 年）。如此宝贵的学习经验不仅深深地增强了我的
技术知识，而且也许更重要的是，我对数学与物理学之间神秘的，富有成果的但有时是曲折的关系的欣赏也
为我提供了一定的帮助，这也为相对很少接受正规培训的物理学家在数学上提供了一定程度的信心。这本书
的最后三分之一集中在微分几何上，强烈地铭刻了我从陈教授那里学到的东西，尤其是上述“课程 (Lecture)”
中的材料。因此，我要对陈省身表示由衷的感谢。在代数方面，作者从 S. Okubo 的关于群论的课程中受益
匪浅，他在二十年前就曾在 University of Rochester 担任研究助理，并参加了课程。这些课程为新手系统地
提炼了将群论应用到物理学的基本知识，尽管有关该主题的文章激增，但仍然构成了最有价值的资料来源（S.
Okubo，1980）。在看起来一个无休止的时期，这本书逐渐成型，Cal PolyPomona的物理系和数学系的众多同
事提供了必不可少的支持，鼓励和启发。我对所有这些善良的人表示由衷的感谢，尤其要感谢物理系的 John
Fang，Soumya Chakravarti 和 Antonio Auriliain，以及数学系的 Bernard Banks，Martin Nakashima 和
Xieqing Xie。我的许多以前的学生作为听众，他们对我的讲义的确定形式，提供了坦率和建设性的反馈，这
促使我编写出有用而又友好的书。我还要向他们表示感谢。如果没有持续的重点时间，本书的所有书写计划
都将毫无意义。为此，我欠 California State University 的“Faculty Sabbatical Program”以及“Research,
Scholarship and Creative Activity Summer Fellowship Program”。

我非常感激World Scientific的 Sen Hu博士最初对我的项目感兴趣，做出了一切必要的安排来启动它，项
目一开始就慷慨地满足了我的许多要求和计划变更，所有都以最方便的方式。到最后阶段，World Scientific的
Daniel Cartin和 Lu Ji-tan Lu博士的热情协助，指导该项目完成的也十分感谢。我的前学生和好朋友 Andres
Carde-nas 熟练地准备了所有 Figure，并耐心地充当我的计算机专家，帮助笨拙的我将手稿录成 LATEX。没
有他的帮助，该手稿可能仍会在一些接近完成的较暗地带徘徊。对于他，我欠他一篇感谢的特殊 note。最后

https://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/3812
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不能不提：我非常感谢我的妻子 Bonnie Buratti 博士以及我们的三个男孩 Nathan，Reuben 和 Aaron，因
为他们一直陪伴着我，作为美好和支持的家庭的一部分。

Kai S. Lam,
California State Polytechnic University, Pomona
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1. 向量与线性变换

向量空间上的线性变换理论构成了数学物理大部分领域的基石。我们将在本书中反复使
用该理论的基本概念和事实。通过提供一个具体而熟悉的背景来引入其中一些概念，我们通
过使用一个基本的例子开始我们的成长之路。Chapter 5 将进行一个更抽象和正式的讨论。在
本章中，我们还将建立一个向量 (张量) 的符号体系，并且将尽可能地在整个文本中遵守该体
系。

考虑 R2 平面中一个向量 x，并写成它的分量 x1 和 x2 的表达式：

x = x1e1 + x2e2 = xiei . (1.1)

(1.1) 式中向量 e1 和 e2 被称为一组线性向量空间 R2 的基 (basis of linear vector space
R2)，并且向量 x 的分量由基向量的选择而决定。在 Figure 1.1 中，我们选择 (e1, e2) 为一组
标准正交基 (orthonormal basis)。这种表述简单表示 e1 和 e2 各自为单位长度并且相互正
交 (垂直)。我们将在后面看到，在一般的向量空间中，只有在向量空间中定义了标量积之后
长度和正交性的概念才会有意义 (Chapter 8)。

注意在 (1.1) 中我们对于分量使用上指标，对于基向量使用下指标，而重复指标 (一个上
指标和一个下指标) 被理解为求和 (从 1 到正在考虑的向量空间维度 (dimension)，在本例
中为 2)。这被称为 Einstein 求和约定 (Einstein summation convention)。标准正交基
(e1, e2) 在物理上称为一个参考标架 (reference frame)。另请注意，我们没有使用箭头 (或
粗体字) 来表示向量，以避免过度表示。

现在考虑同一个向量 x 在相对于原参考标架旋转的标准正交系 (e′1, e
′
2) 下具有分量 x′ i：

x = x′ ie′i . (1.2)
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e1

e2

x

x1

x2

Figure 1.1

e1

e2

e′1

e′2

x

x1

x2
x′1

θ

θ

x′2

Figure 1.2

可以简单地说明

(x′)1 = (cos θ)x1 + (sin θ)x2 , (x′)2 = (− sin θ)x1 + (cos θ)x2 . (1.3)

练习 1.1 通过考虑 Figure 1.2 的几何来验证 (1.3)。

方程 (1.3) 也可以通过直接处理基向量来得到，而不是通过处理向量分量。很明显有:

e1 = (cos θ)e′1 − (sin θ)e′2 , e2 = (sin θ)e′1 + (cos θ)e′2 . (1.4)

因此将 (1.1) 和 (1.2) 合起来得到
x = xiei = x′ ie′i

意味着
x1 cos θ e′1 − x1 sin θ e′2 + x2 sin θ e′1 + x2 cos θ e′2 = x′ 1 e′1 + x′ 2 e′2 . (1.5)

比较 (1.5) 式两边 e′1 和 e′2 的系数立刻得到 (1.3) 式。

让我们用矩阵表示写出 (1.3) 和 (1.4)。方程 (1.3) 可以被写成单矩阵方程

(x′1, x′2) = (x1, x2)

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (1.6)

同时方程 (1.4) 可以被写成 (
e1

e2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
e′1

e′2

)
. (1.7)

(1.6) 和 (1.7) 中的 2× 2 矩阵表示为

(
aji

)
=

(
a11 a21

a12 a22

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, (1.8)
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其中，下指标是行指标，上指标是列指标。(这种表示矩阵元素的约定将用于全书)。然后使用
Einstein 求和约定，我们可以把方程 (1.6) 和 (1.7) 紧凑地写成

x′ i = aijx
j , (1.9)

ei = ajie
′
j . (1.10)

再次注意重复指标 (一个上指标一个下指标) 求和。

方程 (1.9) 和 (1.10) 是等价的，从某种意义上来说，任意一个都是另一个的结果。为了阐
明指标记号的有用性，我们再次用方程 (1.9) 和 (1.10) 导出如下：

x = xjej = xjaije
′
i = x′ ie′i . (1.11)

最后等号意味着 (1.9)。

我们已经运用物理学家称为被动观点 (passive viewpoint) 来呈现上述所有内容，其中
当参考标架被改变时，相同向量有不同的分量。显然 (1.9) 也能描述一个向量被映射到一个
不同向量的情况，即在同一参考标架或基向量集合下的描述新旧向量。在物理应用中，被动
观点 (passive viewpoint) 更自然，虽然我们将有机会同时经常使用它们 (主动观点 (active
viewpoint) 和被动观点 (passive viewpoint))。

在主动观点下，(1.9)描述了一个向量 x到另一个向量 x′ 的所谓线性变换 (linear trans-
formation)。我们可以将这种线性变换表述成

A : V → V , x′ = A(x) , (1.12)

其中，x 和 x′ 是在相同向量空间 V 中的向量 (写作 x ∈ V，x′ ∈ V )，同时 A 被表示成矩阵
(aji )。比较明显地，线性变换 A 满足下面的性质:

A(ax+ by) = aA(x) + bA(y) (1.13)

其中，a, b 是标量且 x, y ∈ V。

练习 1.2 由 (1.8) 给出的矩阵 (aji ) 验证 (1.13)。

事实上，(1.13) 式定义了线性 (linearity)的概念，并且我们可以更一般地引入两个不同
向量空间之间的一个线性映射 (linear map)的概念。
定义 1.1 在相同的域 F (标量) 上给定两个向量空间 V 和 W，如果一个映射 f : V →W 是
保持向量加法和标量乘法的一个同态 (homomorphism)，则被称为一个线性映射 (linear
map)，即：如果对于任意的 x, y ∈ V 和 a, b ∈ F，映射 f 满足

f(ax+ by) = af(x) + bf(y) (1.14)

如何获得一个抽象线性变换 A : V → V 的一个具体矩阵表示 (matrix representa-
tion)呢? 答案是一个特定的矩阵表示来自于 V 的基 ei 的一个特定选择。(现在我们将更一般
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地考虑一个 n 维向量空间 V )。对于任意 x ∈ V 由 x = xiei 给出，线性条件 (1.13) 意味着

A(x) = xiA(ei) . (1.15)

因此，A 对于任意 x ∈ V 的作用都可以由 A(ei)，i = 1, · · · , n 完全具体确定。由于 A(ei) 是
V 中的一个向量，它可以表述成 ei 的线性组合 (linear combination)，即

A(ei) = ajiej , (1.16)

其中，aji 是数域 F 上的标量，类似于 (1.8)，量 aji，i = 1, · · · , n，j = 1, · · · , n 能被写成一个
n× n 矩阵

(aji ) =


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · ann

 . (1.17)

现在假设，在 A 的作用下，x ∈ V 变换到 x′ ∈ V。则有

x′ = A(x) = A(xiei) = xiA(ei) = xiajiej = xjaijei , (1.18)

其中在最后的等号中我们已经进行了指标交换 (i ↔ j)，因为 i 和 j 都是赝指标 (dummy
indices) 并且求和。方程 (1.18) 则意味着

x′ i = aijx
j , (1.19)

这与 (1.9)形式相同。因此我们显式展示了一个线性变换的矩阵表示是如何取决于一组基的集
合的选择。

我们现在来注意旋转矩阵 (rotation matrix)的一些重要性质

a = (aji ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

其中一个可以非常简单检验的便是

a−1 = aT =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, (1.20)

其中 a−1 表示 a 的逆 (inverse)，同时 aT 表示 a 的转置 (transpose)。回忆一下，如果一
个矩阵 a 是可逆的 (invertible)，则存在一个矩阵 a−1，称为 a 的逆矩阵，使得

aa−1 = a−1a = 1 . (1.21)

在上述方程中，1 表示单位矩阵 (identity matrix)。在 (1.8) 中的矩阵 a 也满足

det(a) = 1 . (1.22)
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事实上，性质 (1.20) 和性质 (1.22) 对于所有的旋转矩阵都成立，不仅仅是对在 R2 中表
示旋转的那些，还有在 Rn (n 维 Euclid 空间，n ⩾ 3) 中表示旋转的那些。我们可以从几何
上如下理解这点：旋转一个向量当然不改变它的长度。在 Euclid 度规 (Euclidean metric)
(见 Chapter 8) 中一个向量 x = xiei 的长度模方由

∑
i

xixi 给出。(我们将求和符号显式写出

因为这里没用到 Einstein 求和约定)。假设在旋转 A 的操作下，x 被旋转到 x′ = A(x)，其中

x′ i = aijx
j . (1.23)

因此，在旋转操作下向量长度不变性 (invariance)表达为∑
j

xjxj =
∑
i

x′ ix′ i =
∑
i

aijx
jaikx

k =
∑
k

aij(a
T )ki x

jxk =
∑
k

(aaT )kjx
jxk . (1.24)

对比第一种表述和最后一种表述的项，我们可以看到

(aaT )kj = δkj , (1.25)

其中 δkj 是 Kronecker delta:

δkj =

1 , j = k ,

0 , j 6= k .
(1.26)

R a = (aj
i ) 表示元素为 aj

i (i = 行指标和 j = 列指标) 的一个矩阵。同时 A 代表由 a 表示的线
性变换。

方程 (1.25) 等价于矩阵方程
aaT = 1 , (1.27)

或者
aT = a−1 . (1.28)

因此我们有
aTa = aaT = 1 . (1.29)

满足 (1.29) 式被称为正交矩阵 (orthogonal matrices)。所有满足 (1.29) 的 n × n 矩阵构
成一个群 (group)，它在物理上有重要意义，称为 n 维正交群 (orthogonal group)，记为
O(n)。群的正式定义将会在 Chapter 4 给出 (定义 4.1)。

练习 1.3 显式写出在 3 维 Euclid 空间中旋转如下的 3× 3 正交矩阵表示：
1. 绕 z 轴旋转 45◦，
2. 绕 x 轴旋转 45◦，
3. 绕 y 轴旋转 45◦。
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练习 1.4 证明二维空间旋转群 SO(2) 是一个交换群 (commutative group)，即就是说：
SO(2) 中的任意两个 2× 2 矩阵相互可交换。

交换群也被称作 Abel 群 (Abelian groups)。

练习 1.5 通过一个显式的例子说明 O(3) 不是一个 Abel 群。

运用事实 (我们将在后面的 Chapter 16 中证明)，如果 a 和 b 是相同大小的方阵

det(ab) = det(a) det(b) , (1.30)

并且有
det(aT ) = det(a) , (1.31)

可以从 (1.29) 得到。如果 a 是一个正交矩阵，则有

det(a) = ±1 . (1.32)

我们上面已经说明了：如果 a 是旋转矩阵，则 a 是正交的。但是旋转不会改变一个空间
的定向 (orientation) (我们将在 Chapter 29 更清晰地解释这一概念)，并且因此旋转矩阵必
须满足

det(a) = +1 . (1.33)

[行列式和定向的关系将会在后面 Chapter 29 中具体对待]。因此，我们看到正交矩阵构成一
个比旋转矩阵群更大的群。满足 (1.29) 和 (1.33) 的 n × n 矩阵构成的群是 O(n) 群的一个
非常重要的子群 (subgroup)，称为 n 维特殊正交群 (special orthogonal group)，记为
SO(n)。那么，O(n) 群中行列式为 −1 的矩阵对于 n 维空间中向量的影响是什么？答案要么
是纯反转 (pure inversions)，其中一个向量的某些分量或者所有分量变号，或者纯反转和旋
转的产物。

总之，正交矩阵是满足 (1.29) 式的矩阵。如果它的行列式是 +1，那么它表示一个旋转；
如果它的行列式为 −1，那么它表示纯反转，或纯反转和旋转的组合。

练习 1.6 构造 O(3) 群中的正交矩阵，其行列式为 −1 并描述它的操作。

需要重点注意的是，上面介绍的正交性概念不仅适用于表示线性变换矩阵，而且适用于
线性变换本身。对于线性概念也一样成立。因此我们可以谈及正交线性变换和可逆线性变换。

可能的最自然地思考方式是将向量 x = xiei 想成空间中的位置向量 (position vector)，
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使得向量的坐标 (coordinates)(分量) 变换如同 (1.9) 中的参考 (坐标) 标架的改变或者等价
的基底改变。但是还有许多其他类型的向量 (除了位置向量) 在参考标架变换下也按照这种方
式变换。我们可以想想一些物理量，例如，线性动量 p，力 F 等。因此，我们用物理方式 (数
学家用不同的方式，见定义 5.5) 来一般地定义向量。实际上，向量是一个在参考标架改变下
(被动观点) 按确定方式分量变换的数学对象。进一步来说:
定义 1.2 一个 n 维线性向量空间 V 的一个元素 (表述依赖基向量 ei，i = 1, . . . , n 的选择)

v = viei (1.34)

被称为逆变向量 (contravariant vector)，如果它的分量 vi 变换是根据

v′ i = aijv
j (1.35)

在基向量变换下
ei = ajie

′
j . (1.36)

“逆变”一词用于强调向量的分量和基向量变换不同的事实。[在分量变换方程中，它的变
换矩阵的行指标 (aji ) 求和，而在基向量变换方程中它是列指标求和。]

上述定义是一个“物理”的定义其中目的在于体会相较于数学严格性的物理直观。它建
立了“向量生活在一个基础坐标空间 (underlying coordinate space)”的图像，比如一个由位
置 r 决定的力场 F (r)。这里最后一个对象是一个向量场 (vector field)的例子，其中在空间
中的每个点分布着向量。描述这种情况的一般数学设定被称为一个向量丛 (vector bundle)，
其中向量空间连接着基础流形 (manifold)(空间)中的每个点。一个向量场则被当做一个向量
丛的截面 (section of a vector bundle)。在一般情况下，基础流形可以不具有 (向量空间
的) 线性结构 (linear structure)，如在二维球面上的切向量场的情况。对这些专题的详细考
虑将需要需要微分几何，我们将从 Chapter 30 开始在后面介绍。

对于可逆的线性变换，(1.35) 式和 (1.36) 式表明

e′i = (a−1)jiej , (1.37)

并且
vi = (a−1)ijv

′j , (1.38)

其中，a−1 是矩阵 a 的逆。

我们将逆变向量变换性质总结在 Table 1.1 中

Table 1.1

v = viei = v′ie′i

ei = ajie
′
j e′i = (a−1)jiej

v′i = aijv
j vi = (a−1)ijv

′j
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让我们现在来观察在基向量变换 (1.36) 下：

ei = sjie
′
j ,

一个线性变换 A 的矩阵表示的变换性质。所需的矩阵 a′ 由 [(1.16)] 给出

A(e′i) = a′ji e
′
j . (1.39)

运用 (1.37) 式，我们得到

A(e′i) = A((s−1)liel) = (s−1)lia
k
l ek = (s−1)lia

k
l s
j
ke

′
j , (1.40)

其中在第二个等号位置我们运用了 A 的线性变换性质，在第三个等号位置是方程 (1.16)，在
第四个等号位置是方程 (1.36)。对照 (1.39) 给出所想要的结果

a′ji = (s−1)lia
k
l s
j
k . (1.41)

在矩阵符号中 (1.41) 式可以被写成
a′ = s−1as . (1.42)

由 (1.42) 给出的变换 a→ a′ 被称为相似变换 (similarity transformation)。这些变换在物
理学中非常重要。由 (1.42) 中的一个可逆矩阵 s 相关的两个矩阵被称为是相似的 (similar)。



2. 张量

根据 (1.41) 式，矩阵 (a)ji 的上指标变换和逆变向量 vi (参考 Table 1.1) 的上指标变换相
类似，同时矩阵 (a)ji 的下指标变换和基向量 ei (同样参考 Table 1.1) 的下指标变换相类似，
一般地，一个多指标对象

T i1···irj1···js

(具有 r 个上指标和 s 个下指标) 其在基向量的一个改变

ei = sjie
′
j

下 [(1.36)] 根据下面的规则变换

(T ′)i1···irj1···js = si1k1 · · · s
ir
kr
(s−1)l1j1 · · · (s

−1)lsjsT
k1···kr
l1···ls (2.1)

被称为一个 (r, s)-型张量 ((r, s)-type tensor)。其中，r 被称为张量的逆变序数 (contravari-
ant order)，s 被称为张量的协变序数 (convariant order)。因此像 (1.41) 变换的一个矩阵
(aji ) 是一个 (1, 1)-型张量。满足 r 6= 0 且 s 6= 0 的 (r, s)-型张量称为混合型张量 (tensors of
mixed type)。一个 (0, 0)-型张量是一个标量。“协变”意味着变换方式和基向量变换方式

(e′)i = (s−1)jiej ,

相同。而“逆变”意味着指标根据基向量变换的逆变换而变换。

作为一个例子，让我们考虑经典力学中的刚体的转动惯量 (moment of inertia) 张量
Iji，它满足

Li = Iijω
j , (i, j = 1, 2, 3) , (2.2)

其中，Li, ωi 分别是角动量分量和角速度分量。
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对于一个给定的标架 (e1, e2, e3)，惯性张量的分量由下式给出

Iij =

∫
d3r ρ(r)

{
r2δij − δjkxkxi

}
, (2.3)

其中，r 是刚体中一个点的位置向量 (见 Figure 2.1)。

Figure 2.1

r = xiei , (2.4)

ρ(r) 是质量密度 (取决于位置)，d3r 是体积元

d3r = dx1dx2dx3 = dxdydz , (2.5)

积分区域为刚体所占据的体积。很明显地有 Iji 是一个对称张量 (symmetric tensor)，即：
Iji = Iij。

练习 2.1 根据 (2.1) 式，说明 Iji 变换和一个 (1, 1)-型张量变换方式一样。

我们将在后面 (Chapter 17) 说明一个实对称矩阵总是可对角化的，即: 存在正交变换 s，
使得 I ′ = s−1Is 是一个对角矩阵。换句话说，人们总是可以选择一组标准正交轴，使得惯性
张量是对角化的。这些轴被称为刚体的主轴 (principal axes)，相应的对角线元素被称为主
转动惯量 (principal moments of inertia)。
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练习 2.2 验证惯性张量可以显式用矩阵形式表达如下：

Iji =

∫
dxdydz ρ(x, y, z)


y2 + z2 −xy −xz
−yx x2 + z2 −yz
−zx −zy x2 + y2

 , (2.6)

其中，x1 = x，x2 = y，x3 = z 为 Cartesian 空间坐标。

练习 2.3 从静电学中我们知道两个偶极矩分别为 P 和 Q 的相互作用偶极子的静电势由下
式给出：

U =
1

r3

{
P ·Q− 3(P · r)(Q · r)

r2

}
≡ 1

r3
PiT

i
jQ

j , (2.7)

其中，r 是从 P 到 Q 的位置向量，P = P iei, Q = Qiei, Pi = δijP
j (见 Figure 2.2)。给

出偶极耦合张量 (dipole-coupling tensor) T ji 写成 x1, x2, x3 的表达式。

Figure 2.2

练习 2.4 说明在正交变换下：
(1) δij 像 (2, 0)-型张量一样变换。
(2) δij 像 (0, 2)-型张量一样变换。
(3) δji 像 (1, 1)-型张量一样变换。
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练习 2.5 定义 Levi-Civita 张量 (Levi-Civita tensor) (也称为完全反对称张量 (com-
pletely antisymmetric tensor)):

εijk =


0 , i, j, k,不完全不同

+ 1 , (ijk)是(123)的偶数排列

− 1 , (ijk)是(123)的奇数排列 .

(2.8)

因此
ε123 = ε231 = ε312 = 1 ,

ε132 = ε321 = ε213 = −1 ,
ε112 = ε111 = ε212 = · · · = 0 .

说明 εijk 在一个旋转下像一个 (1, 2)-型张量一样变换。

两个向量 A和 B 之间的向量 (叉乘) 积 (vector (cross) product) (仅对于 3维 Euclid
空间完美定义) 由下式给出

(A×B)i = εijkA
jBk . (2.9)

练习 2.6 对于 R3 中沿着 x, y, z 坐标轴对应的单位向量，我们有

e1 = (1, 0, 0) , e2 = (0, 1, 0) , e3 = (0, 0, 1) .

运用 (2.9) 式来说明
ei × ej = −ej × ei , (2.10)

e1 × e2 = e3 , e2 × e3 = e1 , e3 × e1 = e2 , (2.11)

因此，(2.9) 式给出的公式与 3 维 Euclid 空间中的向量积的基本定义一致。

练习 2.7 说明
εkijεklm = δilδjm − δimδjl , (2.12)

其中
εklm = δknε

n
lm = εklm . (2.13)

练习 2.8 运用 (2.9) 和 (2.12) 证明“三叉积公式”("triple cross-product" identity)

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B) , (2.14)

其中，标量积 (scalar product) A ·B 定义为

A ·B = AiBi , (2.15)

Bi = δijB
j = Bi . (2.16)
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练习 2.9 运用 (2.15) 说明
A ·B = AB cos θ .

练习 2.10 运用 (2.9) [或者等价的 (2.10)和 (2.11)]来验证叉乘的“右手定则”(“right hand
rule”) 并且有：如果 C = A×B，则有 C = AB sin θ (见 Figure 2.3)。

Figure 2.3

练习 2.11 运用 (2.15) 和 (2.9) 来说明：对于任意 3 维 Euclid 空间的向量 A,B,C，都有

A · (B ×C) = B · (C ×A) = C · (A×B) , (2.17)

并且上面每一个等号都等于由向量 A,B,C 张成的定向体积 (oriented volume) (见 Fig-
ure 2.4)。

Figure 2.4

作为张量的另一个重要例子，让我们考虑 Maxwell 电动力学 (Maxwell’s electrody-
namics) 中的电磁场张量 (electromagnetic field tensor) Fµν，它是一个 (0, 2)-型张量定
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义为

Fµν =
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

≡ ∂µAν − ∂νAµ , (2.18)

其中，µ, ν = 0, 1, 2, 3 是 4 维 Minskowski 空间 (Minskowski space) 中的指标，

Aµ = ηµνA
ν , (2.19)

ηµν 是所谓的 Lorentz 度规张量 (Lorentz metric tensor)，由一个 (0, 2)-型张量给出

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.20)

并且 Aµ = (A0, A1, A2, A3) = (ϕ,A) 是电动力学中的 4 维向量势 (4-vector potential)(或
常称为 4 矢势)，满足

B = ∇×A , (2.21)

E = −∂A
∂t
−∇ϕ . (2.22)

其中，B 和 E 分别是磁向量场和电向量场。根据 (2.18) 式，Fµν 显然是反对称张量。比如
F01 由下式给出

F01 =
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1
. (2.23)

现在有
A1 = η11A

1 = A1 , (2.24)

A0 = η00A
0 = −A0 . (2.25)

因此

F01 =
∂A1

∂t
+
∂A0

∂x1
=
∂A1

∂t
+

∂ϕ

∂x1
= −E1 . (2.26)

类似地有
F02 = −E2 , F03 = −E3 . (2.27)

练习 2.12 方程 (2.21) 和 (2.9) 式都意味着

Bi = εijk
∂Ak

∂xj
= εijk∂jA

k , (2.28)

其中
εijk = δjlεilk = εijk . (2.29)

运用 (2.28) 和 (2.18) 来说明

F12 = B3 , F13 = −B2 , F23 = B1 . (2.30)
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最终我们有 µ = 行指标，用 ν = 列指标，得到了矩阵形式

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 . (2.31)

在上面介绍的例子中，偶极耦合张量 T ji 和电磁张量 Fµν 是张量场 (tensor fields)，因
为这些张量“活在”底空间并且取决于空间中的位置。





3. 对称与守恒：角动量

守恒定律是物理学中最基本最有用的定律。例如，经典力学和经典场论中的动量守恒和
角动量守恒以及能量守恒，以及量子力学中各种类型量子数的守恒。最基本最重要和最具深
远影响的原理是每个守恒量都来自物理系统的一个确定的对称性。在本章，我们将展示这个
原理适用于经典力学中的角动量的情况。我们将看到前面章节中发展出的向量和张量形式将
最适合于此目的。

首先从构造称为经典作用量 (classical action) 开始，通常记为 S。质量为 m 的点粒子
在电势 V (xi)，(i = 1, 2, 3) 的影响下运动，则该系统的经典作用量为

S[xi(t)] =

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m
dxi

dt

dxi
dt
− V (xi)

}
, (3.1)

其中，t1, t2 是两个确定的时刻，我们已经使用了 Einstein 求和约定，而指标通过 Kronecker
delta 升降：

xi = δijx
j = xi . (3.2)

(3.1) 等号左边的方括号是一个用来标记经典作用量 S 是关于经典轨迹 xi(t) 泛函 (func-
tional) 的标准记号。在 { } 里面的量被称为 Lagrangian L：

L =
1

2
m

dxi
dt

dxi
dt − V (xi) , (3.3)

其被视为是质量 m 的动能和势能之间的差异。

保持端点固定，当 xi(t) 微小改变时会发生什么？(见 Figure 3.1) 换句话说，我们考虑小
的变分 (variations) δxi(t)：

xi(t)→ xi(t) + δxi(t) (3.4)



18 当代数学物理专题

Figure 3.1

这样有
δxi(t1) = δxi(t2) = 0 . (3.5)

容易计算 S[xi] 对小的变分 δxi 的响应。我们取 δxi 的一阶项

S
[
xi + δxi

]
=

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m

d
dt
(
xi + δxi

) d
dt (xi + δxi)− V

(
xi + δxi

)}
=

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m

(
dxi
dt

dxi
dt + 2

dxi
dt

d (δxi)

dt +
d
dt
(
δxi
) d

dt (δxi)
)
−
(
V
(
xi
)
+ δxi

∂V

∂xi

)}
=

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m

(
dxi
dt

dxi
dt + 2

dxi
dt

d (δxi)

dt

)
−
(
V
(
xi
)
+ δxi

∂V

∂xi

)}
=

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m

(
dxi
dt

dxi
dt + 2

d
dt

(
δxi

dxi
dt

)
− 2δxi

d2xi

dt2

)
− V

(
xi
)
− δxi∂iV

}
=

∫ t2

t1

dt
{
1

2
m

(
dxi
dt

dxi
dt

)
− V

(
xi
)
+

1

2
m

(
2

d
dt

(
δxi

dxi
dt

)
− 2δxi

d2xi

dt2

)
− δxi∂iV

}
,

(3.6)

其中
∂iV ≡

∂V

∂xi
. (3.7)

因此

δS = S
[
xi + δxi

]
− S

[
xi
]
=

∫ t2

t1

dt
{
δxi

(
−md2xi

dt2

)
− δxj∂jV

}
=

∫ t2

t1

dt
{
δxi

(
−md2xi

dt2 − δ
ij∂jV

)}
.

(3.8)

通过
S[xi + δxi] = S[xi] +

∫
dt δxi δS

δxi
+ · · · , (3.9)

定义所谓泛函导数 (functional derivative) δS
δxi
，从 (3.8)，我们有

δS

δxi
= −

(
m

d2xi

dt2 + δij∂jV

)
. (3.10)

令 δS
δxi

= 0，即：极值化经典作用量 (extremizing the classical action) S，我们得到了经
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典力学的运动方程 (equation of motion) (Newton 第二运动定律)：

m
d2xi

dt2 = −∂V
∂xi

, i = 1, 2, 3. (3.11)

注意到 (3.6) 等号右边的项正比于全微分 d
dt

(
δxi

dxi
dt

)
，被称为表面项 (surface term)，由于

假设 (3.5)，对于积分没有贡献。

现在让我们假设运动方程 (3.11) 合理并且考虑在位置向量 x = xiei 的一个无穷小旋转下
S 的变分。我们同时假设存在一个中心势场 (central potential) 的情况，有

V (xi) = V
(√

xixi

)
, (3.12)

即：V 仅是一个关于位置向量长度的函数。因为

v2 =
dxi
dt

dxi
dt (3.13)

和 V (xi) 都在 xiei 的一个旋转下保持不变，δS = 0 在旋转下也一样保持。让我们现在在一个
旋转下显式计算 δS。

首先回忆 (1.9) 和 (1.29)，在一个旋转下有

x′ i = aijx
j , (3.14)

同时 a 满足
aaT = aTa = 1 , (3.15)

其中，aT 是旋转矩阵 a 的转置。考虑一个无穷小的旋转

a = 1 + ϵ . (3.16)

方程 (3.15) 意味着
(1 + ϵ)(1 + ϵT ) = 1 . (3.17)

因此，取一阶无穷小矩阵 ϵ，我们有
ϵT = −ϵ . (3.18)

对于一个无穷小旋转
x′ i = (δij + ϵij)x

j = xi + ϵijx
j = xi + δxi . (3.19)

等价地，
δxi = ϵijx

j , (3.20)

其中
ϵij = −ϵ

j
i . (3.21)
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我们现在回到 (3.6)：

δS =

∫ t2

t1

dt δxi
(
−md2xi

dt2 − δ
ij∂jV

)
+

∫ t2

t1

dt d
dt

(
δxi

dxi
dt

)
m . (3.22)

运动方程 (3.11) 意味着上面方程的等号右边第一项消失了。因此，正如上面讨论的，在一个
旋转下 δS = 0，我们则有 ∫ t2

t1

dt d
dt

(
m

dxi
dt δxi

)
= 0 , (3.23)

或者

m
dxi
dt δxi

∣∣∣∣t2
t1

= 0 , (3.24)

换句话说意味着

m
dxi
dt δxi =常数 (关于时间) . (3.25)

运用 (3.20)，有

m
dxi
dt δxi = mδijϵ

j
kx

k dxi
dt = mϵjkt

k
j , (3.26)

其中

tkj ≡ δijxk
dxi
dt . (3.27)

方程 (3.21) 意味着矩阵 (ϵij) 可以显式展示为反对称矩阵

(
ϵij
)
=


0 ϵ21 ϵ31

−ϵ21 0 ϵ32

−ϵ31 −ϵ32 0

 . (3.28)

因此 (3.26) 中对于 j 和 k 的遍历求和可以被显式写成

mϵjkt
k
j = mϵ21

(
t12 − t21

)
+mϵ31

(
t13 − t31

)
+mϵ32

(
t23 − t32

)
.

现在定义
lji ≡ −m

(
tji − tij

)
. (3.29)

由于 ϵji 是任意的 [只要它们满足 (3.21)]，独立的 lji 必须 (关于时间) 守恒。为了将这个事实
变成更熟悉形式，我们将升高所有指标。因此，我们有守恒量

lij = m(tij − tji) .

根据 (3.27)

tij = δiktjk = δikδlkx
j dxl

dt = δilx
j dxl

dt = xj
dxi
dt . (3.30)

守恒量

lij ≡ m
(
xi

dxj
dt − x

j dxi
dt

)
(3.31)
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实际上是角动量 L = r × p 的分量。这可以从向量积 (2.9) 看出。因此

L1 = l23 , L2 = l31 , L3 = l12 . (3.32)

注意，lij 是一个反对称 (2, 0)-型张量，当底流形为 3 维时，它具有三个独立的分量。可
以将 lij 看成是一个 3 维向量的三个分量的事实是张量 lij 生活所在流形的维数的一个情况。
这是一个重点。我们稍后看到，向量积在空间维度不是 3 维的情况中不是一个有意义的

数学构造。向量积推广到任意维度的空间被称为外积 (exterior product)，将在 Chapter 28
系统地介绍。

练习 3.1 说明根据作用量原理，当合外力为 0 时，动量 p = mv 是守恒的。相关的作用量
S 由 (3.1) 给出，其中 V (xi) = 0。你需要证明的是在坐标的一个一般平移变换下，即:

xi → xi + ϵi ,

由 δS = 0 得到动量 p 是守恒的。其中，ϵi 是一个无穷小的量。

动量守恒和角动量守恒定律是著名的 Noether 定理 (Noether’s Theorem) 的特例，
粗略地来讲 Noether 定理表述为：每种对称性都引导到作用量泛函的不变性，对应于一个守
恒的物理量 (见 Y. Choquet-Bruhat and C. DeWitt-Morette 1989)。





4. 角动量作为旋转的生成元：Lie群和 Lie代数

我们在上一章中看到，经典力学中，动量守恒是平移不变性的结果，角动量守恒是旋转不
变性的结果。这同样适用于量子力学。这一事实说明了在物理定律构造和物理问题解决时考
虑对称性的根本重要性。

在量子力学中，线性动量的可观测量 (observable)由平移生成元 (generator of trans-
lations) 代替，角动量的可观测量由旋转生成元 (generator of rotations) 代替。考虑无穷
小平移

xi −→ xi + δxi , i = 1, 2, 3, (4.1)

其中
δxi = ϵi . (4.2)

我们可以重新改写
δxk = iϵjpjxk , (4.3)

其中 pj 是线性动量算符 (linear momentum operator)

pj = −i ∂
∂xj

, (4.4)

或
p = −i∇ ,

其中，∇是向量微积分中的梯度。(更准确地说，pj = −ih̄ ∂
∂xj
；但是我们令 Planck常数 h̄ = 1)。

参数 i =
√
−1 在 (4.3) 和 (4.4) 中出现源自于在量子理论中 pj 必须是一个 Hermite 算符

(Hermitian operator)(表示物理可观测量)。算符的 Hermiticity 性质将在 Chapter 10 讨
论。
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一个标量波函数在平移下是如何变换的呢？将 (r, s)-型张量变换的一般变换规则 (2.1) 应
用于标量 [(0, 0)-型张量] 很明显是

ψ′(x′ i) = ψ(xi) . (4.5)

这也可以从 Figure 4.1 中看出：“山坡上”的一个固定点 P 的高度相对于坐标系的平移是不
变的。

Figure 4.1

使用
x′ i = xi + ϵi , (4.6)

(4.5) 意味着
ψ′(xi) ≡ U(ϵi)ψ(xi) = ψ(xi − ϵi) = ψ(xi)− ϵi∂iψ +O(ϵ2) , (4.7)

或者
U(ϵi)ψ(xi) = ψ(xi)− iϵipiψ +O(ϵ2) . (4.8)

这个方程暗示着下面的结论 (尽管我们没有证明，但是事实上是对的)：对于一个有限平
移 (finite translation) xi −→ xi + ai：

ψ′(xi) = U(ai)ψ(xi) , (4.9)

其中

U(ai) = exp
(
− i
h̄
ajpj

)
, (4.10)

并且
pj = −ih̄∂j . (4.11)

选择符号 U 是为了提醒我们它表示一个幺正算符 (unitary operator)(变换) 的事实，当我
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们处理复向量空间 (complex vector space) 时 (量子力学要求的情况)，它与一个正交变换
扮演相同的角色。方程 (4.10) 是动量 pj 被称为平移生成元 (generator) 背后原因。

在量子力学中，pj 是一个 Hermite 算符而不是一个数字，这一事实具有非常深刻的物理
影响。在数学上很容易建立 xj 和 pj 不对易。事实上[

xj , pk
]
= ih̄δjk . (4.12)

这种对易关系 (commutation relation) 是 Heisenberg 不确定原理 (Heisenberg’s un-
certainty principle) 的数学基础。

练习 4.1 使用 (4.11) 验证 (4.12)。

我们也有平凡的

[
xi, xj

]
= 0 , (4.13)

[pi, pj ] = 0 . (4.14)

让我们现在考虑由 (3.20) 和 (3.21) 描述的无穷小旋转：

δxi = ϵijx
j , (4.15)

ϵij = −ϵ
j
i . (4.16)

再次使用 (4.5) 和下面的 (4.7)，回忆 (3.14) 到 (3.16)，我们有

ψ′(xi) = U(ϵij)ψ(x
i) = ψ(a−1x) = ψ(aTx) = ψ((1 + ϵT )x) = ψ((1− ϵ)x)

= ψ(x− ϵx) = ψ(xi)− (ϵx)i∂iψ +O(ϵ2) = ψ(xi)− ϵijxj∂iψ +O(ϵ2) .
(4.17)

如果我们记得 ϵij 是一个反对称矩阵 [(3.28)] 并且只有三个独立分量，那么第二项可以很容易
写成角动量分量的表达式。因此

ϵijx
j∂iψ = iϵijxjpiψ

= iϵ21(x1p2 − x2p1)ψ + iϵ13(x3p1 − x1p3)ψ + iϵ32(x2p3 − x3p2)ψ .
(4.18)

等号右边括号中的量被视为角动量 L = r × p 的分量 [见 (2.9)]:

L3 = x1p2 − x2p1 , L2 = x3p1 − x1p3 , L1 = x2p3 − x3p2 . (4.19)

三个小参数 (ϵ32, ϵ
1
3, ϵ

2
1) 可以看做是旋转轴 δθ n (n 是一个单位向量，δθ 是真正意义上的旋转

角度) 的分量 (见 Figure 4.2)。
类似于 (4.9) 和 (4.10) 式，一个波函数在 3 维 Euclid 空间中的有限旋转下变换为

ψ′(xi) = U(n, θ)ψ(xi) , (4.20)

U(n, θ) = exp
(
− i
h̄
θn ·L

)
, (4.21)
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Figure 4.2

其中，θ 是一个有限旋转角度。因此，角动量 L 是旋转生成元。

练习 4.2 找出绕 z 轴无穷小旋转一个角度 δθ 情况下 ϵ21, ϵ
1
3, ϵ

3
2 的显式表达式；并因此对于这

个旋转，将 ψ′(xi) 写成 ψ(xi) 的表达式。

在经典力学的情况下，角动量算符的分量
L3 = l21 = −ih̄

(
x1∂2 − x2∂1

)
,

L2 = l13 = −ih̄
(
x3∂1 − x1∂3

)
,

L1 = l32 = −ih̄
(
x2∂3 − x3∂2

)
,

(4.22)

实际上是一个 (1, 1)-型反对称张量算符的三个独立分量。一般情况下，在一个 n 维底空间 (流
形) 上定义的 2 阶反对称张量独立分量个数 [其中一个 (r, s) 型张量的阶数被定义为 r + s] 等
于 n(n−1)

2
。这可以从 Figure 4.3 非常容易地看出：其展示了对角元素为零，上对角元素与下


0 l21 · · · · · · ln1
−l21 0 · · · · · · ln2
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 0 lnn−1

−ln1 −ln2 · · · −lnn−1 0


Figure 4.3

对角元素是符号对应相反的一个反对称矩阵。在这样一个矩阵中独立元素个数刚好等于上对
角或者下对角部分的元素个数。显然元素个数是

n2 − n
2

=
n(n− 1)

2

因此对于 n = 3，则有 n(n−1)
3

= 3。
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正如 Chapter 1 中讨论的，所有 3 维空间中的纯旋转操作构成了 SO(3) 群。这是更一般
的 SO(n) 的特殊情况，它是被称为 Lie 群 (Lie group) 的非常重要的例子。一个 Lie 群，粗
略地来说，是一个复合数学对象，既是一个群又是一个可微流形 (differentiable manifold)
(见 Chapter 34)。SO(3) 是一个 3 维紧致流形 (compact manifold)，几何上可以表征为半
径为 π 的一个实心球体，球形表面上对径点 (antipodal points)当做同一点处理 (见 Figure
4.4)。让我们现在来解释这一说法。

Figure 4.4

每个 g ∈ SO(3) 可以用 3 个参数确定：0 ⩽ θ ⩽ π，0 ⩽ ϕ ⩽ 2π (分别是极角和方位角，
它们给出了旋转轴 n 的定向)，还有 0 ⩽ α ⩽ π (旋转角)。因此，上述球体内部的每个点表示
一个独特的旋转 g ∈ SO(3)。恒元 (没有旋转) 由球体的中心表示。因为绕 n 旋转 π 和绕 −n
旋转 π 是完全一样的，所以球面上的对径 (关于直径相对) 点应该被当做同一点处理。另外，
绕 n 旋转 α 的旋转和绕 −n 旋转 2π − α 的旋转相同。

练习 4.3 说服自己前两段话是合理的。

关于 O(3) 和 SO(3) 的进一步讨论见 Chapter 21 和 Chapter 22。在进一步之前，先给出
群的一般定义，再引入群表示 (group representation) 的概念，将会很有用。
定义 4.1 一个集合 G，在其上定义了乘法规则并满足如下性质被称为一个群 (group):

(1) 如果 g1 ∈ G 且 g2 ∈ G，则有 g1g2 ∈ G (关于乘法封闭)；
(2) 对于任意 g1, g2, g3 ∈ G，有 g1(g2g3) = (g1g2)g3 (结合律)；
(3) 存在一个元素 e ∈ G，称为恒元 (identity)，使得: 对于任意 g ∈ G，有

eg = ge = g ;

(4) 对于任意 g ∈ G，存在一个元素 g−1 ∈ G, 称为 g 的逆 (inverse)，使得：

gg−1 = g−1g = e .

注意到正如前文提到的 (在 Chapter 1中)，群乘法通常是不对易的。到目前为止，我们只处
理了像 O(3)和 SO(3)这样的 Lie群，它的元素由连续变量参数化。其实还有离散群 (discrete
groups)，元素是可数的。量子统计中一个重要的基本的离散群是对称群 (symmetry group)
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(或者置换群 (permutation group)) S(n)，这个群是 n 个对象的所有排列。我们将稍后在
Chapter 16中讨论这个群。在 Lie群中，物理学中重要的一些例子是所谓的经典群 (classical
group)，如：O(n), SO(n), U(n) 和 SU(n)，后两者分别是 n 维幺正群和特殊幺正群。U(n)

可以看成 n× n 幺正矩阵构成的群，SU(n) 可以看成行列式为 +1 的 n× n 幺正矩阵构成的
群。“幺正”意味着 gg† = g†g = e，其中 g† 是矩阵 g 的转置复共轭矩阵 (或者 Hermite 共
轭 (hermitian conjugate))。因此，幺正矩阵一般有复数项 (见 Chapter 10)。
定义 4.2 从群 G 到另一个群 G′ 的一个群同态 (group homomorphism) 是一个映射 (不
必是一对一的) f : G→ G′，其保持群的乘法，即：如果 g1, g2 ∈ G 并且 g1g2 = g3，则有
f(g1)f(g2) = f(g3)。

在物理学中，我们经常考虑群元素对于标量、向量、张量等的作用。在我们讨论平移和旋
转对于波函数作用时，我们已经看到了关于这一点的例子，其可以被当做是标量场 (ψ 没有指
标)。这里相关的概念是群表示。
定义 4.3 一个群 G 的一个群表示 (group representation) 是一个群同态 f : G→ T (V )，
其中 T (V )是一个向量空间 V 上的线性变换构成的群。一个表示被称为忠实的 (faithful)，
如果同态也是一个同构 (isomorphism)[一对一 (单射) 且到上的 (满射)]。

我们之前的例子 (4.10)和 (4.21)分别对应于 Abel (加法)平移群和非 Abel旋转群 SO(3)，
都是真实表示的重要例子。

数学物理中一个最重要的问题就是找到一个确定群的所有的所谓的不等价不可约表示
(inequivalent irreducible representations)。我们稍后 (Chapter 18) 将详细阐述这些概
念。此时足够来说这个问题的解决已经引导从原子，分子和核光谱到基本粒子分类的各种物
理领域取得了巨大进步。

我们现在回到一个 Lie 群的元素 g ∈ G 和它们的生成元之间的关系上。根据 (4.10) 和
(4.21)，群元素是由生成元进行指数运算得到的。在没有详细说明的情况下，我们指出一个 Lie
群 G 的生成元是一个确定向量空间 G 的向量，称为 Lie 群 G 的 Lie 代数 (Lie algebra of
the Lie group G)。G 的维度和 G 的维度相同，当后者可以当做一个可微流形时。事实上，
Lie 代数 G 被定义成 G 上左-(或右-) 不变向量场的空间，并同构于 G 在恒元处的切空间。对
于所有这些概念更详细地学习将推迟到 Chapter 34。为了直观地讨论一个可微流形的切空间
的概念，我们推荐读者阅读 Chapter 30。

一般情况下，对于一个紧致 Lie 群 G，我们可以定义一个指数映射 (exponential map)，
exp : G → G，使得对于任意 g ∈ G，存在一个 A ∈ G 满足：

g = exp(A) . (4.23)

对于矩阵 Lie 群，比如 O(n)，G 和 G 中的元素是相同大小的矩阵并且有

exp(A) = 1 + A+
A2

2!
+ · · · . (4.24)

(4.24) 中的求和总是收敛的。对于 SO(3)，(4.16) 意味着 SO(3) (一个确定 Lie 群的 Lie 代数
经常写成群名称的花体字母形式) 是所有 3× 3 反对称矩阵的集合。G 的乘法规则由 Lie 括号
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(Lie bracket) (或对易关系) 给出: 对于任意的 A,B ∈ G，有

[A,B] = AB −BA . (4.25)

不难证明所谓的 Jacobi 恒等式 (Jacobi identity):

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 . (4.26)

练习 4.4 用 (4.25) 证明 (4.26)。

练习 4.5 说明如果 A 和 B 都是反对称矩阵，[A,B] 也是一个反对称矩阵。因此，在 Lie 括
号乘法规则下，SO(n) 确实是封闭的。

Lie 括号乘法规则显然满足分配率: 对于任意 α, β ∈ R，有

[αA+ βB,C] = α[A,C] + β[B,C] ; (4.27)

还有反对称规则：
[A,B] = −[B,A] . (4.28)

实际上，任何 n 维实向量空间具有一个满足分配率、反对称规则和 Jacobi 恒等式的乘法规则
被称为一个 n 维 Lie 代数。作为一个例子，注意到 3 维 Euclid 空间装备了向量 (叉) 乘积 [由
(2.9) 定义] 是一个 3 维 Lie 代数。

练习 4.6 验证上述表述。

因为 Lie 代数 G 的元素是对应于 Lie 群 G 恒元附近的无穷小生成元，G 恒元附近的结构
由 G 的结构确定。Lie 代数的结构完全由所谓的结构常数 (structure constants) 决定，定
义如下。

定义 4.4 令 (e1, · · · , en) 是 Lie 群 G 的 Lie 代数 G 的一组基，结构常数 (structure con-
stants) ckij ∈ R 被定义为

[ei, ej ] = ckijek . (4.29)

练习 4.7 对于装备了一般叉乘的 R3 找到所有结构常数，具体来说：找到所有 ckij，定义为

ei × ej = ckijek . (4.30)

练习 4.8 使用如下形式的 Jacobi 恒等式

[ei, [ej , ek]] + [ej , [ek, ei]] + [ek, [ei, ej ]] = 0 (4.31)

和 (4.29) 来说明：对于任意的 i, j, h, k，结构常数 ckij 满足如下恒等式

chimc
m
jk + chkmc

m
ij + chjmc

m
ki = 0 . (4.32)
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我们现在将计算 SO(n) 群的结构常数，并由此来确定 Lie 代数 SO(n)。对于 g ∈ SO(n)，
令 U(g) 是 g 的一个 N 维表示。[U(g) 可以因此考虑成一个 N ×N 的矩阵，其中 N 一般不
等于 n]。回想一下，恒元 e ∈ SO(n) 附近的一个元素 g 是由小参数组成的一个反对称矩阵 ϵji

[具有 n(n−1)
2
个独立元素] 确定的。(见 Figure 4.3 之前的讨论)。类似于 (4.21)，我们写

U(g) = 1− 1

2
J ji ϵ

i
j +O(ϵ2) , (4.33)

其中，J ji 是 N ×N 矩阵，ϵij 是数，并且有

J ji = −J ij . (4.34)

引入系数 1
2
是为了照顾 ϵji 和 J ji 自然的反对称性质。J

j
i 则是 Lie 代数 SO(n) 的元素，并且

实际上构成 SO(n) 的一组基。为了计算结构常数 ckij，我们需要决定 J ji 的对易关系。我们
将在适当的时候展示这个相当长但有启发性的计算细节。首先我们给出结论并阐明其应用到
SO(3) 的情况。SO(n) 的 Lie 代数结构完全由下面的对易关系给出：

[
J ji , J

l
k

]
= δjkJ

l
i − δliJ

j
k + δki J

j
l − δ

j
l J

k
i , i, j, k, l = 1, . . . , n . (4.35)

对于 SO(3) 来说，J ji 只有 3 个独立分量，即：J2
1 , J

1
3 和 J3

2。根据 (4.35)，有

[
J3
2 , J

1
3

]
= J1

2 , (4.36)[
J1
3 , J

2
1

]
= J2

3 , (4.37)[
J2
1 , J

3
2

]
= J3

1 . (4.38)

上述三个方程给出了 SO(3) 的“乘法表”。角动量算符 L1, L2, L3 [(4.22)] 和 J ji 通过下面的
关系联系起来：

h̄J2
1 = iL3 , h̄J1

3 = iL2 , h̄J3
2 = iL1 . (4.39)

因此，量子理论中的角动量算符遵守相似的对易关系：

[
L1, L2

]
= ih̄L3,

[
L2, L3

]
= ih̄L1,

[
L3, L1

]
= ih̄L2 (4.40)

让我们现在来建立 (4.35)。令 a, b ∈ SO(n) 为靠近恒元 e 的元素。设

a = 1 + ϵ+O(ϵ2) , (4.41)

和
b = 1 + ϵ′ +O(ϵ′ 2) , (4.42)

其中，ϵ 和 ϵ′ 都是小参数的 n×n 反对称矩阵。注意到上面方程中 1 代表 n×n 单位矩阵。由
于 U(g) 是一个群同态 (见定义 4.2)，我们有

U(b−1ab) = U(b−1)U(a)U(b) . (4.43)
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另一方面，通过 (4.41)，有

b−1ab = b−1(1 + ϵ+O(ϵ2))b ≈ 1 + b−1ϵb+O(ϵ2) = 1 + ϵ+O(ϵ2) , (4.44)

其中，我们已经定义
ϵ ≡ b−1ϵb = bT ϵb , (4.45)

由于 b 是正交矩阵，从而保证上面最后一个等号成立。因此，通过 (4.33)，有

U(b−1ab) = 1− 1

2
J ji ϵ

i
j +O(ϵ2) = U−1(b)

(
1− 1

2
J ji ϵ

i
j +O(ϵ2)

)
U(b)

= 1− 1

2
U−1(b)J ji ϵ

i
jU(b) +O(ϵ2) .

(4.46)

再次注意到，在上面方程中，如果 U(g) 是 SO(n) 的一个 N 维表示，则 1 代表 N ×N 的单
位矩阵，所有的 J ji 都是 N ×N 的矩阵。所有 ϵji 是数。通过 (4.45)

ϵαβ =
(
bT ϵb

)α
β
=
(
bT
)i
β
ϵji b

α
j . (4.47)

方程 (4.46) 则意味着
Jβαϵ

j
i

(
bT
)i
β
bαj = ϵijU

−1(b)J ji U(b) . (4.48)

交换上面方程等号左边的指标 i 和 j (i ↔ j) (我们可以这样做是因为这些指标都是求和掉的
哑标)，(4.48) 变成

ϵij

{
bαi
(
bT
)j
β
Jβα − U−1(b)J ji U(b)

}
= 0 . (4.49)

上面方程括号中的量
F ji ≡ bαi

(
bT
)j
β
Jβα − U−1(b)J ji U(b) , (4.50)

是一个反对称张量：
F ji = −F ij . (4.51)

实际上，通过交换 i 和 j (i↔ j)，有

F ij = bαj
(
bT
)i
β
Jβα − U−1(b)J ijU(b)

= bβj
(
bT
)i
α
Jαβ − U−1(b)J ijU(b) (α↔ β)

= −bαi
(
bT
)j
β
Jβα + U−1(b)J ji U(b)

(
由于Jαβ = −Jβα

)
= −F ji .

(4.52)

方程 (4.49) 也可以被写成
ϵijF

j
i = 0 , (4.53)

或者，由于 ϵij 是反对称的 (ϵij = −ϵ
j
i )，有∑
j<i

ϵij
(
F ji − F ij

)
= 0 (4.54)
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因此，由于所有 ϵij (j < i) 是独立的，有

F ji = F ij . (4.55)

方程 (4.55) 和 (4.51) 必然意味着
F ji = 0 . (4.56)

因此，从 (4.50)，有
U−1(b)J ji U(b) = bαi

(
bT
)j
β
Jβα . (4.57)

现在选择
b = 1 + ϵ′ +O(ϵ′ 2) ,

满足
(ϵ′)

T
= −ϵ′ . (4.58)

则有
U(b) = 1− 1

2
Jβαϵ

′α
β +O(ϵ′ 2) , (4.59)

和
U−1(b) = 1 +

1

2
Jβαϵ

′α
β +O(ϵ′ 2) . (4.60)

同样有

bαi = δαi + ϵαi +O(ϵ′ 2) , (4.61)(
bT
)j
β
= δjβ − ϵ

′ j
β +O(ϵ′ 2) . (4.62)

将上面四个方程代入 (4.57)，我们有(
1 +

1

2
Jβαϵ

′α
β +O(ϵ′ 2)

)
J ji

(
1− 1

2
Jβαϵ

′α
β +O(ϵ′ 2)

)
=
(
δαi + ϵ′αi +O(ϵ′ 2)

) (
δjβ − ϵ

′ j
β +O(ϵ′ 2)

)
Jβα ,

(4.63)

或
J ji +

1

2
ϵ′αβ
[
Jβα , J

j
i

]
+O(ϵ′ 2) = J ji + ϵ′αi δ

j
βJ

β
α − δαi ϵ

′ j
β J

β
α +O

(
ϵ′ 2
)
, (4.64)

或
1

2
ϵ′αβ
[
Jβα , J

j
i

]
= ϵ′αi J

j
α − ϵ

′ j
β J

β
i . (4.65)

我们进一步操作等号右边如下：

ϵ′αi J
j
α − ϵ

′ j
β J

β
i = ϵ′αβ δ

β
i J

j
α − ϵ′αβ δjαJ

β
i

=
1

2

(
ϵ′αβ δ

β
i J

j
α − ϵ′αβ δjαJ

β
i

)
+

1

2

(
ϵ′ βα δ

α
i J

j
β − ϵ

′ β
α δ

j
βJ

α
i

)
=

1

2

∑
α,β

ϵ′αβ

{
δβi J

j
α − δjαJ

β
i − δαi J

j
β + δjβJ

α
i

} (4.66)

其中，在第二个等号右边，我们对比第一项和第二项，对第三项和第四项进行了指标交换 (α↔
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β)。方程 (4.65) 和 (4.66) 则意味着

[
Jβα , J

j
i

]
= δβi J

j
α − δjαJ

β
i − δαi J

j
β + δjβJ

α
i = δβi J

j
α − δjαJ

β
i + δαi J

β
j − δ

j
βJ

i
α (4.67)

与 (4.35) 是完全相同的方程。这个方程确定了 SO(n) 的 Lie 代数。





5. 代数结构

到目前为止，我们已经介绍并使用了线性向量空间，群和代数的代数范畴 (algebraic
categories) 中的一些重要例子。这些是最重要的物理应用，也将是本书中考虑的主要内容。
一般地，每个代数范畴都需要一个特殊的代数结构 (algebraic structure)，这一代数结构是
通过范畴中任意对象的元素上的关联规则 (操作) 的一个特定集合来表征的。比如，定义 4.1
对于群的范畴形式化了结构。本章我们将对于线性向量空间和代数的范畴做相同的事。为了
在不同代数范畴中建立一定层次，我们也将引入两种其它代数结构：环和模。在接下来的两章
中，我们将回来更详细地看群和 Lie 代数，为进一步的应用奠定基础。

群结构是最简单的，只涉及一种内部操作——群乘法。在 Abel 群的情况中，这种乘法有
时能被写成加法。因此 ab 可以被写成 a+ b，ab−1 可以被写成 a− b，并且恒元 e 可以写成 0

(零)。

练习 5.1 检查当对于 Abel 群乘法写成加法时，定义 4.1 中给出的群的所有性质是否合理。

为了形式区分乘法和加法的运算，我们必须在代数结构中引入下一级复杂性——环结构。

定义 5.1 一个环 (ring)是一个集合 R，在其上定义了两种内部操作 (internal operation)，
(x, y) 7→ xy 和 (x, y) 7→ x+ y，分别称为乘法和加法，使得

a) R 在加法下是一个 Abel 群。
b) 乘法满足结合律，并且关于加法满足分配率，即：对于任意 x, y, z ∈ R，有

(1)
(xy)z = x(yz) , (结合律)

(2) x(y + z) = xy + xz ,

(y + z)x = yx+ zx .
(分配律)
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和群乘法一样，环的乘法并不需要是可交换。如果一个环 R 在乘法下是可交换的，那么
称 R 是一个 Abel(可交换) 环 (Abelian(commutative) ring)。
定义 5.2 一个环 R 具有元素 e ∈ R，称为 R 的恒元 (identity)，使得：对于任意 x ∈ R
都有 ex = xe = x 成立，则称 R 为具有恒元的环 (ring with identity)。

定义 5.3 一个具有恒元的环 F 被称为一个域 (field)，如果对于任意除零外的元素 x ∈ F
都有一个逆，即：对于任意非零的 x ∈ F，对应唯一的 x−1 ∈ F，称为 x 的逆，使得
xx−1 = x−1x = e。

域中最重要的例子是实数域 R 和复数域 C。

练习 5.2 所有整数的集合 Z 是一个
(a) 环?
(b) 域?
为什么?

练习 5.3 验证 R 上的光滑实函数的集合是一个具有恒元的环。

练习 5.4 确认 R 和 C 都是域。

代数结构下一级复杂性在于区分内部操作和外部操作。

定义 5.4 一个环 R 上的一个模 (module) M 是在加法下的一个 Abel 群 M，并定义了外
部操作 (external operation)，称为标量乘法 (scalar multiplication) R ×M → M，
(α, x) 7→ αx，使得：对于任意 α, β ∈ R 和 x, y ∈M，有

α(x+ y) = αx+ αy ,

(α+ β)x = αx+ βy ,

(αβ)x = α(βx) ,

如果 R 是一个具有恒元 e 的环，则对于任意 x ∈M 都有 ex = x。

一个线性向量空间是对于与模相关环有特殊要求的一个模。

定义 5.5 一个域 F 上的线性向量空间 (linear vector space) V 是一个环 F 上的一个模，
其中 F 也是一个域。

F 上的一个向量空间 V 的元素被称为向量 (vector)，F 的元素被称为标量 (scalar)。如
果 F = R，则称 V 为一个实向量空间 (real vector space)。如果 F = C，则称 V 为一个
复向量空间 (complex vector space)。R (对 x ∈ R 定义了标量乘法) 上的 R,R2 和 R3 是
最熟悉的实向量空间的例子，其中向量加法和标量乘法 (基本向量算术) 有非常直观的几何解
释。这些概念可以很容易地推广到 Rn (n 维实坐标空间) 和 Cn (n 维复坐标空间)，其中 n 是
任意正整数。在 C 上的 Cn 的向量空间结构确定如下：Cn，n = 1, 2, · · ·，被定义为复数的所
有 n 元组的集合。对于任意 z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn，w = (w1, . . . , wn) ∈ Cn 和 α ∈ C，我们
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定义
z + w ≡ (z1 + w1, · · · , zn + wn) (向量加法),

αz ≡ (αz1, · · · , αzn) (标量乘法).

注意到零向量由下式给出：
0 ≡ (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n个0

) .

相同的定义可以应用到 Rn，其中 C 在上述定义中由 R 替代。

练习 5.5 考虑经典阻尼振子的运动方程

d2x

dt2 + 2γ
dx
dt + ω2

0x = 0 ,

其中，x 是振子偏离平衡位置的距离，ω0 是振子的固有频率，γ 是阻尼系数。说明该方程
的解集构成了一个 2 维复向量空间。

最后，我们来讨论一个代数的结构，这也是一种特殊的模，其中对模和与模相关的环 (不
仅仅是环，还有对于向量空间) 都有特殊的限制。
定义 5.6 一个代数 A 是一个具有恒元的环 R 上的一个模，使得

(1) A 本身是一个环，
(2) 对于任意 α ∈ R 和 x, y ∈ A，标量乘积 (α, x) 7→ αx 满足

α(xy) = (αx)y = x(αy) .

注意，上面的方程涉及两种乘法——A 的元素之间的内部乘法 (来自于 A 的环结构) 和
R (与模 A 相关的环) 中元素与 A 中元素的外部 (标量) 乘法。在上一章研究的 Lie 代数中，
内部乘法由 Lie 括号 (对易运算) [参考 (4.25)] 给出。因此对于矩阵群，Lie 代数 (内部) 乘法
与普通矩阵乘法不同 [参考练习 4.5]。

Figure 5.1

Figure 5.1总结了本章中介绍的代数范畴之间的关系。矩形框表示具有给定结构的最一般
的范畴，而椭圆框表示有限制的特殊情况。当垂直向下移动时，结构的复杂性增加。从一个范
畴 A 到一个范畴 B 的箭头意思是 A 中的对象是一个包含 B 中对象结构的集合，但同时携带
额外的结构。因此，环 (在加法下) 不仅是一个 Abel 群，但还具有乘法结构等。





6. 基本群论概念

回忆定义 4.1，其给出了一个群的形式定义。
定义 6.1 一个群 G 的一个子集 H (H ⊂ G) 本身是具有和 G 相同乘法规则的一个群被称
为 G 的子群 (subgroup)。

因此，SO(n) 是 O(n) 一个子群，并且与 SO(n+1) 的一个子群同构。特别地，SO(2) 同
构于 O(3) 的一个 Abel 子群。注意，一个群 G 的一个子群 H 必须与 G 共用一个恒元。

任何群的元素都可以划分为不相交的共轭 (等价)类 (conjugacy(equivalence) classes)。
定义 6.2 两个群元素 g1, g2 ∈ G 被称为是相互共轭 (conjugate)，如果存在一个 p ∈ G 使
得 g2 = pg1p

−1。一个群中相互共轭的元素被称为组成一个共轭类 (conjugacy class)。

共轭关系是一个等价关系，因此一个群的共轭类必然是不相交的。回想一下，一个集合 S

中的一个等价关系 (equivalence relation) R 被定义为 S × S 的一个子集 R，使得

i) 对于任意的 x ∈ S 都有 (x, x) ∈ R (封闭性)；
ii) 对于任意的 x, y ∈ S，都有 (x, y) ∈ R⇒ (y, x) ∈ R (对称性)；
iii) 对于任意的 x, y, z ∈ S，都有 (x, y) ∈ R 和 (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R (传递性)。

我们通常将 (x, y) ∈ R 记为 x ∼ y。一个等价关系必然将一个集合划分为不相交的子集。

练习 6.1 直接从定义 6.2 验证上述论断。

从上面的定义可以直接得到两个事实：

1) 一个群的恒元总是构成一个单元素共轭类；
2) 对于一个 Abel 群，每个元素单独构成一个共轭类。

练习 6.2 验证上述两个事实。
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练习 6.3 用 (1.41) 来验证所有 (关于任意轴) 相同角度的旋转在 SO(3) 中属于相同共轭类。

定义 6.3 令 H ⊂ G 是 G 的一个子群。通过下面的判定条件引入 G 中的一种等价关系：如
果两个元素 g1, g2 ∈ G 满足 g−1

1 g2 ∈ H，则称 g1, g2 是 mod H 等价 (be equivalent mod
H)，记为 g1 ∼ g2 (mod H)。由这种等价关系得到的 G 的不相交等价类被称为 H 的左陪
集 (left cosets)。每个这样的等价类 (左陪集) 记为 gH，其中 g 是 G 中的一些元素。类
似地，我们可以定义 H 的右陪集 (right cosets)，通过等价关系：如果 g1g

−1
2 ∈ H，则有

g1 ∼ g2 (mod H)。每个右陪集记为 Hg，其中 g 是 G 中的一些元素。

Figure 6.1

一些事情需要明确。给定一个子群 H ⊂ G，群 G总能被划分成不相交的 H 的左陪集或者
不相交的 H 的右陪集。然而一般来讲这两种划分区域并不是完全一样的 (见 Figure 6.1)。‘左’
和‘右’的名字正如记号 gH 和 Hg 表示的那样 (g 写在 H 的左边或右边) 来自于以下考虑：
记号 gH (g 为 G 中的一个固定的元素) 对于一个特定的左陪集意味着这个陪集中所有的元素
可以完全被表示成集合 {gh |h ∈ H}；类似地，Hg = {hg |h ∈ H}。因此，假设 h1, h2 ∈ H
(G 的子群 H 的元素)，则有

(gh1)
−1
gh2 = h−1

1 g−1gh2 = h−1
1 h2 ∈ H

这也说明了 gh1 和 gh2 在同一个左陪集 gH 中。类似地，

h1g (h2g)
−1

= h1gg
−1h−1

2 = h1h
−1
2 ∈ H

说明了 h1g 和 h2g 在同一个右陪集 Hg 中。同样清楚的是，子群 H ⊂ G 的两个左 (右) 陪集
要么完全重合，要么没有共同的元素 (不相交)。实际上，令 g1H 和 g2H 是 H 的两个左陪集。
对于一些 h1, h2 ∈ H，假设 g1h1 = g2h2，则有 g−1

2 g1 = h2h
−1
1 ∈ H。因此 g−1

2 g1H = H，这
意味着 g1H = g2H (两个左陪集 g1H 和 g2H 一致)。相同的考虑适用于右陪集的情况。

我们将一个群 G 的 (通过左右陪集) 划分示意性地表示为 Figure 6.1。

很明显，子群 H 是其本身的一个左、右陪集。(事实上，它可以写成 H = eH = He)。然
而，除了 H 之外，左右陪集都不是 G 的子群 (简单来说因为它们都不包含恒元)。我们还注
意到 H 的每一个 (左和右) 陪集的元素个数都与 H 的元素个数完全相同。



Chapter 6.基本群论概念 41

一种非常特殊且重要的情况出现了：当一个子群 H ⊂ G 满足，对于任意 g ∈ G，有

gH = Hg . (6.1)

等价地，gHg−1 = H。这样的子群称为 G 的一个不变子群 (invariant group)(或正规子群
(normal group))。任何群都至少有两个平凡的不变子群：H = {e} 和 H = G。同样清楚的
是，一个 Abel 群的任何子群都是一个不变的子群。此外，如果 H ⊂ G 是一个不变子群，则
G 通过 H 的左右陪集以完全相同的方式划分。然后，我们可以简单地参考通过一个不变子群
生成的陪集。实际上，我们有下面的定理：

定理 6.1 令 H ⊂ G 是 G 的一个不变子群，则 H 的不同陪集 {gH = Hg | g ∈ G} 组成一个
群，称为商群 (quotient group) G/H。

证明：我们必须定义一个乘法规则，以便将不同的陪集相互相乘，并表明它满足定义 4.1 中给
出的群的性质。

由于不同的陪集是不相交的，因此可以通过一个陪集中任何一个元素 g1 来识别这个陪集，
也称为一个表示 (representative)，并标记为 [g1]。我们引入乘法规则：

[g1] [g2] ≡ [g1g2] . (6.2)

我们必须通过验证该定义是否独立于表示来检查该定义是否有意义。假设 [g′1] = [g1]和 [g′2] =

[g2]，则根据定义 6.3，g′1 = g1h1 和 g′2 = g2h2，其中 h1, h2 ∈ H。因此

[g′1] [g
′
2] = [g′1g

′
2] [通过 (6.2)]

= [g1h1g2h2]

= [g1g2hh2] 对于一些 h ∈ H [通过 (6.1)]

= [g1g2]

= [g1] [g2] ,

(6.3)

说明乘法 (6.2) 确实是定义良好的。G/H 中的恒元是子群 (也是陪集) H 本身。因为，对于
h ∈ H，g ∈ G，存在 h′ ∈ H 使得

[h][g] = [hg] = [gh′] = [g] [h′] = [g][h] = [g] . (6.4)

乘法 (6.2) 的结合率是显而易见的。

练习 6.4 证明由 (6.2) 定义的商群 G/H 的乘法规则满足结合率。

最后，[g] 的逆由下式给出
[g]−1 =

[
g−1
]
. (6.5)

这很容易检验，注意到

[g][g]−1 = [g][g−1] =
[
gg−1

]
= [g−1][g] = [g]−1[g] = [e] = [h] , h ∈ H . (6.6)
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□
注意到，对于一个 Abel群 G的一个子群 H，我们一般将 g1 ∼ g2 (mod H)或者 [g1] = [g2]

表述成对于一些 h ∈ H 有 g1 − g2 = h。[参考练习 5.1]

在这一点上，让我们回顾一下群同态的概念 (定义 4.2)。我们有下面的重要定理：

定理 6.2 — 群同态定理 (The Group Homomorphism Theorem). 令 f : G → G′ 是一个群的同态
映射，K 是 f 的核 (kernel):

K = ker(f) = {g ∈ G | f(g) = e′ (G′中的恒元)} ,

并且 I 是 f 的像 (image):

I = im(f) = {g′ ∈ G′ |存在 g ∈ G使得 f(g) = g′} .

则有
1) K 是 G 的一个正规子群，
2) G/K 与 I 同态。

证明： 1) 令 a, b ∈ K，则 f(ab) = f(a)f(b) = e′e′ = e′，因此 ab ∈ K。对于任意 g ∈ G

有 f(g) = f(ge) = f(g)f(e)，因此 f(e) = e′ 意味着 e ∈ K。此外，如果 a ∈ K 则有
f(a−1) = (f(a))−1 = (e′)−1 = e′；因此，a−1 ∈ K。这证明了 K 是 G 的一个子群。为了说明
K 是一个正规子群，我们考虑对于 g ∈ G，集合 gKg−1。很明显对于 k ∈ K，有

f
(
gkg−1

)
= f(g)e′f

(
g−1
)
= f(g)(f(g))−1 = e′ ,

这意味着 gkg−1 ∈ K，或者 gKg−1 ⊂ K。反过来，任意 k ∈ K 可以表述为 g(g−1kg)g−1 =

gk′g−1，k′ ∈ K，这意味着 K ⊂ gKg−1。因此，对于任意的 g ∈ G，有

gKg−1 = K .

这是 K 是 G 的正规子群的判定依据。

2) 定义映射 φ : G/K → I 如下

φ([g]) ≡ f(g) , g ∈ G , (6.7)

其中，[g] ∈ G/K 是陪集 {gk | k ∈ K}。我们有

φ([g1][g2]) = φ([g1g2]) = f(g1g2) = f(g1)f(g2) = φ([g1])φ([g2]) . (6.8)

由于 I ⊂ G′ 是 G′ 的一个子群，φ 给出了一个群同态。现在如果 φ([g1]) = φ([g2])，则通过
(6.7)，有 f(g1) = f(g2)，并且因此 f(g1)f(g

−1
2 ) = f(g1g

−1
2 ) = e′。这意味着 g1g

−1
2 ∈ K，或

[g1] = [g2]，因此 φ 是一个单射 (一对一)。φ 显然也是双射 (到上的)，因为对于任意 g′ ∈ I，
存在一个 g ∈ G 使得 g′ = f(g) = φ([g])。由于是满射的，因此群同态 φ 也是一个同构。 □
作为上述定理的一个例子，考虑商群 O(3)/SO(3)。
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练习 6.5 说明 SO(3) 是 O(3) 的一个正规子群。

在 O(3) 和 Z2 (整数模 2 的加法群，其可以通过集合 {1,−1} 与通常的乘法实现) 之间存
在着明显的同态。同态 f : O(3)→ Z2 可以简单地由下式给出 [c.f. (1.32)]：

f(a) = det(a) , a ∈ O(3) . (6.9)

练习 6.6 说明上述方程确实定义了一个群同态。

由于在群 Z2 中恒元是整数 1，同态 f 的核由下式给出

ker(f) = SO(3) . (6.10)

现在可以简单地看出
O(3)/SO(3) = {SO(3), sSO(3)} , (6.11)

其中，s ∈ O(3) 是空间反演

s =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 , (6.12)

并且有 im(f) = Z2 (f 是双射)。因此，定理 6.2 的同构 φ : O(3)/SO(3) → Z2 因此由 (6.7)
给出为

φ(SO(3)) = 1 , (6.13a)

φ(sSO(3)) = −1 . (6.13b)

我们介绍两个更为重要的概念，这些概念在群的分类中具有根本的重要性，并且在 Lie代
数理论中有直接对应的概念。

定义 6.4 i) 除 {e} 和它本身外没有任何其它不变 (正规) 子群的群称为单纯群 (simple
group)。[比如：SU(2) 是一个单纯群] ii) 除 {e} 外没有任何其它 Abel 不变 (正规) 子
群的群称为半单纯群 (semisimple group)。[比如 SO(3), SO(4) 和 Lorentz 群 (Chapter
11 中讨论) 都是半单纯群]。

我们已经在 Chapter 4 中介绍了群表示论中的所有重要概念，它的主要思想是考虑群元
素在向量空间上的作用。这个概念可以推广到一个群在一个任何集合上的作用。设 G 是一个
群而M 是一个集合，G在M 上的一个群作用 (group action)是一个映射 σ : G×M →M，
(g, x) 7→ gx，其满足结合律

g1(g2x) = (g1g2)x , (6.14)

和条件：对于任意的 x ∈M，有
ex = x , (6.15)

其中，e 是 G 的恒元。

在物理学应用中，最常见的情况是当 M 是一个向量空间 (Eucild 空间，Minkowski 时空，
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量子力学中 Hilbert 空间的各种子空间等)。当 G 是一个 Lie 群时，经常见到的是 M 是一个
可微流形，在这种情况下，σ 也被要求是一个微分映射。(这是微分几何中最重要的情况)。显
然，M 也可以是一个群。

练习 6.7 说明一个群对于它本身的左作用 (left action) 定义为

σL(g, g
′) = Lgg

′ = gg′ (6.16)

是一个群作用。如果右作用 (right action) 定义为

σR(g, g
′) = Rgg

′ = g′g ? (6.17)

下面是群作用的重要概念。

定义 6.5 一个群作用 σ : G×M →M 被称为是有效的 (effective)，如果恒元 e ∈ G 是平
凡作用在 M 上的唯一元素，即：如果对于任意 x ∈M，有 σ(g, x) = x，则 g = e。

定义 6.6 一个群作用 σ : G ×M → M 被称为是自由 (free) 的，如果每个不是 G 恒元的
元素 (g 6= e) 在 M 中没有不动点 (fixed points)，即：如果存在一个元素 x ∈ M，使得
σ(g, x) = x，则 g = e。

定义 6.7 一个群作用 σ : G × M → M 被称为是传递 (transitive) 的，如果对于任意
x1, x2 ∈M，存在一个 g ∈ G，使得 σ(g, x1) = x2。

练习 6.8 O(n) 在 Euclid 空间 Rn 上的作用是有效的？自由的？传递的？[考虑 O(3) 在 R3

上作用的几何直观情况]。对于 O(n) 作用在 Sn−1 [(n− 1) 维球面] 回答相同的问题。

定义 6.8 给定一个群作用 σ : G×M →M，一个元素 x ∈M 的迷向群 (isotropy group)
(稳定 (stabilizer) 或小群 (little group)) 是 G 的子群，定义为

H(x) = {g ∈ G |σ(g, x) = x} . (6.18)

练习 6.9 说明上面定义的 H(x) 是 G 的一个子群。

从定义 6.6 得到：如果一个群作用是自由的，则对于任意的 x ∈M，迷向群 H(x) = {e}。

练习 6.10 证明上面的表述。

再次考虑 G = SO(3) 作用在 R3 上和一个不动点 x ∈ R3。迷向子群 H(x) 显然是关于 x

轴 (从原点指向 x 的向量) 旋转的群，因此与 SO(2) 同构。用 SO(3)/SO(2) 表示左陪集空间
(以下考虑也可以用于右陪集空间)。由于 SO(2) 是 SO(3) 的一个子群，而不是 SO(3) 的一个
不变 (正规)子群，SO(3)/SO(2)并没有群的结构。然而这个陪集空间有流形结构 (见 Chapter
30)，实际上它同胚 (拓扑等价) 于 S2(2-球面)。为了看到这一点，我们回忆定义 6.3，两个元
素 g 和 g′ ∈ SO(3) 属于相同的左陪集 (一个元素在 SO(3)/SO(2) 中) 并提供了 g′ = gh，其
中 h ∈ H(x)。显然，g 和 g′ 对于 x 有相同的影响，因为

g′x = ghx = gx . (6.19)
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令 x为 R3 中单位圆上的北极点 (0, 0, 1)，并假设 gx = y，它是单位圆上的另一个点 (见 Figure
6.2)。

Figure 6.2

陪集 [g] 则由从北极点到 y 点 SO(3) 中的所有元素组成，它们当然由极坐标 (θ, ϕ) 确定。
因此，单位圆上每一个点对应一个陪集，并且我们有

SO(3)/SO(2) ∼ S2 , (6.20)

其中上面方程中的符号‘∼’是‘同胚于’的意思。下面对于任意正整数 n 的推广也是正确的
(但我们将省略证明)：

O(n+ 1)/O(n) ∼ SO(n+ 1)/SO(n) ∼ Sn , (6.21a)

U(n+ 1)/U(n) ∼ SU(n+ 1)/SU(n) ∼ S2n+1 , (6.21b)

其中，Sn 是 n-球面；并且 U(n) 和 SU(n) 分别是 n×n 幺正矩阵和行列式为 +1 的 n×n 幺
正矩阵。

一般来说，陪集空间 G/H 允许一个可微分的结构 (见 Chapter 30) 并成为一个可微流形，
称为一个均匀空间 (homogeneous space)，其中 G 是 Lie 群，H 是 G 的子群。

我们现在将表述并证明关于迷向子群的一个非常有用的事实：

引理 6.1 给定一个群作用 σ : G×M →M，g ∈ G 和 x ∈M，在 x 和 gx 处的迷向子群由
下式关联

H(gx) = gH(x)g−1 . (6.22)

证明：令 g′ ∈ H(gx)。则 g′gx = gx，并且有

g−1g′gx = g−1gx = x .
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因此
g′′ ≡ g−1g′g ∈ H(x) ,

从而 g′ = gg′′g−1，这意味着
g′ ∈ gH(x)g−1 .

因此
H(gx) ⊂ gH(x)g−1 . (6.23)

反之，令 g′′ ∈ H(x)，则有 g′′x = x，并且有

(gg′′g−1)gx = gg′′x = gx .

因此，gg′′g−1 ∈ H(gx)，因而
gH(x)g−1 ⊂ H(gx) . (6.24)

方程 (6.23) 和 (6.24) 共同说明了引理。 □

我们将用上述引理的一个有趣应用 (进行证明所谓的 Euler 定理) 来结束本章，该定理在
刚体的运动学中具有基本的重要性。

定理 6.3 — Euler定理. 每一个旋转 R ∈ SO(3) 都能写成一个乘积

R = R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ) , (6.25)

其中，R2 和 R3 是分别关于 e2 和 e3 轴的旋转，同时角度 ϕ, θ, ψ (被称为 Euler 角 (Euler
angles)) 的取值范围 0 ⩽ ϕ, ψ ⩽ 2π，0 ⩽ θ ⩽ π。

证明：考虑 R3 上的一个任意旋转 R ∈ SO(3) 及它作用在点 x = (0, 0, 1) (单位球面的北极点)
上。设 Rx = y，其中 y 在单位球面上的点 (θ, ϕ) (见 Figure 6.2)。我们可以看到

Rx = R3(ϕ)R2(θ)x ≡ gx , (6.26)

其中
g = R3(ϕ)R2(θ) ∈ SO(3) . (6.27)

记
R = g′g , 其中 g′ = Rg−1 ∈ SO(3) . (6.28)

则 g′(gx) = gx，并因此
g′ ∈ H(gx) = H(Rx) ,

其中，H(gx) 是 gx 的迷向子群，或者在单位球面上通过 gx 点关于一个轴旋转群。通过引理
6.1，存在一个关于 z 轴 e3 的旋转 R3(ψ)，使得

g′ = gR3(ψ)g
−1 .
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通过 (6.28)
R = gR3(ψ)g

−1g = gR3(ψ) ,

并通过 (6.27)，有
R = R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ) . (6.29)

□

Euler 定理中的旋转是关于空间中固定的轴。这些轴在物理学文献中被称为空间固定轴
(space-fixed axes)。在物理学中，通常用与刚体一起移动的轴 (所谓的物体固定轴 (body-
fixed axes) (或移动标架 (moving frames))) 来表示刚体的任意旋转 R 是很方便的 (见
Chapter 31)。我们将建立下面的结论：

R = R3′(ψ)R2′(θ)R3(ϕ), 物体固定轴 , (6.30)

其中旋转顺序涉及以下几组的物体固定轴 [Figure 6.3(a) 到 Figure 6.3(d)]:

(e1, e2, e3)
R3(ϕ)−−−→ (e′1, e

′
2, e3)

R2′ (θ)−−−−→ (e′′1 , e
′
2, e

′
3)

R3′ (ψ)−−−−→ (e′′′1 , e
′′
2 , e

′
3) .

在 Figure 6.3 中，物体固定轴被画成了实线。

Figure 6.3

实际上，运用引理 6.1，有

R3′(ψ) = RR2′ (θ)e3(ψ) = R2′(θ)R3(ψ)R
−1
2′ (θ) , (6.31)
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和
R2′(θ) = RR3(ϕ)e2(θ) = R3(ϕ)R2(θ)R

−1
3 (ϕ) . (6.32)

从 (6.31) 得到：
R3′(ψ)R2′(θ)R3(ϕ) = R2′(θ)R3(ψ)R3(ϕ) . (6.33)

方程 (6.32) 则最终产生：

R3′(ψ)R2′(θ)R3(ϕ) = R3(ϕ)R2(θ)R
−1
3 (ϕ)R3(ψ)R3(ϕ)

= R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ) ,
(6.34)

在第二个等号处，我们使用了 R−1
3 (ϕ) 和 R3(ψ) 可交换的事实，因为它们是关于同一轴的旋

转。注意到 (6.25) 和 (6.30) 中的旋转角度的顺序是彼此相反的。



7. 基本 Lie代数概念

在 Chapter 4 中，我们介绍了 Lie 群的 Lie 代数作为装备了 Lie 括号 (对易算符) 作为内
积的 Lie 群的无穷小生成元的线性空间。我们进一步介绍一个 Lie 代数的抽象定义 [见 (4.28)
的讨论]。在物理应用中，最重要的 Lie 代数是经典 Lie 代数，其对应于经典 (Lie) 群的 Lie 代
数。它们通常都是实 Lie代数，也就意味着它们也是实数域上的向量空间。我们也可以讨论复
Lie 代数 (在域 C 上)。

由于 Lie群也是可微流形，因此存在微分几何方面的理论，我们将推迟到 Chapter 34。这
里我们只关注代数方面。

对应于群概念中的子群，不变 (正规) 子群和商群，我们有 Lie 代数概念中的子代数，理
想和商代数。群的单纯性和半单纯性的概念在 Lie 代数中也有直接对应的部分。
定义 7.1 一个 Lie 代数 G 的一个子集 S 是 G 的 Lie 子代数 (Lie subalgebra)，如果 S
在 Lie 括号 (对易算符) 下封闭，即：如果对于任意的 s1, s2 ∈ S，都有 [s1, s2] ∈ S。我们
将这个简写为 [S,S] ⊂ S。

定义 7.2 一个 Lie 代数 G 是两个 Lie 代数 A 和 B 的直和 (direct sum)，如果 G 作为一个
向量空间是 A 和 B 的直和 (向量空间的直和) 并且如果 [A,B] = 0。我们记做：G = A⊕B。

练习 7.1 说明如果 G = A⊕ B，则 A 和 B 都是 G 的子代数。

定义 7.3 一个 Lie 代数 G 是两个子代数 A 和 B 的半直和 (semi-direct sum)，如果 G 作
为一个向量空间是 A 和 B 的直和，并且如果 [A,B] ⊂ A。我们记做 G = A⊕S B。

定义 7.4 一个 Lie 子代数 S 是一个 Lie 代数 G 的一个理想 (ideal) (或不变子代数 (in-
variant subalgebra))，如果 [S,G] ⊂ S，即：对于任意的 s ∈ S 和 g ∈ G，都有 [s, g] ∈ S。
显然，如果 G = A⊕S B，则 A 是 G 的一个理想。
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练习 7.2 在一个直和
G = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕ An

中，说明每个 Ai，i = 1, . . . , n 是 G 的一个理想。

定义 7.5 一个 Lie 代数 G 的中心 (center) 是唯一最大理想 C，使得 [G, C] = 0。

在群论中，我们有子群生成的左右陪集空间和正规子群产生的商群 (见 Chapter 6)。在
Lie代数中有类似的情况。假设 S ⊂ G 是一个 Lie代数 G 的一个 Lie子代数。对于 A ∈ G 定义
等价类 [A]：对于任意的 s ∈ S，集合 A+s。因此，如果两个元素 A和 B 满足 A−B = s ∈ S，
则两个元素 A 和 B 在相同的等价类中，记做 A = B (mod s)。这个类中任何 A ∈ G 称为 [A]

的一个表示并且确定 [A]。这些等价类对应群论中的陪集；但是左右之间没有区别，因为代数
中的加法是向量加法，因此是可对易的。

练习 7.3 说明上面对于 [A]，A ∈ G 的定义确实是一个等价关系。

假设我们试着在不同的等价类中定义一个 Lie 括号为

[ [A], [B] ] ≡ [ [A,B] ] . (7.1)

为了使这个定义有意义，[A,B] 必须确实是 (7.1) 等号右边的一个表示，这意味着它必须通过
一个元素 s ∈ S 与同一类中任何其它元素不同。现在，对于 s1, s2 ∈ S，有

[A+ s1, B + s2] = [A,B] + [s1, B] + [A, s2] + [s1, s2] , (7.2)

当且仅当 S 是一个理想，其等于 [A,B] + s，s ∈ S。因此，我们有：
定义 7.6 如果 S ⊂ G 是 Lie 代数 G 的一个理想，则 G 中的等价类定义为

[A] = [A+ s] , A ∈ G, s ∈ S, (7.3)

组成了一个 Lie 代数称为商代数 (quotient algebra)，记作 G/S。商代数的 Lie 括号由
(7.1) 给出。

练习 7.4 说明对于商代数，向量加法

[A] + [B] = [A+B] (7.4)

是良好定义的。

练习 7.5 令 G 是一个 Lie 群并且 H ⊂ G 是 G 的一个正规子群。令 G 和 H 是分别对应 G

和 H 的 Lie 代数。说明：H 是 G 的一个理想。

一个 Lie 代数 G 的对易子的集合，记作 [G,G]，很明显也是 G 的一个子代数。它实际上



Chapter 7.基本 Lie代数概念 51

也是 G 的一个理想，因为，对于任意的 A,A1, A2 ∈ G，有

[[A1, A2] , A] = [A3, A] ∈ [G,G] , (7.5)

其中，A3 = [A1, A2]。我们写成
G(1) ≡ [G,G] . (7.6)

类似地，
G(2) ≡

[
G(1),G(1)

]
(7.7)

是 G(1) 的一个理想，并且通过归纳

G(n+1) ≡
[
G(n),G(n)

]
(7.8)

是 G(n)，n = 0, 1, 2, . . . 的一个理想，其中 G(0) ≡ G。

练习 7.6 通过归纳验证上面的表述。

定义 7.7 如果通过 (7.8) 给出的 G 的理想的序列终止于 0 (G 中的零向量)，G 被称为是可
解的 (solvable)。

练习 7.7 SO(3) Lie 代数是可解的么？参考从 (4.36) 到 (4.38) 的方程。SO(n) Lie 代数是
可解的么？

练习 7.8 说明所有的 n× n 上三角矩阵的集合
a11 a21 . . . an1

0 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . ann


是一个可解 Lie 代数。

一个由 Lie 证明重要的定理表述为：每个复可解矩阵代数都同构于三角矩阵的一个子代
数 (见 D. H. Sattinger 和 O. L. Weaver 1986)。

在量子力学中具有基本重要性的 Heisenberg 代数 (在 Chapter 13 中介绍) 是可解 Lie 代
数的一个例子。

比可解性更强的条件是幂零性。

定义 7.8 一个 Lie 代数 G 被称为是幂零的 (nilpotent)，如果嵌套序列

G(n+1) ≡
[
G,G(n)

]
, n = 0, 1, 2, . . . , (7.9)

(
G(0) ≡ G

)
，其中

G(n+1) ⊂ G(n) ⊂ · · · ⊂ G(1) = G(1) ⊂ G(0) = G

终止于 0 (G 中的零向量)。
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方程 (7.8) 和 (7.9) 意味着 G(n) ⊂ G(n)。因此，幂零性意味着可解性。除了可解之外，上
面提到的 Heisenberg 代数也是幂零的。
定义 7.9 一个 Lie 代数 G 的根 (radical) R 是 G 的唯一最大可解理想。

一个 Lie 代数的根总是存在 (这里省略证明)。
定义 7.10 一个 Lie 代数称为单纯的 (simple)，如果除 {0} 和它本身外不含理想。

定义 7.11 一个 Lie 代数称为半单纯的 (semisimple)，如果除 {0} 外不含 Abel 理想。

和群的情况一样，代数的单纯性意味着半单纯性。半单纯 Lie 代数的一个例子是 SO(3)。

半单纯 Lie代数在几何和物理学中扮演着一个基本角色。Cartan已经给出了复半单纯 Lie
代数的一个完整分类 (见 Chapter 24)。除了 GL(n,C) 外，所有经典群的 Lie 代数都是半单纯
的。

可解性和半单纯性的概念将通过下面的 Lie 代数分类理论中的中心事实联系起来 (见 N.
Jacobson 1962)，其将只表述而不证明。

定理 7.1 — Levi 分解定理 (Levi’s Decomposition Theorem). 每一个 Lie 代数都是它的根和一个
半单纯 Lie 代数的半直和。

作为 Levi 分解的一个例子，考虑分别由 (4.4) 和 (4.22) 定义的六个算符 p1, p2, p3(线动
量) 和 L1, L2, L3(角动量) 的集合。回想一下，pj 作为 R3 中平移的生成元，Lj 作为 R3 中旋
转的生成元。另外，它们满足对易关系 (4.14) 和 (4.40)，并构成 Lie 代数 T (3) 和 SO(3) 的
基础，Lie 代数分别对应于 T (3)(R3 中平移 Abel 群) 和 SO(3)。并不难说明：使用 (4.12)，
(4.14)，(4.22) 和 (4.40)，有

[
pj , L

k
]
=
[
Lj , pk

]
= ih̄ε l

jk pl , (7.10)

其中，ε l
jk = εjkl 是由 (2.8) 给出的 Levi-Civita 张量。

练习 7.9 证明 (7.10)。

方程 (7.10)，以及对易关系 [(4.14) 和 (4.40)]：

[pi, pj ] = 0 (7.11)

[
Lj , Lk

]
= ih̄εjkl L

l (7.12)

确定一个六维 Lie 代数 E(3)，R3 中 Euclidean 运动的 Lie 代数。由于 (7.10) 和 (7.11)，T (3)
是 E(3) 的根，SO(3) 是半单纯。因此

E(3) = T (3)⊕S SO(3) (7.13)

是 Levi 分解的一个例子。

和群的情况一样，我们可以通过向量空间上的线性算符来表示 Lie 代数的元素。
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定义 7.12 在向量空间 V 上的 Lie 代数 G 的表示是一个同态 f : G → T (V )，其中 T (V ) 是
V 上的线性变换的代数。f 是同态意味着它保持结构：

f(αA+ βB) = αf(A) + βf(B)

f [A,B] = [f(A), f(B)]
(7.14)

其中，α, β ∈ F(域和 G 有关)，并且 A,B ∈ G。

由于 G 本身是一个向量空间，我们可以通过运算符 G 来表示它。G 本身的一个特别重要
的表示是所谓的伴随表示 (adjoint representation)，A ∈ G 7→ AdA，定义为

AdA(B) ≡ [A,B] (7.15)

为了使这个定义有意义，我们必须有

AdαA+βB = αAdA + βAdB

Ad[A,B] = [AdA, AdB]
(7.16)

第一个条件很明显；第二个由 Jacobi 的恒元确保 (4.26)。

练习 7.10 验证方程 (7.16)。

使用 (1.16)和 (4.29)，我们可以根据结构常数推导出 Lie代数的伴随表示的矩阵表示。设
(e1, · · · , en) 是 G 的根。则有

Adek (ei) = (Adek)
j
i ej = [ek, ei] = cjkiej (7.17)

因此
(Adek)

j
i = cjki (7.18)

如前所述，对 Lie 代数的伴随表示有一个重要的微分几何解释，我们将在 Chapter 34 中
解释。

举个例子来讲，考虑 SO(3) 的伴随表示。回顾对易关系 (4.36) 到 (4.38)，选择 SO(3) 给
出的基

e1 = J2
3 , e2 = J3

1 , e3 = J1
2 (7.19)

所以我们有
[ei, ej ] = εkijek (7.20)

因此，以 (7.19) 为基的 SO(3) 的结构常数由下式给出

ckij = εkij (7.21)

这正是 R3 中普通向量 (交叉) 乘积的代数 [参见练习 4.7]。此外，从 (7.18)

Adei (ej) = εkijek (7.22)
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因此，当 A 和 B 被认为是 R3 Lie 代数 (定义了叉积) 中的向量时，A×B 可以被解释为 A

的伴随表示作用在 B 上。
对于 Lie 代数 G 的给定的表示 f : G −→ T (V )，T (V ) 中的 f 的图像是表示空间 V 上的

线性算符，其内部加法和乘法是显式定义的。im(f) ⊂ T (V ) 中元素的求和和乘积，以及常见
的分配律和结合律，形成代数，称为 G 关于表示 f 的包络代数 (enveloping algebra)，记
做 Af (G)。
再次考虑 SO(3)。稍微滥用符号，让我们写一个真实表示：

Lx = f
(
L1
)
, Ly = f

(
L2
)
, Lz = f

(
L3
)

总角动量的平方
L2 = L2

x + L2
y + L2

z (7.23)

是包络代数的一个元素，实际上位于这个代数的中心 (与代数的所有元素对易)。它等于 C/2，
其中 C 称为 Casimir 算符 (Casimir operator) 的表示 f : G → T (V )，在量子力学中的角
动量理论中具有重要意义。在引入 G 中特定度量的概念 (称为 Killing 形式) 之后，我们将在
Chapter 8 中更详细地考虑 Casimir 算符。



8. 内积、度规和对偶空间

在三维 Euclidean 向量的基本向量代数中，我们学到两个分量分别为 Ai 和 Bi 的向量 A

和 B 的标量积 (或内积) 被定义为

A ·B =
∑
i

AiBi (8.1)

运用 Einstein 求和约定，我们可以写成

A ·B = δijA
iBj = AiBi = AjB

j (8.2)

上面的方程可能只是符号区别。但是实际上 (8.1) 隐藏了几个重要的数学概念，这些概念可以
由 (8.2) 表示。

首先是给定向量空间的对偶空间概念。然后是度规的概念，其用于测量向量空间中的点
之间的距离以及用于测量相同空间中的向量之间的角度的规则。最后，度规给出了向量空间
中的对象与对偶空间中的对象之间的一一对应关系。该对应关系是通过对所谓的度规张量及
其逆进行升降指标的过程获得。

(8.2) 中的 Kronecker delta 是度规张量的一个非常特殊情况，在更一般的情况下 (例如：
Riemann 流形 (Riemannian manifold)) 中，是 (0, 2)-型张量场 gij(x)，取决于底流形中
的位置 x。恒定张量场的 gij(x) = δij 的情况被称为 Euclidean 度规 (Euclidean metric)。
当 gij 是一个常数时，度规被称为平直 (flat)。物理学中平直但非 Euclidean 度规的一个非常
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重要的例子是狭义相对论中的 Minkowski 度规 ηµν [已经在 (2.20) 中遇到]:

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (8.3)

其中 µ, ν = 0, 1, 2, 3；“0”分量是时间分量；同时“1”，“2”，“3”分量是空间分量。则具有
(x0, x1, x2, x3) 分量的 4 维时空向量的长度平方是

ηµνx
µxν = −

(
x0
)2

+
(
x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2 (8.4)

其中，c(光速) 已经被规定为 1。当 gij(x) 取决于时空点 x 时，存在曲率，我们处于广义相对
论的范畴。注意，Minkowski 度规 ηµν 不是正定的 (positive definite)，因为 (8.4) 的等式
右边可以是正数，零或负数。在物理术语中，根据 ηµνx

µxν 是正，零还是负，4-向量可以分别
称为类空 (space-like)，类光 (light-like) 或类时 (time-like)。

在一般规定中，我们在每个点 x ∈M 处有一个可微流形 (differentiable manifold)M，
其中存在一个称为切空间 (tangent space) 的向量空间。(我们无法在这里给出这些术语的
确切含义；读者将在 Chapter 30 中找到更详细的讨论)。所有切空间的集合 (M 中每个点一
个) 称为 M 上的切丛 (tangnet bundle)TM(见 Figure 8.1)。

Figure 8.1

在 Figure 8.1 中，U, V 是 TxM 中的向量，x ∈M 处的切空间。M 上的向量场 (vector
field) 是 M 的每个点处的向量的连续分布。如前所述，数学上，M 上的向量场被称为切丛
TM 的一个截面 (section)。

让我们将注意力集中在特定的切空间 TxM 上。向量 U ∈ TxM 的长度平方由 [归纳 (8.2)]
给出

‖U‖2 = gij(x)U
iU j (8.5)

两个向量 U, V ∈ TxM 的内积 (inner product) 由下式给出

G(U, V ) = gij(x)U
iV j (8.6)
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度规张量 G 在 x 点被称为非退化 (non-degenerate)，如果满足 U ∈ TxM 和

G(U, V ) = 0 (8.7)

对于任意 V ∈ TxM，U = 0 必为真。我们只能使用非退化和对称 (symmetric)(gij = gji) 度
规张量。上述非退化条件直接说明了 n 元代数方程组

gijU
i = 0 , j = 1, . . . , n (8.8)

其中，n 是流形 M 的维数，因此是 M 上任何切空间的维度，只有零解 (U i = 0 表示对于任
意 i)。这反过来说明 (将在 Chapter 16 看到)

det (gij) 6= 0 (8.9)

事实上，det (gij) 6= 0 是 G 为非退化的充分必要条件。用 Ui 分量定义协变向量 (covariant
vector)[一个 (0, 1)-型张量]

Ui = gijU
j (8.10)

Ui 是在不同空间中的向量，称为切空间 TxM 的对偶空间 (dual space)，或 x ∈ M 处的余
切空间 (cotangent space)，用 T ∗

xM 表示。从上面的讨论中，G 的非退化说明 det(gij) 6= 0，
这意味着由 G 确定的从 TxM 到 T ∗

xM 的线性变换必须是可逆的 (见定理 16. 5)。由 gij 表示
的逆变换因此存在，并且我们有

U i = gijUj (8.11)

gijgjk = δik (8.12)

因此，度规张量 gij 在切空间与其对应的余切空间之间建立了一一对应的映射。这是通过降低
指标 (lowering indices)(从切空间的余切空间) 和升高指标 (raising indices)(从余切空间
到切空间) 来实现的。

因此，一个形式为 T i1,...,irj1,...,js
(具有 r 个上指标和 s 个下指标) 的 (r, s)-型张量是一个在如下

的张量空间中的对象
TxM ⊗ . . .⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

r次

⊗T ∗
xM ⊗ . . .⊗ T ∗

xM︸ ︷︷ ︸
s次

其中，⊗ 表示张量积 (tensor product)。这些张量空间的连接，每个点 x ∈M，称为张量丛
(tensor bundle)。可以作用于 (r, s)-型张量场，它们对应于张量丛上的截面。总而言之，度规
G(当它是正定时也称为 Riemann 度规 (Riemannian metric)) 是对称的非退化 (0, 2)-型
张量场。(0, 2)-型张量场也称为秩 −2 协变张量场 (rank-two covariant tensor field)。如
果一个对称非退化度规不是正定的，则称为伪 Riemann 流形 (pseudo-Riemannian man-
ifold)。例如，(8.3) 的 Minkowski 度规 ηµν 不是正定的。

以上关于对偶空间的讨论是在几何语言中进行以便直观。我们现在将对双空间概念进行
更抽象 (和更一般) 的代数表示。可以发现在量子力学的数学形式中非常有用。

设 V 是域 F 上的向量空间 (通常在物理应用中是实数域 R 或复数域 C)。
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定义 8.1 在域 F 上的向量空间 V 上的所有 F-值线性函数的集合称为 V 的对偶空间，由
V ∗ 表示。

回想一下线性函数只是线性映射的一种特殊情况 f : V →W (由 Definition 1.1定义)其中
W 是域 F。关于 V ∗ 的第一个重要事实是 V 的对偶，即：如果 dim(V ) = n，则 dim(V ∗) = n。
证明非常简单和有用，我们将其呈现如下。假设 {e1, · · · , en} 是 V 的一组基。然后可以将任
意向量 v ∈ V 表示为

v = viei (8.13)

令 f ∈ V ∗，即：f 是 V 上的线性函数。然后线性意味着

f(v) = f
(
viei

)
= vif (ei) (8.14)

因此，任何 f 完全由其在 V 的基 {ei} 上的值确定。现在选择 V ∗ 中 n 个线性函数 e∗i, i =

1, . . . , n 使得
e∗i (ej) = δij , 1 ⩽ j ⩽ n (8.15)

则
e∗i(v) = e∗i

(
vjej

)
= vje∗i (ej) = vjδij = vi (8.16)

实际上，e∗i 作用于任意 v ∈ V 选出 v 的第 i 个分量。然后，从 (8.14)

f(v) = vif (ei) = f (ei) e
∗i(v) (8.17)

定义
fi ≡ f (ei) ∈ F (8.18)

当 F 是数域时，这些是数字。所以

f(v) = fie
∗i(v) (8.19)

对于任意 v ∈ V，和
f = fie

∗i (8.20)

换句话说，任意的 f ∈ V ∗ 可以表示为在 V ∗ 中向量 e∗i, i = 1, . . . , n 的线性组合。我们将通
过显示它们作为 V ∗ 中的向量线性无关来说明 {e∗i} 是 V ∗ 的一组基。假设

f = f1e
∗1 + . . .+ fne

∗n = 0 (8.21)

也就是说，f 是 V ∗ 中的零函数。因此对于任意 v ∈ V，因此 f(v) = 0。重申这一事实，我们
在使用 (8.16)

f1v
1 + f2v

2 + . . .+ fnv
n = 0 (数字零) (8.22)

对于任意 n-tuplet{v1, . . . , vn} ∈ Fn。这必然意味着 f1 = f2 = · · · = fn = 0，建立 {e∗i} 的线
性无关性。由于基 {e∗i}, i = 1, · · · , n，具有 n 个元素，V ∗ 是 n 维的。这样就完成了证明。

由 (8.15) 定义的 V ∗ 的基 {e∗i} 被称为 {ei} 的对偶基 (dual basis)。根据 (8.16)，它们
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实际上是关于 V 的基 {e∗} 的坐标函数 (coordinate functions)。由于 V 和 V ∗ 具有与向
量空间相同的维度，它们必然是彼此同构 (isomorphic) 的 (一对一)。我们可以定义 v ∈ V
和 v∗ ∈ V ∗ 之间的配对 (pairing)

〈v, v∗〉 = v∗(v) (8.23)

写 v∗(v) 的括号方式，如上面等式左边所示，表明 v ∈ V 也可视为 V ∗ 的线性函数。事实上，
对应于在 V ∗ 任何线性函数 φ(φ : V ∗ → F)，存在有一个 v ∈ V 使得：对于任意的 v∗ ∈ V ∗，
有

〈v, v∗〉 = φ (v∗) (8.24)

因此
(V ∗)

∗
= V (8.25)

练习 8.1 对于在 V ∗ 上给定的函数 φ 和 V 上选择的一组基 {ei}，用 ei 说明 v ∈ V 满足
(8.24)。

通过上面的抽象设定，可以在 V 上定义非退化，对称的内积：

对于任意 v1, v2 ∈ V , (v1, v2) = (v2, v1) ∈ F (8.26a)

如果对于任意的 v2 ∈ V，有 (v1, v2) = 0，则 v1 = 0。这个内积是从 V ⊗ V 到 F 的双线性映
射，在下面提供 V 和 V ∗ 之间的同构办法。对于特定的 v ∈ V，存在唯一的 v∗ ∈ V ∗ 使得：
对于任意的 u ∈ V，有

(u, v) = 〈u, v∗〉 (8.26b)

相反，对于特定的 v∗ ∈ V ∗，存在唯一的 v ∈ V，使得 (8.26b) 成立。上述表述的证明并不困
难，但我们不会在此展示。实际上在 Chapter 12 中，我们将会展示该定理的无限维情况下的
证明，称为 Riesz 定理。

在量子力学中，使用复向量空间 (complex vector spaces)(通常是无限维的称为Hilbert
空间 (Hilbert spaces))，其中域 F 是复数域 C 而不是实数域，对称性 (8.26a) 需要被替换
为共轭 (hemitian) 对称性 (conjugate (hermitian) symmetry)：

(v1, v2) = (v2, v1) (8.27)

并且双线性性质替换为共轭双线性 (conjugate-bilinear) 性质：对于任意的 α1, α2 ∈ C，有

(α1v1 + α2v2, v) = α1 (v1, v) + α2 (v2, v) (8.28a)

(v, α1v1 + α2v2) = α1 (v, v1) + α2 (v, v2) (8.28b)

在上述三个等式中，上划线表示复共轭。在物理学文献中，几乎普遍使用 Dirac 括号 (Dirac
braket) 符号，其中写作 〈 | 〉 而不是小括号并且 ( , ) 中的条目的顺序颠倒。因此

(v1, v2) = 〈v2|v1〉 (8.29)
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上述方程 (8.28b) 实际上是 (8.27) 和 (8.28a) 的结果。我们将在 Chapter 12 讨论 Dirac 符号
的实用性。

具有内积并且满足 (8.27) 和 (8.28) 的复矢量空间称为酉空间 (unitray space)。对于酉
空间 V，由 (8.26b)给出的内积 ( , )得到的共轭同构 (conjugate isomorphism)G : V → V ∗

满足以下条件。如果，在 G 下，我们有

v 7→ v∗ (8.30)

则
αv 7→ αv∗ , α ∈ C (8.31)

这是 (8.28b) 所要求的。

练习 8.2 验证上述条件。

一旦在 V × V 上定义内 (标量) 积，对应的共轭同构 G : V → V ∗ 得到在 V ∗ 中标量积满足

(v∗1 , v
∗
2) = (v2, v1) = (v1, v2) (8.32)

练习 8.3 说服自己下面规则
(v∗1 , v

∗
2) = (v1, v2)

如果不满足 (8.28a) 和 (8.31)，它将无法成立。

注意到，由于对于任意 α ∈ R，则 α = α，因此酉空间 [(8.27)，(8.28)，(8.31) 和 (8.32)]
中内积的规则也将自动保留在实向量空间中的内积。

现在让我们重新检查方程 (8.10)，(8.11) 和 (8.12)。考虑 V = TxM 和 V ∗ = T ∗
xM。为

TxM 选择一组基 {ei}，并将 U ∈ TxM 写为

U = U iei (8.33)

则由 gij(x) 给出的度规张量 G 给出内积

(U, V ) = G(U, V ) = gijU
iV j (8.34)

得到同构 G : TxM → T ∗
xM 则由下式给出

U iei 7→ gijU
je∗i = Uie

∗i (8.35)

其中，{e∗i} 是 {ei} 的对偶基。反过来

Uie
∗i 7→ gijUjei = U iei (8.36)
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方程 (8.36) 只是 (8.35) 的逆映射。后一个等式是有效的，因为由 (8.26)

〈U, V ∗〉 =
〈
U iei, Vje

∗j〉 = 〈U iei, gjkV
ke∗j

〉
= gjkU

iV k
〈
ei, e

∗j〉
= gjkU

iV kδji = gikU
iV k = (U, V )

(8.37)

为了总结本章，我们引入了一个关于 Lie 代数 G(考虑成向量空间) 的重要度规，称为 G
上的 Killing 形式。这种形式由 G 的伴随表示引入 (见 Chapter 7)。
定义 8.2 Lie 代数 G 的 Killing 形式 (Killing form) 是在 G 上的对称双线性形式由下式
给出

K(A,B) ≡ Tr (AdAAdB) (8.38)

其中，A,B ∈ G 和 Tr 代表迹。

在上面的定义中，AdA, AdB 是 G 上的线性算符。因此，乘积 AdAAdB 也是 G 上的线性
算符，其迹由算符的一些矩阵表示的迹给出。在 Chapter 17[定理 17.2和方程 (17.33)] 我们将
看到线性算符的迹与矩阵表示独立。

对于 G 的基 {ei} 的选择，G 的度规张量由下式给出 [参考 (8.6)]

gij = K (ei, ej) (8.39)

对于结构常数而言，我们从 (7.18) 可以看出

gij = Tr
(
AdeiAdej

)
= (Adei)

l
k

(
Adej

)k
l
= clikc

k
jl (8.40)

练习 8.4 说明 SO(3) 的度规张量是
gij = −2δij (8.41)

其中，δij 是 Kronecker delta。[使用 (2.13)]

根据上述结果，SO(3) 的度规张量是负定的。这是 SO(3) 及其对应的 Lie 群 SO(3) 的重
要性质。事实上，我们有下面的有用的定理 (没有证明)。

定理 8.1 Lie 代数 G 生成紧致 Lie 群，当且仅当它的 Killing 形式为负定。负定性意味着：
对于任意 A = Aiei, B = Biei ∈ G，则

gijA
iBj < 0 (8.42)

其中，{ei} 是 G 的基。

练习 8.5 说明 Killing 形式满足

K([A,B], C) = K([B,C], A) = K([C,A], B) = −K([B,A], C) (8.43)

Lie代数 G 的 Killing形式提供了关于 G 的结构的基本信息。这通过以下基本定理 (没有证明)
称为 Cartan 标准来举例说明。
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定理 8.2 — Cartan第一标准 (Cartan’s first Criterion). 当且仅当 Killing形式是非退化的：det(gij) 6=
0，Lie 代数是半单纯的。

定理 8.3 — Cartan第二标准 (Cartan’s second Criterion). 当且仅当对于任意 A ∈ G 和 B ∈ G(1)

都有 K(A,B) = 0 时，Lie 代数是可解的。[参考 (7.6)]

对于半单纯李代数，det(gij) 6= 0。因此逆 gij 存在，我们可以定义伴随表示的 Casimir
算符 (Casimir operator)

C ≡ gijAdeiAdej (8.44)

其中，{ei} 是 G 的基。它是包络代数 AAd(G) 的一个元素 [参考 Chapter 7]。我们必须检查上
面的定义是否独立于 G 基的选择。的确，引入基 ei = ajie

′
j 的变化，使得 e′i = (a−1)jiej(参考

Table 1.1)。然后，通过 (2.1) 和 (7.15)：对于任意基向量 ep 有

(g′)
ij
Ade′jAde′j (ep)

=aila
j
kg
lk
[
e′i,
[
e′j , ep

]]
=glkail

(
a−1
)m
i
ajk
(
a−1
)n
j
[em, [en, ep]]

=glkδml δ
n
k [em, [en, ep]]

=glk [el, [ek, ep]]

=glkAdelAdek (ep)

(8.45)

关于基的选择的定义 (8.44) 的独立性遵循线性。
让我们记

Ei ≡ Adei (8.46)

则 Ei 协变变换，并可以将 Casimir 算符写成

C = gijEiEj = EjEj (8.47)

其中
Ei = gijEj (8.48)

最终我们得到了

定理 8.4 Lie 代数 G 的伴随表示的 Casimir 算符 C 位于包络代数 AAd(G) 的中心，也就是
说，它与 AAd(G) 中的每个元素对易。

证明：足以说明：对于任意的 G 的基 ek，C 和 Adek = Ek 对易。我们有

[C,Ek] = gij [EiEj , Ek] = gij {Ei, [Ej , Ek] + [Ei, Ek]Ej}

=gij
{
cljkEiEl + clikElEj

}
= gijcljkEiEl + gjicljkElEi = gijcljk (EiEl + ElEi)

=gijglmcmjk (EiEl + ElEi) = −gijglmcjmk (ElEi + EiEl) = − [C,Ek]

(8.49)

因此正如预期那样，[C,Ek] = 0。在 (8.49) 的第 5 个等式中，我们使用了 gij 是对称的事实；
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在第 6 个等式中，我们通过下式定义了 (0, 3)-张量 cijk

cijk = gilc
l
jk (8.50)

而在第 7 个等式中，我们使用了 cijk 是完全反对称的事实。最后一个事实可以看作如下。从
结构常数的定义 [(4.29)] 可以看出

cljk = −clkj (8.51)

则从 (8.50) 开始
cijk = −cikj (8.52)

运用 (8.50) 和 (8.40)，我们有

cijk = cminc
n
lmc

l
jk = −cmincnlkclmjclmj − cmincnljclkm = cminc

n
jlc

l
km + cmnic

l
mjc

n
lk (8.53)

在第二个等式中，我们运用 Jacobi 的恒元的结构常数 [(4.32)]，在第三个等式中我们运用了
(8.51)。因此

cjik = cmjnc
n
ilc
l
km + cmnjc

l
mic

n
lk = −climcmjncnkl − cnlicmnjclmk = −cijk (8.54)

类似地，
cijk = −ckji (8.55)

□
注意，即使技术上 Casimir算符仅定义为半单纯李代数，也可能存在非半单纯代数的包络

代数中的元素，它与代数的所有生成元 (基向量) 对易。例如，在 E(3) 中，Euclidean 运动的
六维 Lie 代数 [(7.13)] 就是这种情况。T (3) 不是半单纯的，因为它包含了 Abel 理想 T (3)(三
维平移的代数)[参考：对易关系 (7.10) 至 (7.12)]。但是可以轻易地验证

p2 ≡ p21 + p22 + p23 (8.56)

和
p ·L ≡ p1L1 + p2L

2 + p3L
3 (8.57)

(略微滥用符号) 与所有 pi 和 Li 对易。这些有时也称为 Casimir 算符。





9. SO(4)和氢原子

氢原子问题传统上是为了处理 Schrödinger波动方程 (二阶偏微分方程)问题。但它也提供
了运用群论方法的一个很好的例子，尤其是运用 Chapter 4和 Chapter 7中的 Lie代数理论的
基本思想。我们将看到氢原子的量子化能级 (具有它们的简并度) 的光谱是基于旋转对称的结
果和电子 Hamilton 量的附加对称性——有时称为动力学对称性 (dynamical symmetry)。

我们将考虑所谓的 Kepler 问题 (Kepler problem)，其中 Hamilton 量仅包括电子和
原子核之间的 Coulomb 相互作用。这个 Hamilton 量由下式给出

H =
p2

2m
− Ze2

r
(9.1)

pj = −ih̄
∂

∂xj
(9.2)

r =

√
(x1)

2
+ (x2)

2
+ (x3)

2 (9.3)

其中，m 是电子的约化质量，e 是电子电荷的大小，Z 是核的电荷数。

经典 Kepler 问题的优雅解决方案如下：Hamilton 运动方程 (见 Chapter 44)

dqi

dt
=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

(9.4)

其中，qi 和 pi 分别是正则坐标和动量，得到 [由 (9.1) 给出的 H]

dr

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −Ze

2r

r3
(9.5)

上述第二个方程中只是 Newton 第二定律应用于当前情况。人们试图寻找所有运动学常
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数 (constants of motion)，它关于时间的导数为零。很容易发现角动量

L = r × p (9.6)

是一个这样的物理量，因为 (9.5)，
dL

dt
= 0 (9.7)

另一个 (不是那么明显) 的是所谓的 Runge-Lenz 向量 (Runge-Lenz vector)：

M =
p× L
m
− Ze2r

r
(9.8)

同时也满足
dM

dt
= 0 (9.9)

练习 9.1 验证 (9.7) 和 (9.9)。

很明显
L · r = L ·M = 0 (9.10)

练习 9.2 验证 (9.10)。

因此，L 垂直于轨道平面，M 位于该平面上。后一事实立即产生轨道，由 (9.8) 给出

M · r =
L2

m
− Ze2r (9.11)

事实上，这是圆锥曲线的等式。为了更明确地看到这一点，我们让 x − y 平面与轨道平面重
合，沿正 x 轴M 的方向。则 (9.11) 可以用极坐标写成

r =
L2

mZe2

(
1 +

M

Ze2
cosϕ

)−1

(9.12)

其中，ϕ 是 r 与 x 轴 (M 方向) 之间的角度， M
Ze2
是圆锥曲线的偏心距。运用更多的向量代

数将揭示

M2 =
2HL2

m
+ Z2e4 (9.13)

因此，恒定的总能量由下式给出

H =
m

2L2

(
M2 − Z2e4

)
(9.14)

现在我们运用量子力学，r, p, L 都是 Hilbert 空间中电子波函数的所有算符 [见 Chapter
12]，并且不相互对易 [参考 (4.12),(7.10) 到 (7.12)]。特别的有：p× L 6= −L× p。因此，我
们通过反对称 p×L 乘积来重新定义量子力学的 Runge-Lenz 向量：

M ≡ 1

2m
(p×L−L× p)− Ze2r

r
(9.15)
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从这一点来看，主要策略是利用对称性和守恒之间的深层联系 (如 Chapter 3所述)。我们
已经在 Chapter 4中详细研究了旋转对称性，其中对称群 SO(3)及其无穷小生成元 L1, L2, L3

构成了 Lie 代数 SO(3) 的基础。(9.1) 中的 Hamilton 量 H 明显是旋转不变的 (Coulomb 力
是中心力)，因此我们期望经典下角动量守恒。量子力学下，角动量守恒也是通过显式计算 dL

dt

和对可观测量 A 使用 Heisenberg 运动方程来建立的：

dA

dt
=

[A,H]

ih̄
+
∂A

∂t
(9.16)

练习 9.3 通过对 r 和 p 使用 (9.16)，说明量子力学中 dL
dt

= 0。

注意到，[A,H] = 0 表示
H = AHA−1 (9.17)

我们说在这种情况下，H 在无穷小变换 A 下是不变的。在 Chapter 18 中，我们将根据群表
示理论更详细地研究 (9.17) 在 Hamilton 量能量本征值分类中的意义。

现在，经典力学表明 M 是运动学常数即 [(9.9)]。事实证明，量子力学中 dM
dt

= 0 是正确
的。

练习 9.4 通过区分依赖于 t 的 (9.15) 和通过运用 (9.16) 的等式右边在结果表述时估计所有
时间导数来验证上述表述。[警告：这是一项乏味的练习。它涉及重复使用对易关系

[f(r),p] = ih̄∇f(r)

其中，f 是 r 分量的解析函数。(见 W. Pauli 1926)]。

因此，我们得到
[L,H] = [M ,H] = 0 (9.18)

除了 L1, L2, L3 之外，M1,M2,M3 也是运动常数的事实，表明此处的 Lie 群大于 SO(3)。实
际上，我们将通过计算出这些对象的所有对易关系并证明它们满足 (4.29) 来确定 M i 和 Lj

构成六维 Lie 代数的基。得到了以下结果 (我们将不会在此处进行繁琐但直接的演示)。

[
Li, Lj

]
= ih̄εijk L

k (9.19)

[
Li,M j

]
= ih̄εijkM

k (9.20)[
M i,M j

]
= −2ih̄

m
Hεijk L

k (9.21)

实际上，由于 H 在最后一个方程等式右边出现，似乎会破坏一些东西。但由于 H 与 M 和
L 两者都对易，群表示理论的 Schur 引理 (见 Chapter 18) 说明，在群的不可约表示中 (在电
子波函数的 Hilbert 空间的子空间上)，H = EI，其中 E ∈ R 和 I 是单位算符。如果我们在
一个不可约表示中工作，并将所有 Li,M j 视为表示空间上的线性算符，那么 (9.21) 的等式右
边中的 H 可以被替换为一个实数 E，并且会满足 (4.29) 的封闭要求。在不可约表示中让我们
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定义

M ′ ≡
√
− m

2E
M (9.22)

其中，E < 0(电子束缚态)。注意，M ′ 具有与角动量 L 相同的物理维度。对易关系 (9.19) 至
(9.21) 则可以写为 [

Li, Lj
]
= ih̄εijk L

k (9.23)[
Li, (M ′)

j
]
= ih̄εijk (M ′)

k (9.24)[
(M ′)

i
, (M ′)

j
]
= ih̄εijk L

k (9.25)

通过 Li 生成的三维代数 SO(3) 显然是我们的六维代数的一个子代数。六个运算符 Li 和
(M ′)

j 可以看作是 4× 4 反对称矩阵的六个独立分量 −iJ(算符) 如下：

− ih̄J

=− ih̄


0 J2

1 J3
1 J4

1

−J2
1 0 J3

2 J4
2

−J3
1 −J3

2 0 J4
3

−J4
1 −J4

2 −J4
3 0



≡


0 L3 −L2 (M ′)

1

−L3 0 L1 (M ′)
2

L2 −L1 0 (M ′)
3

− (M ′)
1 − (M ′)

2 − (M ′)
3

0



(9.26)

就 J ji 而言，则对易关系 (9.23) 至 (9.25) 表现为单个方程

[
J ji , J

l
k

]
= δjkJ

l
i − δliJ

j
k + δki J

j
l − δ

j
l J

k
i , i, j, k, l = 1, 2, 3, 4 (9.27)

练习 9.5 通过 (9.25) 说明 (9.27) 和 (9.23) 是等价的。

从我们前面的结果 (4.35) 中，这些正是 Lie 代数 SO(4) 的对易关系！因此，量子力学
Kepler 问题的相关群是 SO(4)。

SO(4) 实际上可以分解为两个 SO(3) 的直和：

SO(4) = SO(3)⊕ SO(3) (9.28)

这可以通过将基 {L,M ′} 改变为下面表达式来实现

L± ≡ 1

2

(
L±M ′) (9.29)

依赖于新的基的结构常数由下式给出[(
L±)i , (L±)j] = ih̄εijk

(
L±)k (9.30)
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L+
)i
,
(
L−)j] = 0 (9.31)

正如预期的结果 (9.28)。

练习 9.6 通过运用 (9.23) 至 (9.25) 验证上述两个方程。

从 (9.18) 可以明显看出 [
L+,H

]
=
[
L−,H

]
= 0 (9.32)

因此，L+ 和 L− 都是运动学常数。

正如 Chapter 7 后面所讨论的那样，SO(4) 中 SO(3) 的每个部分都有一个 Casimir 算
符。它们分别为 L+ ·L+ 和 L− ·L−，本征值分别为 l+(l+ +1) 和 l−(l− +1)；所以 SO(4) 的
Casimir 算符很简单

C ≡ L+ ·L+ +L− ·L− (9.33)

同 [
C,
(
L±)i] = 0 (9.34)

现在在 SO(4)[或 SO(4)] 的相同不可约表示中，L+ ·L+ 和 L− ·L− 具有相同的本征值，即

l+
(
l+ + 1

)
= l−

(
l− + 1

)
(9.35)

因此，我们有
l+ = l− = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . (9.36)

这实际上得到了结果
L+ ·L+ −L− ·L− = L ·M ′ = L ·M = 0 (9.37)

这也可以直接证明。事实上，使用对易关系 (4.12) 到 (4.14)，我们可以建立以下算符方程：

r ·L = L · r = 0 (9.38)

p · L = L · p = 0 (9.39)

M ·L = L ·M = 0 (9.40)

这证实了经典的结果。用 (9.15) 给出的M 的表达式处理并利用 r,p 和 L 之间的各种对易关
系，也得到了

M ·M =
2H

m

(
L ·L+ h̄2

)
+ Z2e4 (9.41)

现在，由于 (9.40)，Casimir 算符 C [(9.33)] 可以写成

C =
1

2

(
L ·L+M ′ ·M ′) (9.42)

或者，在使用 (9.22) 和 (9.41) 时用 E ∈ R 代替 H，

C = −
(
h̄2

2
+
mZ2e4

4E

)
(9.43)
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将 C 替换为 2l+(l+ + 1)[参考：(9.33)，(9.35) 和 (9.36)]，得到

E = − mZ2e4

2h̄2 (2l+ + 1)
2 , l+ = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . (9.44)

从 (9.29)，我们意识到总轨道角动量 L 由下式给出

L = L+ +L− (9.45)

L · L 的本征值是 l(l + 1), l = 0, 1, 2, 3, · · · (轨道角动量量子数只能为整数)。从量子力学中角
动量的叠加原理 [实际上是 SO(3) 的不可约表示的产品表示理论 (见 Chapter 22)]，假设 l 这
些值为 (由 Clebsch-Gordon 分解给出)

l =



l+ + l− = 2l+

l+ + l− − 1

· · ·
. . .

l+ − l− = 0

(9.46)

由于 2l+ 总是整数，我们可以用 n 替换 2l+ + 1，一个正整数。最后，我们得到了能量本征值
的表达式如下

E = −mZ
2e4

4h̄2n2
, n = 1, 2, 3, . . . (9.47)

在上面的等式中，n被认为是主量子数 (principal quantum number)。对于给定的 n，(9.46)
说明轨道角动量量子数 l 可以采用从 0 到 n − 1 的单位间隔值。而且，对于给定的 l+ = l−，
每一个 (L+)3 和 (L−)3 中有 2l+ +1 = n 个值。因此，每个能级都是 n2 简并 (忽略自旋)。考
虑自旋后，实际的简并度是 2n2。



10. 伴随与幺正变换

我们在 Chapter 1 中看到，向量空间 V 上的线性变换可以用依赖于 V 的基 {ei} 的特定
选择的 n×n矩阵来表示。我们还学习了一类称为正交变换的重要线性变换。这些由正交矩阵
a表示，满足条件 aaT = aTa = 1。对于 Euclidean空间，即定义了 Euclidean内积 (8.2)的空
间，正交变换保持向量的长度。在本章中，我们将学习推广正交变换到所谓的幺正变换 (有时
候也翻译为酉变换)，它在酉空间中扮演相同的角色 [定义了满足 (8.27) 和 (8.28) 的内积的复
空间] 在实 Euclidean 空间中作为正交变换。幺正变换保留了酉空间中向量的长度 (范数)，并
且在量子力学中具有根本重要性。首先，我们需要引入伴随算符 (变换)的概念。
定义 10.1 设 A 是作用在内积空间 V 的线性算符 (变换)。由下面的性质定义的唯一线性算
符 A†：对于任意的 v1, v2 ∈ V，有

(Av1, v2) =
(
v1, A

†v2
)

(10.1)

则 A† 称为 A 的伴随 (adjoint)。

练习 10.1 证明上述定义是有意义的，即：证明 A† 是的定义
(1) 是唯一的，并且
(2) 是线性的。
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很容易从定义中得出伴随算符的下列性质。

1) 0† = 0, (零算符的伴随是它本身) (10.2)

2) 1† = 1, (单位算符的伴随是它本身) (10.3)

3) (A+B)† = A† +B† (10.4)

4) (αA)† = αA†, α ∈ C (10.5)

5) (AB)† = B†A† (10.6)

6)
(
A−1

)†
=
(
A†)−1

, 如果A是可逆的话 (10.7)

7)
(
A†)† = A (10.8)

练习 10.2 证明上述 4) 至 7) 式。

伴随等于它本身的算符 (A† = A) 被称为自伴随 (self-adjoint) 或者 hermitian。Her-
mitian 算符在量子力学中起着至关重要的作用。在该理论的数学形式中，每个物理的可观测
量，称为可观测 (observable)，必须由酉空间上的 hermitian 算符来表示，空间中的向量描
述物理系统的状态 (states)。我们已经看到了一些重要的例子：线性动量算符 [(4.4)] 和角动
量算符 [(4.22)]。
由于线性算符一般不对易，所以应该注意两个 hermitian算符的乘积不一定是 hermitian。

实际上，(10.6) 说明当且仅当 A 和 B 对易时，两个 hermitian 算符 A 和 B 的乘积才是
hermitian。

hermitian 算符的另外两个相关而有用的事实如下：
i) 如果 A† = A，则：对于任意 B，都有 B†AB 是 hermitian；
ii) 如果 B 是可逆的，并且 B†AB 是 hermitian，则 A 是 hermitian。
如果

A† = −A (10.9)

算符 A 称为 skew-hermitian。
很容易看出，每个线性算符 A 都可以被唯一地分解为 A = B+C，其中 B 是 hermitian，

而 C 是 skew-hermitian。事实上，我们有

B =
A+A†

2
(10.10)

C =
A−A†

2
(10.11)

每个 hermitian 算符都可以通过 skew-hermitian 简单乘以 i =
√
−1 来得到 (反之亦然)。因

此，每个线性算符 A 都有唯一的分解

A = B + iC (10.12)

其中，B 和 C 都是 hermitian。这让人联想到这样一个事实：每个复数 z ∈ C 都可以唯一地
分解为 z = x+ iy，其中，x 和 y 都是实数。因此，hermitian 算符在算符空间的代数中扮演
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实数的角色，skew-hermitian 算符扮演虚数的角色。
定义 10.2 一个幺正变换 (unitary transformation)A 满足条件：

A−1 = A† (10.13a)

或等价地：
A†A = AA† = 1 (10.13b)

从定义中，我们立刻看到：幺正变换保留了酉空间中向量的长度。实际上，通过内积确定
在酉空间 V 中向量 v 的长度平方

‖v‖2 = (v, v) (10.14)

因此，对于幺正算符 A

(Av,Av) =
(
v,A†Av

)
= (v, v) (10.15)

前面介绍的有限空间平移 [(4.10)] 和有限空间旋转 [(4.21)] 是量子力学中幺正算符的非常
重要的例子。另一个重要的例子是量子力学中的有限时间平移算符 (时间演化算符 (time-
evolution operator))

U(t) = exp
(
−iHt
h̄

)
(10.16)

其中，H 是系统的 Hamilton 量 (hermitian 算符表示系统的能量是可观测的)。
现在我们将找到伴随 A† 的矩阵表示，给定 A 的矩阵表示依赖于 V 的标准正交基 (or-

thonormal basis){ei}。如果 (v1, v2) = (v2, v1) = 0，其中 ( , ) 是内积，则两个向量 v1, v2

称为正交 (orthogonal) 的。标准正交基础只需简单满足

(ei, ej) = δij (10.17)

也就是说，基中的每两个不同的基向量彼此正交，并且它们都是单位长度。需要注意的一个重
要事实 (尽管我们不会证明它) 是标准正交基应确定存在于酉空间中。
为了理解使用标准正交基的优点，我们需要介绍 V 中对偶基到 V 中给定基 {ei}(the

dual basis in V to a given basis {ei} in V ) 的概念 (与在 Chapter 8 介绍的对偶空间 V ∗

中对偶基 {e∗} 到 V 中给定基 {ei} 概念相反)。首先我们回想一下，对于 V 中的给定基 {ei}，
V ∗ 中的对偶基 {e∗i} 由下式给出： 〈

ei, e
∗j〉 = δji (10.18)

酉空间 V 定义了内积，因此得到 V 和 V ∗ 之间的共轭同构：

G : V −→ V ∗ , G−1 : V ∗ → V

设 e′i 是共轭同构 G−1 下的 e∗i 的像。根据定义，集合 {e′i} 满足(
ei, e

′
j

)
=
〈
ei, e

∗j〉 = δij (10.19)

集合 {e′i} 是线性无关的。实际上，假设 αie′i = 0, αi ∈ C。则对于任意 j，有 (αie′i, ej) = 0 =

αi(e′i, ej) = αiδij = αj。然后，因为 {e′i}和 {ei}通过可逆线性变换联系起来，任意向量 v ∈ V
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可以用 {ei} 的线性组合来表达，同时也能够用 {e′i} 来表达。因此，{e′i} 也是 V 的基。它被
称为 V 对 {ei}的对偶基。现在到了关键。正交基 {ei}是自对偶 (self-dual)的，即：e′i = ei。
证明很容易。对于任意 v ∈ V，我们有

(v, ei − e′i) = (v, ei)− (v, e′i) =
(
vjej , ei

)
−
(
vjej , e

′
i

)
= vjδij − vjδij = vi − vi = 0 (10.20)

这意味着：对于任意的 i，有 e′i = ei。

现在假设线性算符 A 的矩阵表示依赖于 V 的基 {ei} 为 aji，即 [见 (1.16)]

A (ei) = ajiej (10.21)

并且 A† 依赖于上面介绍的对偶基 {e′i} 的矩阵表示是 (a†)ji，即，

A† (e′i) =
(
a†
)k
i
e′k (10.22)

则，我们有 (
ej , A

†e′i
)
= (a†)

k
i (ej , e

′
k) = (a†)

k
i δjk = (a†)

j
i (10.23)

另一方面 (
ej , A

†e′i
)
= (Aej , e

′
i) = akj (ek, e

′
i) = akj δki = aij (10.24)

因此 (
a†
)j
i
= aij (10.25)

矩阵 (a†)ji = aij 称为矩阵 (aji ) 的 hermitian 共轭 (hermitian conjugate)。

在上面的方程中，重要的是要记住 aji 是依赖于基 {ei}的 A的矩阵表示，而是 (a†)ji 是依
赖于对偶基 {e′i} 的 A† 的矩阵表示。通常，{ei} 不要求是标准正交基。但如果是，则 ei = e′i

如我们之前的讨论所述，同时 (10.25) 是将依赖于同一 (标准正交) 基的 A 和 A† 的矩阵联系
起来的表述。

注意，矩阵 (a†)ji，根据 (10.25)，是矩阵 aji 的复共轭转置。对于一个 hermitian 算符
(A† = A)，依赖于标准正交基 {ei} 的矩阵表示则满足条件

aji = aij (10.26)

因此，矩阵等于其复共轭转置。这种矩阵称为 hermitian 矩阵 (hermitian matrix)。注意，
实 hermitian 矩阵只是实对称矩阵 (aji = aij = aij)

如果算符 A 是幺正的 (A−1 = A†)，并且依赖于标准正交基础 {ei} 的 A 的矩阵表示是
(aji )，则依赖于相同的基的 A−1 矩阵表示的 hermitian 共轭矩阵是 (aji )，即就是(

a−1
)j
i
= aij (10.27)

满足上述性质的矩阵称为幺正矩阵 (unitary matrix)。
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练习 10.3 说明 exp(iA) 是一个幺正算符，其中 A 是 hermitian。

如果 (6.27) 中的矩阵 (aji ) 是实矩阵，那么(
a−1
)j
i
= aij = aij (10.28)

即就是
a−1 = aT (10.29)

并且幺正性退化到正交性。





11. Lorentz群和 SL(2,C)

Lorentz 群在物理学中具有特殊的意义，因为它在狭义相对论中起着重要作用，因而在量
子场论中也是如此。在 Lorentz 变换下物理定律的不变性所表现出的所谓时空对称性是物理
学中最基本的守恒原理的来源，包括 Chapter 3 和 Chapter 4 中早先考虑的动量和角动量守
恒。

回想一下 Chapter 8[参考 (8.3)] 中介绍的 R4 上的 Minkowski 度规

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


向量 x = (x0, x1, x2, x3) ∈ R4 的范数 (norm)‖x‖2 由下式决定

‖x‖2 = ηµνx
µxν = −

(
x0
)2

+
(
x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2 (11.1)

(注意：通常在物理文献中使用希腊字母表示时空指标；用拉丁字母表示空间指标。) 定义了
Minkowski 度规 ηµν 的向量空间 R4 称为 Minkowski 空间 (Minkowski space)，我们在这
章中用 M 表示。

定义 11.1 Lorentz 变换 (Lorentz transformation)Λ 是 Minkowski 空间 M 上保持向量
范数的线性变换，即：对于任意 x ∈M

‖Λx‖2 = ‖x‖2 (11.2)

Lorentz 变换可以想成时空的‘旋转’。在一个时空点 x ∈ M 上的 Lorentz 变换 Λ 的作



78 当代数学物理专题

用通常用分量来表示为
xµ −→ x′µ = Λµνx

ν , µ, ν = 0, 1, 2, 3 (11.3)

或者

(
x′0, x′1, x′2, x′3

)
=
(
x0, x1, x2, x3

)


Λ0
0 Λ1

0 Λ2
0 Λ3

0

Λ0
1 Λ1

1 Λ2
1 Λ3

1

Λ0
2 Λ1

2 Λ2
2 Λ3

2

Λ0
3 Λ1

3 Λ2
3 Λ3

3


M 上所有 Lorentz变换组成了群 L(4)[有时记成 O(1, 3)]，称为 Lorentz群 (Lorentz group)。
这实际上是称为 Poincare 群 (Poincare group)P 的子群，除了 Lorentz 变换之外，它还
包括 Minkowski 空间中所有平移的 Abel 子群 T (4)。

练习 11.1 检验 Lorentz 变换满足群的公理 (参考：定义 4.1)。

定义 11.2 设 A 是 G 的不变 (正规)Abel 子群，B 是 G 的另一个子群使得 A ∩B = {e}(G
中的恒元) 并且每个元素 g ∈ G 可以写成一个独特的方式写作 g = ba, b ∈ B, a ∈ A 则 G

被称为 B 和 A 的半直积 (semi-direct product)，写作：G = B ⊗S A。

定理 11.1 Poincare 群 P 是 Lorentz 群 L(4) 和 Minkowski 空间的所有平移的群 T (4) 的半
直积，即

P = L(4)⊗S T (4) (11.4)

练习 11.2 证明定理 11.1。

一个特殊的 p ∈ P 则一般记为 p = (Λµν , a
µ)。在 p 下，x ∈M 变换如下

xµ −→ xµ = Λµνx
ν + aµ (11.5)

注意，平移不与 Lorentz 变换对易，因为 M 的平移向量也可以进行 Lorentz 旋转。

定义的 Lorentz 变换属性 (11.2) 意味着

ηλσx
′λxσ = ηλσΛ

λ
µΛ

σ
νx

µxν = ηµνx
µxν

因此
ηµν = ΛλµηλσΛ

σ
ν =

∑
σ

Λλµηλσ
(
ΛT
)ν
σ

(11.6)

矩阵记号下
η = ΛηΛT (11.7)

反过来说明
det(η) = det(Λ) det(η) det

(
ΛT
)
= det(η)(det(Λ))2

(对于行列式性质的讨论见下面的 Chapter 16)。因此我们得到了 Lorentz 变换的很重要的一



Chapter 11. Lorentz群和 SL(2,C) 79

个性质：
det(Λ) = ±1, Λ ∈ L(4) (11.8)

(和 Chapter 1 中讨论的正交矩阵情况比较)。
所有满足 det(Λ) = +1(−1)的 Λ ∈ L(4)称为 proper(improper)Lorentz变换 (proper

(improper) Lorentz transformations)。这些类似于 O(3) 中的纯旋转 [det(a) = +1] 和旋
转-反转 [det(a) = −1] 组合。很有趣的是 η 本身是一个非特征 Lorentz 变换。物理上，它对
应于时间反转。

在 M 上的任意矩阵表示，Lorentz 变换中的元素 Λ0
0 扮演着一个特殊角色。从 (11.6) 和

(8.3) 得
η00 = −1 = Λλ0ηλσΛ

σ
0 = −

(
Λ0

0

)2
+
∑
i

(
Λi0
)2 (11.9)

因为对于任意 Λνµ ∈ R(实数) (
Λ0

0

)2 ⩾ 1 (11.10)

即就是 Λ0
0 ⩾ 1 或者 ⩽ −1。

基于性质 (11.8) 和 (11.10)，Lorentz 群 L(4) 看起来像是四个不相关分量的组合：

1) L0[SO(1, 3)↑ 或者 L↑
+](proper orthochronous)，det(Λ) = +1,Λ0

0 ⩾ 1，

2) sL0

(
L↑

−

)
(improper orthochronous))，det(Λ) = −1,Λ0

0 ⩾ 1，

3) tL0

(
L↓

−

)
(improper non-orthochronous)，det(Λ) = −1,Λ0

0 ⩽ −1，

4) stL0

(
L↓

+

)
(proper non-orthochronous)，det(Λ) = 1,Λ0

0 ⩽ −1，
其中，

s =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (11.11)

并且

t = η =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (11.12)

分别是空间和时间反转。

任意 Λ ∈ L(4) 可以这四种形式变换的乘积。由于它们都是从 L0 中派生的，L(4) 的群参
数 [群流形的局域坐标 (见 Chapter 30)] 是 L0 的群参数。我们将会在下面看到 L(4) 是一个
既不连通也不紧致的可微流形。这一拓扑事实对于 Lorentz 群的表示理论有着深刻影响，详
细研究超出本文的范围。

练习 11.3 说明 SO(1, 3)↑ 是 O(1, 3) 的一个正规子群并且

O(1, 3)

SO(1, 3)↑
=
{
SO(1, 3)↑, L↑

−, L
↓
−, L

↓
+

}
事实说明，Lorentz 群 L(4) 的性质可以通过它和 SL(2,C) 的关系来给出，SL(2,C) 是具有复
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元素的 2× 2 矩阵的特殊 (非模，行列式 = +1) 线性群。我们现在来研究这种关系。
开始，我们考虑由 2 × 2hermitian 矩阵构成的集合 H2，其中一般的元素可以写成 [参考

(10.25)]

h =

(
a c

c b

)
, a, b ∈ R, c ∈ C (11.13)

通过下式，我们给出了 H2 与 Minkowski 空间 M 之间的同构 f :M → H2

f(x) =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
∈ H2 (11.14)

其中，x = (x0, x1, x2, x3) ∈M。

练习 11.4 说明上面给出的 f(x) 确实是一个具有如下逆 f−1 : H2 →M 的双射

x0 =
1

2
Tr(h) = 1

2
(a+ b), x1 =

1

2
(c+ c), x2 =

1

2i
(c− c), x3 = 1

2
(a− b) (11.15)

在 f 下，M 中的单位向量映射到单位 (2×2)矩阵 e和 Pauli自旋矩阵 (Pauli spin matrices)
σi：

e0 = (1, 0, 0, 0) −→ σ0 =

(
1 0

0 1

)
= e

e1 = (0, 1, 0, 0) −→ σ1 =

(
0 1

1 0

)

e2 = (0, 0, 1, 0) −→ σ2 =

(
0 −i
i 0

)

e3 = (0, 0, 0, 1) −→ σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(11.16)

因此，H2 具有实向量空间结构 (四维)，其中 (σ0, σ1, σ2, σ3) 是一组基，并且任意 h ∈ H2 可
以写成

h = xµσµ, xµ ∈ R, µ = 0, 1, 2, 3 (11.17)

同时有
det(f(x)) =

(
x0
)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = −‖x‖2 (11.18)

练习 11.5 验证下面 Pauli 自旋矩阵的重要性质

σi = σ†
i

Trσi = 0

σiσj + σjσi = 2δij

[σj , σk] = 2iεljkσl
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并且因此
σjσk = δjk + iεljkσl

(a · σ)(b · σ) = a · b+ i(a× b) · σ

还有
eiθσj = cos θ + i sin θσj

现在定义群同态，如下所示 (关系见 Figure 11.1)。对于任意 g ∈ SL(2,C)，和 x ∈M

ϕ(g)(x) ≡ f−1
(
gf(x)g†

)
(11.19)

MH2

MH2

g ϕ(g)

f

SL(2,C) 3 ∈ L(4)

f−1

ϕ

Figure 11.1

为了验证这个定义有意义，我们必须说明 i) 对于 h ∈ H2 和 g ∈ SL(2,C)，ghg† ∈ H2，
ii)ϕ(g) 确实在 L(4) 中，并且 iii)ϕ 确实是一个群同态 (保持群乘法)。i) 的有效性十分明显 [从
(10.6) 和 (10.8)]。从 (11.18) 和 (11.19)，我们有

‖ϕ(g)(x)‖2 = − det(f(ϕ(g)(x))) = − det
(
gf(x)g†

)
= det(g) det(f(x)) det

(
g†
)

= − det(g)det(g) det(f(x)) = − det(f(x)) = ‖x‖2
(11.20)

其中，我们已经用了一些行列式的基本性质 (参考 Chapter 16)，事实便是，对于 g ∈ SL(2,C)，
det(g) 被定义等于 1。因此，ϕ(g) ∈ L(4) 。为了建立 ϕ 是同态，我们必须说明：对于任意
g1, g2 ∈ SL(2,C)，有

ϕ (g1g2) = ϕ (g1)ϕ (g2) (11.21)

实际上，通过 (11.19)，对于任意 x ∈M

ϕ (g1g2) (x) = f−1
(
g1g2f(x)g

†
2g

†
1

)
= f−1

(
g1f (ϕ (g2) (x)) g

†
1

)
=f−1f (ϕ (g1)ϕ (g2) (x)) = ϕ (g1)ϕ (g2) (x)

(11.22)

同态 ϕ : SL(2,C)→ L(4) 有非常重要的性质为二对一 (见 Figure 11.2)：

ϕ(g) = ϕ(−g) (11.23)

实际上，对于任意 x ∈M

ϕ(g)(x) = f−1
(
gf(x)g†

)
= f−1

(
(−g)f(x)(−g)†

)
= ϕ(−g)(x) (11.24)



82 当代数学物理专题

Figure 11.2

现在我们考虑 SL(2,C) 的子群 SU(2)。通过定义，g ∈ SU(2) 意味着 g 是一个复 2 × 2

矩阵使得 gg† = g†g = e 并且 det (g) = 1。很容易的看到：如果 g ∈ SU(2)，则 ϕ(g)(e0) = e0，
其中 e0 = (1, 0, 0, 0) 是 Minkowski 空间沿着时间轴的单位向量。事实上，通过 (11.19)

ϕ(g) (e0) = f−1
(
gf (e0) g

†) = f−1
(
geg†

)
= f−1

(
gg−1

)
= f−1(e) = e0 (11.25)

因此，Im
(
ϕ|SU(2)

)
⊂ L(4) 中的 Lorentz 变换使得时间轴 (由 e0 生成的 M 中的子空间) 保

持不变。ϕ|SU(2) 记号意味着 ϕ 仅限于 SU(2)。令 e⊥0 为时间轴的正交子空间：

e⊥0 = {x ∈M |ηµνxµ (e0)ν = 0} (11.26)

e⊥0 = R3

时
间
轴

e0

Figure 11.3

e⊥0 由形如 (0, x1, x2, x3) 的向量组成 (Figure 11.3)。我们将说明 Im(ϕ|SU(2)) 也保持 e⊥0

不变。事实上，对于 g ∈ SU(2)，并且 x ∈ e⊥0

f(x) = xiσi, i = 1, 2, 3 (11.27)

下面从 (11.17); 所以
ϕ(g)(x) = f−1

(
gxiσig

†) = xif−1
(
gσig

†) (11.28)

但是
Tr
(
gσ†

ig

)
= Tr

(
gg†σi

)
= Tr (σi) = 0, i = 1, 2, 3 (11.29)
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其中，最后的方程来自于 (11.16) 给出的 σi 的显式形式。第一个方程 (11.15) 则说明了向量
f−1(gσig

†) 的第一个分量 (时间) 消失。因此 ϕ(g)(x) ∈ e⊥0。

上面的表明 ae0(a ∈ R) 和 e⊥0 都是 Im(ϕ|SU(2)) 中 Lorentz 变换的不变子空间。实际
上，这些变换在 ae0 中 (时间轴) 表现为单位算符并且在 e⊥0 = R3 中 (具有 Euclidean 度规
ηij = δij) 保持 Euclidean 长度。因此，我们已经建立 ϕ 的重要约束同态：

ϕ|SU(2) : SU(2) −→ O(3) ⊂ L(4) (11.30)

很显然，这种约束同态依旧是二对一，因为 g ∈ SU(2)表明 −g ∈ SU(2)同时有 (Figure 11.4)。

Figure 11.4

让我们考虑 SU(2) 特定单参数子群。先看由下式给出的 g ∈ SU(2)

g(θ) =

(
e−iθ 0

0 eiθ

)
(11.31)

并显式计算 ϕ(g(θ)) 对 x ∈M 的效果。回忆 (11.14) 和 (11.19) 我们有

g(θ)f(x)(g(θ))† =

(
e−iθ 0

0 eiθ

)(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)(
eiθ 0

0 e−iθ

)

=

(
x0 + x3 e−2iθ (x1 − ix2)

e2iθ (x1 + ix2) x0 − x3

) (11.32)

这表明 x1x2-平面中的向量在 x3-轴的正向旋转，角度为 2θ，ϕ(g(θ)) 关于 x0 和 x3 不变。因
此，在 Chapter 6 的定义下 [参考 (6.25)]

ϕ(g(θ)) = R3(2θ) (11.33)

我们同时记做

−g(θ) =

(
−e−iθ 0

0 −eiθ

)
=

(
e−i(θ+π) 0

0 ei(θ+π)

)
= g(θ + π) (11.34)

因此
ϕ(−g(θ)) = R3(2θ + 2π) = R3(2θ) = ϕ(g(θ)) (11.35)

这将进一步验证限制在 g(θ) 所属子群 ϕ|SU(2) 中的二对一的性质。
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接下来考虑 SU(2) 的另一个单参数子群，它的元素有如下形式

g′(α) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
(11.36)

[这是我们在本书中遇到的第一个矩阵 {参考 (1.6)}]。注意到

(g′(α))
†
= g′(−α) (11.37)

ϕ(g′(α)) 作用在任意 x ∈M 上的效果为

g′(α)f(x) (g′(α))
†
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x0 + x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 − x3

)(
cosα sinα
− sinα cosα

)
(11.38)

让我们在 x = e2 = (0, 0, 1, 0) 上试试。回忆 [参考 (11.16)]f(e2) = σ2，方程 (11.38) 得到

g′(α)f (e2) (g
′(α))

†
= σ2 (11.39)

练习 11.6 验证上述方程。

因此
ϕ (g′(α)) (e2) = f−1 (σ2) = e2 (11.40)

说明 ϕ(g′(α)) 一定是关于 x2-轴的旋转。为了看旋转角度，我们将 (11.38) 应用到 x = e3 =

(0, 0, 0, 1) 上。运用 f(e3) = σ3，直接得到说明

g′(α)f (e3) (g
′(α))

†
= g′(α)σ3 (g

′(α))
†
=

(
cos 2α sin 2α

sin 2α − cos 2α

)
= f((0, sin 2α, 0, cos 2α))

(11.41)

练习 11.7 验证上述方程。

我们从 (11.40) 和 (11.41) 得到结论 ϕ(g′(α)) 是一个绕 x2-轴旋转 2α 角的旋转：

ϕ (g′(α)) = R2(2α) (11.42)

我们现在转而考虑 g ∈ SL(2,C)，而不是在 SU(2)。特别地，我们考虑

g′′(γ) =

(
γ 0

0 1
γ

)
= (g′′(γ))

†
, γ ∈ R (11.43)
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为确定其在 x ∈M 上的行为，我们和前面相同步骤计算

g′′(γ)f(x) (g′′(γ))
†
=

(
γ 0

0 1
γ

)(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)(
γ 0

0 1
γ

)

=

(
γ2 (x0 + x3) x1 − ix2

x1 + ix2 1
γ2 (x

0 − x3)

) (11.44)

因此，ϕ(g′′(γ)) 关于 x1 和 x2 不变，同时 x0 和 x3 变换根据

x′0 + x3 = γ2
(
x0 + x3

)
, x′0 − x′3 = 1

γ2
(
x0 − x3

)
(11.45)

求解它们，我们有

x′0 =
1

2

(
γ2 +

1

γ2

)
x0 +

1

2

(
γ2 − 1

γ2

)
x3

x′3 =
1

2

(
γ2 − 1

γ2

)
x0 +

1

2

(
γ2 +

1

γ2

)
x3

x1 = x1, x2 = x2

(11.46)

令 |γ| = eη，上面的方程可以写成

x′0 = (cosh 2η)x0 + (sinh 2η)x3

x′3 = (sinh 2η)x0 + (cosh 2η)x3

x′1 = x1, x′2 = x2

(11.47)

因此，Lorentz 变换 ϕ(g′′) 由下式给出

ϕ (g′′(γ)) = Λνµ(η) =


cosh 2η 0 0 sinh 2η

0 1 0 0

0 0 1 0

sinh 2η 0 0 cosh 2η

 (11.48)

被认为是 B3(v) 沿着 x3-方向的 Lorentz boost，速度 v 决定于

cosh 2η =
1√

1− v2

c2

, sinh 2η =
− v
c√

1− v2

c2

(11.49)

其中，c 是光速。我们因此有
ϕ (g′′(γ)) = B3(v) (11.50)

注意到因为 η ∈ R 位于 (−∞,+∞) 范围内，Lorentz 群不紧致。

我们已经看到同态 ϕ : SL(2,C)→ L(4) 不是单射的 (是二对一)。将表明它不满足。实际
上，只有 proper orthochronous Lorentz 群 L(4) 的四个连通分量中的一个，即

Im(ϕ) = L0 = L↑
+ (11.51)
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这将通过以下系列步骤确定 (在适当时候证明)。

1. 观察到任何元素 g ∈ SL(2,C) 都可以通过 SL(2,C) 中的连续曲线连通到恒元。
2. 只有 L0 中的元素可以通过连续曲线连通到 L(4) 中恒元，该曲线必须完全在 L0。
3. 因为在 L(4) 中 ϕ(e) = 恒元，ϕ 的范围，Im(ϕ) 必须在 L(4) 的一个子集中，其所有元
素通过连续曲线连通到 [L(4) 中] 横元，即：Im(ϕ) ⊂ L0。

4. 运用下面的引理。

引理 11.1 任何 proper orthchoronous Lorentz 群 L0 中的元素可以被表示成

Λ = RB3R
′ (11.52)

其中，R 和 R′ 为 R3 中的纯旋转，B3 是沿着 x3-方向的 Lorentz boost。

5. 回忆 Euler 定理 (定理 6.3) 中每个 R3 中的旋转 R 可以写成一个乘积

R = R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ) (11.53)

6. 所有 R3, R2 和 B3(∈ L0) 都有在 ϕ 下的 SL(2,C) 的原像 (如本章前面所示)：

ϕ−1 (B3(v)) = ±

(
γ 0

0 1
γ

)
(11.54)

其中，v 和 γ 通过 |γ| = eη 和 (11.49) 联系起来

ϕ−1 (R2(θ)) = ±

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
= ± exp

(
−iθ

2
σ2

)
(11.55)

ϕ−1 (R3(ψ)) = ±

(
exp

(
−iψ

2

)
0

0 exp
(
iψ
2

) ) = ± exp
(
−iψ

2
σ3

)
(11.56)

记住 (±) 结果来自于 ϕ 的二对一性质。因此 L0 ⊂ Im(ϕ)。同第 3 步的结果，我们得出
结论：ϕ 确实将 SL(2,C) 映射到 L0。

练习 11.8 通过练习 11.5 的结论验证 (11.55) 和 (11.56) 中的第二个等式。

练习 11.9 说明

ϕ−1 (Rn(θ)) = ± exp
(
−iθ

2
n · σ

)
(11.57)

其中，n 是 R3 中的单位向量。[与 (4.21) 相比]。

上面发展出的最终结果是下面有趣的图，将本章中考虑的不同群关联起来。

ϕ|SU(2) : SU(2)
二对一映射到−−−−−−−→ SO(3) ⊂ O(3)

∩ ∩ ∩

ϕ : SL(2,C) 二对一映射到−−−−−−−→ SO(1, 3)† ⊂ O(1, 3)
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让我们现在来证明上面步骤中的不同断言。证明： (1) 任意 A ∈ SL(2,C) 与 SL(2,C) 中
的上对角矩阵相似 (共轭)，即：对于某些 2× 2 可逆矩阵 B，

A = B

(
a b

0 1
a

)
B−1, a, b ∈ C (11.58)

这是线性代数中标准结果的特例 (这里不再证明)。当然，在复平面上存在连续曲线 a(t) 和
b(t)，0 ⩽ t ⩽ 1，使得 a(0) = 1 和 b(0) = 0，b(1) = b。(任意复数都可以通过复平面上的连续
路径连通到 0 或 1)。考虑 SL(2,C) 中的矩阵族：

A(t) = B

(
a(t) b(t)

0 1
a(t)

)
B−1, 0 ⩽ t ⩽ 1 (11.59)

它们满足 A(0) = e 和 A(1) = A；因此描述的是 SL(2,C) 中的连续曲线，它连通到恒元和 A。
□ 证明： (2) 首先注意，恒元在 L0 中，并且由于 L0 是 L(4) 的连通分量，因此 L0 中的所
有元素都连通到恒元。接下来，我们展示满足 det(Λ) = −1 的任意 Λ ∈ L(4) 都不能连通到
恒元。这包括陪集中的所有元素 sL0 = L↑

−(improper orthochronous) 和 tL0 = L↓
−(improper

non-orthochronous)。实际上，反向假设，在 L(4) 中确实存在连续曲线 Λ(t)，其将恒元与元
素 Λ′ 连通，其中 det(Λ′) = −1，使得 Λ(0) = e 和 Λ(1) = Λ′。因为 det(Λ(t)) 是 t 的连续函
数，所以必须存在 t′, 0 < t′ < 1，使得 det(Λ(t′))。但由于 (11.8)，这是不可能的。

这使得元素处于 stL0 = L↓
+，其中行列式为 +1，但 Λ0

0 ⩽ −1。回想一下 Minkowski 空间
M 中类空 (ηµνx

µxν > 0)，类光 (ηµνx
µxν = 0) 和类时 (ηµνx

µxν < 0) 向量的区别 [参考：下
面讨论 (8.4)]。(见 Figure 11.5)。

Figure 11.5

我们将使用以下引理 (下面证明)。

引理 11.2 可以通过连续曲线连通到恒元的任意 Λ ∈ L(4) 保留每个半锥形的类时向量，即：
这样的 Λ 将未来的光锥向量映射到未来的光锥矢量同时过去的光锥矢量映射到过去的光锥
向量。

陪集 stL0 中的元素可以写为 tsΛ，Λ ∈ L0。由于 Λ 连通到恒元，因此引理 11.2 暗示它
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和 sΛ 一起将未来光锥中的向量 x 映射到同一半锥中的另一个向量。因此 tsΛ 将 x 映射到过
去光锥中的向量，因为 t 是时间反转。再次通过引理 11.2，tsL0 中的元素无法连通到恒元。□
证明：很明显 (见 Figure 11.6)。 □

Figure 11.6

我们现在将提供引理 11.1 和 11.2 的证明。证明：假设 Λ ∈ L0 并且

Λe0 =
(
x0,x

)
(11.60)

其中，e0 = (1, 0, 0, 0) 和 x = (x1, x2, x3) ∈ R3。

现在 ‖e0‖2 = −1。因此
|x|2 −

(
x0
)2

= −1 (11.61)

因为所有 Lorentz 变换都保留了模。在上面的方程中

|x|2 =
(
x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2 (11.62)

是 x ∈ R3 的范数 (使用 Euclidean 度规)。由于 SO(3) 对 S2(the 2-sphere) 的作用是可传递
的 [参考：定义 6.7.]，必须有一个旋转 R 将 x 旋转到 x3-轴的方向：

RΛe0 =
(
x0, 0, 0, |x|

)
(11.63)

通过 (11.14)，则有

f (RΛe0) =

(
x0 + |x| 0

0 x0 − |x|

)
(11.64)

为此，我们将使用 g′′(γ)[(11.43)]，其中

γ2 =
1

x0 + |x|
= x0 − |x| (11.65)

[第二个方程从 (11.61) 开始]。x0 + |x| 确保是正的，因为 Λe0 并且因此 RΛe0 都在未来光锥
里，凭借事实 Λ ∈ L0 因此保持未来的光锥。方程 (11.43) 和 (11.64) 则给出

g′′(γ)f (RΛe0) (g
′′(γ))

†
=

(
1 0

0 1

)
= f (e0) (11.66)
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因此
ϕ (g′′(γ))RΛ (e0) = e0 (11.67)

或者通过 (11.50)
B′

3RΛ (e0) = e0 (11.68)

其中，B′
3是沿 x3-轴的 Lorentz boost。由于 B′

3，R ∈ L0并通过假设 Λ ∈ L0，因此 det (B′
3RΛ) =

+1。最后一个事实与 (11.68) 一起说明 B′
3RΛ 是 e⊥0 = R3 中的旋转。用 R′ 表示这种旋转。由

此得出 B′
3RΛ = R′，或 Λ = R−1 (B′

3)
−1
R′。由于 R3 中的旋转的逆是 R3 中的旋转，并且

Lorentz boost 的逆是 Lorentz boost，得到了 (11.52) 和随后的引理。 □ 证明：设存在一个
Λ ∈ L(4)，它将未来光锥中的 x 映射到过去光锥中的某个 x′，并通过连续曲线 Λ(t), 0 ⩽ t ⩽ 1

连通到恒元，使得 Λ(0) = e 和 Λ(1) = Λ。通过连续性，必须存在 at′，使得 Λ(t′)x = x′′，其
中 x′′ 是在类空空间的区域 (Figure 11.5)。但这是不可能的，因为 Lorentz 变换的定义的性质
是它是保持范数的，并且没有 Λ ∈ L(4) 可以将类时向量映射到类空向量 (反之亦然)。 □

我们现在将更详细地考虑 ϕ 下 SU(2) 和 SO(3) 之间的关系，以便阐明它们作为流形的
拓扑性质。每个 g ∈ SU(2) 都可以写成

g =

(
a b

−b a

)
, a, b ∈ C (11.69)

其中，定义性质 det(g) = 1 要求 |a|2 + |b|2 = 1。复数量 a 和 b 称为 Cayley-Klein 参数
(Cayley-Klein parameters)。设 a = x1 − ix2, b = x3 − ix4, x1, x2, x3, x4 ∈ R。上述条件意
味着 (

x1
)2

+
(
x2
)2

+
(
x3
)2

+
(
x4
)2

= 1 (11.70)

这是嵌入在 R4 中的单位 3-球的方程 (在 Euclidean 度规下)。因此 SU(2) 与 S3 同胚：

SU(2) ∼ S3 (11.71)

实际上，在下面的映射

g =

(
a b

−b a

)
h7−→
(
x1, x2, x3, x4

)
(11.72)

g 和 −g 对应于 S3 上的对映点 (antipodal points)。拓扑中有一个定理，即：n > 2 的 Sn 是
单连通 (simply connected)。[基本群 Π1(S

n)，n ⩽ 2(关于基本群的讨论和相关的同伦的拓
扑概念，见 Chapter 38)]。因此，SU(2) 作为拓扑流形单连通。我们将证明 SO(3) 不共享这
个性质

考虑闭合曲线 R3(θ), 0 ⩽ θ ⩽ 2π，在 SO(3) 中。在 ϕ|SU(2) , g(θ) 下的该曲线的原像，使
得 g(0) = e，由 [参考 (11.56)] 给出

g(θ) = +

(
exp

(
−i θ

2

)
0

0 exp
(
i θ
2

) ) (11.73)
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其中，g(0) 上的上述条件要求上面所有都是 + 符号。根据 (11.72) 给出的映射

g(θ)
h7→
(

cos θ
2
, sin θ

2
, 0, 0

)
(11.74)

Figure 11.7

当 θ 在 0 到 2π 之间变化时，h(g(θ)) 描绘出半圆 x3 = x4 = 0, x1 = cos(θ/2) 对应于单位
3-球面 S3 在 R4 的 x1x2-平面上的投影，终点对应于 g(2π) = −e (见 Figure 11.7，这也说明
SO(3) 中 g(θ) 的 ϕ 下的像)。这显然不对应于 SU(2) 中的闭合曲线。因此，在 ϕ|SU(2) 下相
应的闭合曲线 R3(θ) 在 SO(3), 0 ⩽ θ ⩽ 2π，(Figure 11.8) 不能收缩到 SO(3) 中的点。

e

Figure 11.8. 这个闭合曲线在 SO(3) 中不能收缩到一个点

然而，在 ϕ|SU(2) 下 SO(3)(如 Figure 11.9 所示) 中的双环的原像是 SU(2) 中的闭合路
径，对应于 R4 中的 x1x2-平面上的整圆 (Figure 11.7)。由于 S3 是单连通的，所以 SU(2) 中
的闭合路径可以收缩到一点 (在 SU(2) 中)。因此，在 SO(3) 中，Figure 11.9 的双环也可以
缩小到一点。这可以在 Figure 11.10 所示的 SO(3) 中的双环变形序列中以图形方式看出。

作为流形的 SO(3) 是双连通的。SU(2) 被称为 SO(3) 的泛覆叠群。泛覆叠群的一般定义
如下。
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e

Figure 11.9. 这个闭合曲线在 SO(3) 中能够收缩到一个点

定义 11.3 连通拓扑群 G 的泛覆叠群 (universal covering group) 是单连通 (simply
connected) 的拓扑群 GUC，使得存在连续同态 ρ : FUC → G，其是局部一对一的。(见
Figure 11.11)

每个连通的拓扑组 (特别是每个连接的 Lie 群) 都存在一个泛覆叠群，并且在同构中是唯
一的。
更多地 (这里省略了证明)

GUC
ker(ρ) ∼ G (11.75)

其中，ker(ρ) 是映射 p 的核由下式给定

ker(ρ) = {g ∈ GUC |ρ(g) = e ∈ G} (11.76)

我们在本章前面的讨论实际上表明 SL(2,C)是 proper orthochronous Lorentz群 SO(1, 3)↑(或
者 L0) 的通用覆叠群。

SL(2,C) 的物理意义在于基本粒子根据它们的表示变换。对于自旋等于 1
2
的奇数倍的粒

子，例如电子 (自旋 1
2
)，这些被称为物理学中的旋量表示 (spinor representation)。
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Figure 11.10
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Figure 11.11





12. 量子理论中的 Dirac括号记号

Dirac 符号在 Chapter 8 中进行了简要介绍。由于它在物理学文献中的几乎普遍存在及其
优雅，我们想详细阐述它的用法。

在量子力学中，我们感兴趣的向量空间通常是无限维的，称为 Hilbert 空间。这里我们不
会关注由于这些空间的无限维度而产生的技术上的复杂性。到目前为止所引入的所有向量空
间概念都没有明确提及空间的维数，以及许多重要的事实，推广到 Hilbert 空间的情况。

给定一个有限维的幺正空间 V 及其对偶空间 V ∗，V 中定义的内积可以得到共轭同构
G : V → V ∗[参考 (8.26b)]。将这个事实推广到无限维 Hilbert空间被称为 Riesz 定理 (Riesz
Theorem)。Dirac 括号记号本质上是一种非常方便的符号体系，它编码该定理的数学内容。

定理 12.1 — Riesz 定理. 令 H 为 Hilbert 空间，H∗ 是它的对偶。则 hermitian 内积 ( , )[满
足 (8.27) 和 (8.28)] 得到一个共轭同构 G : H → H∗ :

G(ψ) = ψ∗ ∈ H∗ (12.1)

使得
对于任意ϕ ∈ H, ψ∗(ϕ) = 〈ϕ, ψ∗〉 = (ϕ, ψ) (12.2)

并且
G(αψ) = αψ∗, α ∈ C (12.3)

证明：我们首先注意到 (12.3)定义的 ψ∗是H上的连续线性函数。事实上，对于任何 ϕ1, ϕ2 ∈ H
和 α, β ∈ C

ψ∗ (αϕ1 + βϕ2) = (αϕ1 + βϕ2, ψ) = α (ϕ1, ψ) + β (ϕ2, ψ) = αψ∗ (ϕ1) + βψ∗ (ϕ2)
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其中，第二个方程来自 (8.28a)。ψ∗ 的连续性来自

|ψ∗(ϕ)| = |(ϕ, ψ)| ⩽ (ϕ, ϕ)(ψ,ψ)

现在选择任意非零 ψ∗ ∈ H∗。我们希望证明存在唯一的 ψ ∈ H，使得对于任意的 ϕ ∈ H，有
ψ∗(ϕ) = (ϕ, ψ)。

设 ker(ψ∗) ⊂ H 是 ψ∗ 的核：

ker (ψ∗) = {ϕ ∈ H|ψ∗(ϕ) = 0}

集合 ker(ψ∗) 是 H 的封闭子空间。实际上，考虑序列 {ϕn} ⊂ ker(ψ∗)。因此对于任意 n，
ψ∗(ϕn) = 0。如果 limn→∞ ϕn = ϕ，那么 ψ∗ 的连续性意味着 ψ∗(ϕ)。

现在存在一个非零 ϕ0 ∈ (ker(ψ∗))⊥[ϕ0 是 ker(ψ∗) 的正交分量]。否则 (ker(ψ∗))⊥，说明
ker(ψ∗) = H。但这是不可能的，因为通过假设 ψ∗ 不为零。由于 ψ∗ (ϕ0) 6= 0，我们可以在不
失一般性的情况下令 ψ∗(ϕ0) = 1[通过将 ϕ0 替换为 ϕ0/ψ

∗(ϕ0)]。则

对于任意ϕ ∈ H, ψ∗ (ϕ− ψ∗(ϕ)ϕ0) = 0

这意味着
ϕ′ ≡ ϕ− ψ∗(ϕ)ϕ0 ∈ ker (ψ∗)

因此我们有：对于任意的 ϕ ∈ H，有正交分解

ϕ = ϕ′ + ψ∗(ϕ)ϕ0; ϕ′ ∈ ker (ψ∗) , ϕ0 ∈ (ker (ψ∗))
⊥

使用 hermitian 内积 (ϕ, ϕ0)，我们有

(ϕ, ϕ0) = (ϕ′, ϕ0) + ψ∗(ϕ) (ϕ0, ϕ0) = ψ∗(ϕ) (ϕ0, ϕ0)

所寻找的 ψ ∈ H 由下面给出
ψ =

ϕ0

(ϕ0, ϕ0)

实际上，(12.2) 来自

ψ∗(ϕ) =
(ϕ, ϕ0)

(ϕ0, ϕ0)
= (ϕ, ψ)

ψ 的唯一性可以如下建立。假设存在一个 ψ∗ 6= ψ，使得

对于任意ϕ ∈ H, (ϕ, ψ) = (ϕ, ψ′)

则
对于任意ϕ ∈ H, (ϕ, ψ − ψ′) = 0

选择 ϕ = ψ − ψ′，我们有
(ψ − ψ′, ψ − ψ′) = 0
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这说明了 ψ = ψ′。

最后，(8.28b) 意味着：对于任意 ϕ ∈ H，有

G(αψ)(ϕ) = (ϕ, αψ) = α(ϕ, ψ) = αψ∗(ϕ) = αG(ψ)(ϕ)

因此得到 (12.3)。 □

在 Dirac 符号中，向量 ψ ∈ H 标记为 |ψ〉，称为 ket 向量 (ket vector)，或简称为
ket。Dirac 也通过 〈ψ| 标记 ψ∗，并将其称为 bra 向量 (bra vector)，或简称为 bra。内积
(ϕ, ψ) = 〈ϕ, ψ∗〉 则用 〈ψ|ϕ〉 表示，即

〈ψ|ϕ〉 ≡ (ϕ, ψ) (12.4)

如前所述，乘积中的顺序从使用普通括号的数学符号转换为 Dirac 符号。再次注意，〈ψ|ϕ〉 通
常是复数，|ϕ〉 ∈ H 和 〈ψ| ∈ H∗。则方程 (8.28a) 和 (8.28b) 可以用 Dirac 符号分别表示为

〈ϕ|α1ψ1 + α2ψ2〉 = α1 〈ϕ|ψ1〉+ α2 〈ϕ|ψ2〉 (12.5a)

和
〈α1ψ1 + α2ψ2|ϕ〉 = α1 〈ψ1|ϕ〉+ α2 〈ψ2|ϕ〉 (12.5b)

这些条件分别称为内积相对于 ket 和 bra 的线性条件。共轭同构 G 的共轭线性 (conjugate
linearity) 的性质表示为

|α1ψ1 + α2ψ2〉 7→ α1 〈ψ1 |+α2 〈ψ2| (12.6)

内积的 hermitian 对称性 (hermitian symmetry)[参考 (8.27)] 的性质可以写成

〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉 (12.7)

如果向量 |ψ〉表示物理状态 (physical state)，则范数 〈ψ|ψ〉被解释为量子理论中的概率，因
此必须大于或等于零：

对于物理状态 〈ψ|ψ〉 ⩾ 0

然而，在量子场论中，ghost 态可能进入数学形式。这些状态具有负范数：

对于 ghost 状态 〈ψ|ψ〉 < 0

设 {ei} , i = 1, 2, . . . ,∞，是 H 的一组标准正交基。则任意 ψ ∈ H 可以写成

ψ = ψiei (12.8)

其中
ψi =

〈
ψ, e∗i

〉
= (ψ, ei) (12.9)

并且 {e∗i} 是 {ei} 在 H∗ 中的对偶基。注意 {ei} 的标准正交性保证 G−1 (e∗i) = ei，[见前面
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的讨论 (10.20)]。在 Dirac 记号中，方程 (12.8) 和 (12.9) 可以组合：

|ψ〉 =
∑
i

〈ei|ψ〉 |ei〉 (12.10)

或者等价地
|ψ〉 =

∑
i

|ei〉 〈ei|ψ〉 (12.11)

由于 |ψ〉 总是可以写成 1 · |ψ〉，其中 1 表示单位算符，我们可以形式上写为∑
i

|ei〉 〈ei| = 1 (12.12)

或者等价地 ∑
i

Pi = 1 (12.13)

其中
Pi ≡ |ei〉 〈ei| (12.14)

是由 |ei〉 生成子空间的投影算子 (projection operator)。方程 (12.12) 被称为标准正交基
{ei} 的完备性条件 (completeness condition)。投影算子 Pi 是幂等 (idempotent)：

(Pi)
2
= Pi

实际上
(Pi)

2
= |ei〉 〈ei|ei〉 〈ei| = |ei〉 〈ei| = Pi (12.15)

可以很容易地看出它是 hermitian[见下面 (12.30)]。通过标准正交基 {ei} 给出的有限子集
{e1, . . . , en} 生成的有限维子空间上的投影由下式给出

P =
n∑
i=1

|ei〉 〈ei| (12.16)

方程 (12.22)(完备性条件) 在量子力学计算中非常有用。请注意，|ϕ〉〈ψ| 的表达方式，其中
|ϕ〉, |ψ〉 ∈ H，表示线性算符，但在 |ϕ〉 6= |ψ〉 时不是投影算符。

现在考虑一个任意的线性算符 A。它作用在 ket|ψ〉上写成 A|ψ〉。则内积 (Aψ, ϕ)在 Dirac
符号中为 〈ϕ|A|ψ〉：

〈ϕ|A|ψ〉 ≡ (Aψ, ϕ) (12.17)

这种记号说明，在“三明治”位置，A 也可以认为是向左作用。实际上，通过 (10.1)，

〈ϕ|A|ψ〉 = (Aψ, ϕ) =
(
ψ,A†ϕ

)
=
〈
A†ϕ|ψ

〉
(12.18)

因此 〈
ϕ
∣∣A =

〈
A†ϕ

∣∣ (12.19)

是 bra 向量共轭于
∣∣A†ϕ

〉
，或 H∗ 中的对偶向量通过共轭同构 G 映射到作用在

∣∣A†ϕ
〉
。它遵



Chapter 12.量子理论中的 Dirac括号记号 99

循 〈
ϕ
∣∣A† = 〈Aϕ| (12.20)

或者，在 G 下，
A|ϕ〉 7→ 〈ϕ|A† (12.21)

现在，(12.20) 说明：对于任意 |ψ〉，有

〈
ϕ
∣∣A†∣∣ψ〉 = 〈Aϕ|ψ〉 (12.22)

因此，通过 (12.7)
〈ψ|A|ϕ〉 =

〈
ϕ
∣∣A†∣∣ψ〉 (12.23)

依赖于标准正交基 {ei} 选择的 A 的矩阵表示是什么？类似于 (1.16)，我们用 Dirac 符号写

A |ei〉 = aki |ek〉 (12.24)

通过给左边“乘”〈ej |，我们有

〈ej |A|ei〉 = aki 〈ej |ek〉 = δjka
k
i (12.25)

因此
aji = 〈ej |A|ei〉 (12.26)

练习 12.1 通过对单位算符使用完备性条件 (12.12)，以使单位算符作用在 A|ei〉，获得上述
等式 [(12.26)]。

练习 12.2 设 A|ψ〉 = |ϕ〉，并如下所示展开 |ψ〉 和 |ϕ〉：

|ψ〉 = ψi |ei〉 (12.27)

|ϕ〉 = ϕi |ei〉 (12.28)

运用完备性条件 (12.12) 来说明
ϕi = aijψ

j (12.29)

其中，aji 通过 (12.26) 给出。

练习 12.3 从对于任意 |α〉, |β〉 ∈ H的
〈
α
∣∣(|ϕ〉〈ψ|)†∣∣β〉的表达式开始，运用 (12.7)和 (12.23)

来说明：对于任意 |ϕ〉, |ψ〉 ∈ H，有

(|ϕ〉〈ψ|)† = |ψ〉〈ϕ| (12.30)





13. 量子力学中的简谐振子

毫无疑问，量子力学简谐振子是所有理论物理学中最基本和最深远的例子之一。Dirac 的
解决方案也体现了极致的优雅。

对于质量为 m 且频率为 ω 的一维振子，Hamilton 量 (算符) 由下式给出

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 (13.1)

其中，p 是线动量 (算符)[参考 (4.4)]，x 是振子的坐标 (算符)。通过定义无量纲坐标 Q 和无
量纲动量 P 将会很方便 {

Q ≡
√

mω
h̄
x

P ≡ 1√
mh̄ω

p
(13.2)

则 (8.1) 中的 Hamilton 量由下式给出

H =
h̄ω

2

(
P 2 +Q2

)
(13.3)

练习 13.1 验证 (13.3)

现在定义下面一组算符：
a =

1√
2
(Q+ iP ) (13.4)

和它的 hermitian 伴随：
a† =

1√
2
(Q− iP ) (13.5)

事实上，(13.5) 的等式右边是 (13.4) 的等是右边的 hermitian 伴随，这是因为 Q 和 P 都是
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hermitian，以及方程 (10.4) 和 (10.5)。用 a 和 a† 来求解 Q 和 P，我们有

Q =
1√
2

(
a+ a†

)
, P =

−i√
2

(
a− a†

)
(13.6)

从那以后

x =

√
h̄

mω

1√
2

(
a+ a†

)
, p =

√
mh̄ω

(
− i√

2

)(
a− a†

)
(13.7)

关键条件是算符 x 和 p 被要求满足量子对易关系 (4.12)：

[x, p] = ih̄ (13.8)

也就意味着
[Q,P ] = i (13.9)

因此

[
a, a†

]
=

1

2
[Q+ iP,Q− iP ] = i

2
([P,Q]− [Q,P ]) =

i

2
(−i− (−i)) = 1 (13.10)

其中由 {P,Q, I} 或
{
a, a†, I

}
生成一个集合，其中 I 是单位算符，构成一个复 Lie 代数，称为

Heisenberg 代数 (Heisenberg algebra)。对于 Euclidean 位置坐标 xi 和动量 pi，对应于
算符 ai 和 (ai)†。从 (4.12) 开始，对于这些更广义的对易关系是：[

ai,
(
aj
)†]

= δij[
ai, aj

]
=
[(
ai
)†
,
(
aj
)†]

= 0
(13.11)

回到一维振子，很容易看出

H = h̄ω

(
a†a+

1

2

)
(13.12)

练习 13.2 通过运用 (13.3) 和对易关系 (13.9) 或 (13.11) 验证 (13.12)。

练习 13.3 验证 (13.12) 中给出的 H 是 hermitian 的。

我们问题的解决方案归结为找到 H 的频谱 (spectrum) 的数学问题，即找到所有向量
(在描述振子的向量的 Hilbert 空间中)|ϕn〉 和所有实数 En 使得

H |ϕn〉 = En |ϕn〉 (13.13)

所有 En 的集合称为 H 的频谱。每个 En 称为算符 H 的本征值 (eigenvalue)，并且 |ϕn〉 称
为属于本征值 En 的本征向量 (eigenvector) 或本征态。

让我们一起讨论所谓的本征值问题 (eigenvalue problem)，这将在 Chapter 17 中详细
介绍。

H 的所有能量本征值都是实的，因为 H 是 hermitian。事实上，hermitian 算符的本征值
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总是实的。简单的证明如下。假设对于 λ ∈ C, |ϕ〉 ∈ H, (|ϕ〉 6= 0)，有 A = A† 和 A|ϕ〉 = λ|ϕ〉。
则

〈ϕ|A|ϕ〉 = 〈ϕ |A†|ϕ〉 = 〈ϕ|A|ϕ〉 (13.14)

其中第一个等号来自于 (12.23)，第二个等号来自于 A = A† 的事实。因此说明了

λ〈ϕ|ϕ〉 = λ 〈ϕ|ϕ〉 = λ〈ϕ|ϕ〉 (13.15)

并且由此，因为 〈ϕ|ϕ〉 6= 0, λ = λ。

关于 hermitian 算符的另一个重要事实是属于 hermitian 算符的不同本征值的本征向量
彼此正交。这种说法的证明也很简单。假设 A = A† 和

A |ϕ1〉 = λ1 |ϕ1〉 , A |ϕ2〉 = λ2 |ϕ2〉 , λ1 6= λ2 (13.16)

因为 A 是 hermitian 的，我们从上面知道 λ1 和 λ2 都是实的。因此

0 = 〈ϕ1|A|ϕ2〉 − 〈ϕ2|A|ϕ1〉 = λ2 〈ϕ1|ϕ2〉 − λ1〈ϕ2|ϕ1〉

= λ2 〈ϕ1|ϕ2〉 − λ1 〈ϕ1|ϕ2〉 = (λ2 − λ1) 〈ϕ1|ϕ2〉
(13.17)

因为通过假设 λ2 6= λ1，〈ϕ1|ϕ2〉 = 0，即：|ϕ1〉 和 |ϕ2〉 正交。

通常，不同的本征向量可以属于一个线性算符的相同本征值。在这种情况下，我们可以说
是退化本征值 (degenerate eigenvalue)。

我们现在将回到简谐振子问题的解上。这个问题中相关的 Hilbert 空间是平方可积函数
(square integrate functions)ψ(x) 的无限维向量空间：

H =

{
ψ(x)

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
dx

∣∣∣∣ψ (x)|2 <∞
}

(13.18)

通过著名的 Fischer-Riesz定理 (见 J. von Neumann 1955)H与复数的无限元的集合 (z1, z2, z3, . . . )

同构，使得
∑∞

n=1 |zn|
2 是有限的。换句话说

H ∼ H′ =

{
(z1, z2, . . .)

∣∣∣∣∣zi ∈ C,
∞∑
i=1

∣∣∣∣∣ zi|2 <∞
}

(13.19)

如果我们分别定义 H 和 H′ 中的 hermitian 内积：

〈ϕ(x)|ψ(x)〉 =
∫ ∞

−∞
dxϕ(x)ψ(x) (13.20)

〈w|z〉 =
∞∑
n=1

wizi (13.21)

同构实际上是等距同构 (isometry)(保持范数)。换句话说，如果在同构下 ψ(x)↔ (z1, z2, . . .)，
则 ‖ψ(x)‖2 = ‖z‖2 或 ∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∞∑
n=1

|zi|2 (13.22)
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我们不会直接对 H 进行操作，而是操作 H′。

让我们为 H′ 选择标准基 (standard basis)：

|e1〉 =(1, 0, 0, . . .) ≡ |0〉

|e2〉 =(0, 1, 0, . . .) ≡ |1〉
...

|ei〉 =(0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ≡ |i− 1〉
...

(13.23)

在 |ei〉 的方程中，数字 1 出现在无限行数字的第 i 个条目中。显然是一组标准正交基。我们
声明，就此基而言，

a =



0 0 0 0 . . .
√
1 0 0 0 · · ·
0
√
2 0 0 · · ·

0 0
√
3 0 · · ·

...


(13.24)

a† =


0
√
1 0 0 0 · · ·

0 0
√
2 0 0 · · ·

0 0 0
√
3 0 · · ·

...

 = aT (13.25)

这两个方程说明

a†a =



0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 · · ·
0 0 2 0 · · ·
0 0 0 3 · · ·

...


(13.26)

因此
a†a|n〉 = n|n〉, n = 0, 1, 2, 3, . . . (13.27)

其中，|n〉 = |en+1〉 是定义在 (13.23) 中的基的状态 (basis state)。因此，|n〉, n = 0, 1, 2, · · · 是
本征值为 n 的 a†a 的本征态。由于这个原因，a†a 称为粒子数算符 (number operator)。方
程 (13.12) 则给出

H =
h̄ω

2



1 0 0 0 . . .

0 3 0 0 · · ·
0 0 5 0 · · ·
0 0 0 7 · · ·

...


(13.28)



Chapter 13.量子力学中的简谐振子 105

这说明

H|n〉 = h̄ω

(
n+

1

2

)
|n〉, n = 0, 1, 2, . . . (13.29)

所以能量本征值为

En = h̄ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (13.30)

状态 |0〉 称为基态 (ground state)。注意，它不是 H′ 中的零向量 (0, 0, 0, . . . )(全为零)。方
程 (13.29) 表明简谐振子的所有能量本征值都是非简并 (non-degenerate)。在物理学文献
中，归一化的本征态 |n〉 被称为粒子数状态 (number state)，a†a 的本征值 n 被称为占据
数 (occupation number)，而由 |n〉，n = 0, 1, 2, . . . 生成的 Hilbert 空间被称为 Fock 空间
(Fock space)。显然，n 的物理解释是某种量子或激发粒子的数量。

运用 (12.29)，a 和 a† 作用在 |n〉 上的效果可以表示成矩阵乘法：

a|n〉 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)



0 0 0 . . .
√
1 0 0 · · ·
0
√
2 0 · · ·

0 0
√
3 · · ·

...


=
√
n(0, . . . , 0, 1, 0, . . .)

(13.31)

其中，在第一个方程的等式右边的行矩阵中，1 出现在第 (n+ 1) 个条目中，而在第二个等号
的等式右边的行矩阵中，1 出现在第 n 个条目中。因此

a|n〉 =
√
n|n− 1〉, n = 1, 2, . . . (13.32)

a|0〉 = 0 (13.33)

类似地，我们可以看到

a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, n = 0, 1, 2, . . . (13.34)

基于上面的方程，算符 a 和 a† 分别称为湮灭 (annihilation) 和产生算符 (creation opera-
tor)。开始于基态 |0〉 并且反复运用 (13.34)，我们可以得到

|n〉 = 1√
n!

(
a†
)n |0〉, n = 1, 2, 3, . . . (13.35)

练习 13.4 运用 (13.23) 和 (13.25) 去验证 (13.34)

练习 13.5 通过运用 (13.34) 去验证 (13.35)

认识到描述产生和湮灭算符的作用 [(13.32) 到 (13.34)] 和方程 (13.35) 方程很重要，它们展
示了如何从基态构造归一化的 n 粒子状态 (也称为真空状态 (vacuum state)，因为其占据
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数为零)，都是对易关系 (13.11) 的直接结果。特别是 (13.35) 表明量子态有可能使占据数 n

等于任何非负整数，只要对应的产生和湮灭算符产生满足通过 (13.11) 给出的乘法规则 (对易
关系) 的代数。产生和湮灭算符满足 (13.11) 的对易规则的粒子 (或任何基本激发) 称为玻色
子 (boson)。玻色子是自旋整数倍的粒子，并且满足所谓的 Bose-Einstein 统计 (Bose-
Einstein statistic)，这是狭义相对论的结果。

另一类粒子被称为费米子 (fermion)，这是一个令人惊奇的自然事实，正如我们所知，世
界只有玻色子和费米子，而不是其他东西。同样，由于狭义相对论的要求，费米子是自旋半整
数倍的粒子，并且满足所谓的 Fermi-Dirac 统计 (Fermi-Dirac statistic)。后者的结果之
一是 Pauli 不相容原理 (Pauli exclusion principle)，该原则规定费米子量子态的占据数
为 0 或 1，与玻色子情况相反，其中 n = 0, 1, 2, . . .。费米子产生和湮灭算符满足与 (13.11) 乘
法规则不同的运算规则。我们对费米子采用反对易 (anti-commutation) 规则，而不是玻色
子的对易规则： {

ai, (aj)
†
}
= δij

{ai, aj} =
{
(ai)

†
, (aj)

†
}
= 0

(13.36)

其中，{A,B} ≡ AB +BA。第二个方程直接说明了
(
a†
)2

= 0。对于费米子，我们仍然有

a|0〉 = 0, a|1〉 = |0〉, a†|0〉 = |1〉 (13.37)

练习 13.6 验证 (13.37) 是否和 (13.36) 一致。

方程 (13.36) 称为费米子产生和湮灭算符的反对易关系 (anticommutation relation)(见
Chapter 27)。
根据标准模型 (standard model)，世界由夸克 (quark) 和轻子 (lepton) 组成，它们

都是费米子，还有规范玻色子 (gauge boson)，它们负责基本力。例如，光子 (photon) 是
负责电磁力的规范玻色子，最著名的轻子是电子。
在相对论量子电动力学中，我们有所谓的光子纵向模式 (longitudinal mode)，由产生

和湮灭算符 (a)† 和 a0 的类时分量描述 (记得在狭义相对论中，上标 0 指的是时间分量)。横
向模式 (transverse mode) 由 (ai)† 和 ai, i = 1, 2, 3 描述。不同于 (13.11)，我们有[

aµ, (aν)
†
]
= ηµν

[aµ, aν ] =
[
(aµ)

†
, (aν)

†
]
= 0

(13.38)

其中，µ, ν = 0, 1, 2, 3，并且 ηµν =Lorentz 度规 ηµν 的逆 = ηµν。[参考 (2.20) 和 (8.3)]。
纵向光子有一个特点。由于 η00 = η00 = −1,

[
a0, (a0)

†
]
= −1，说明了

a0
(
a0
)†

= −1 +
(
a0
)†
a0 (13.39)

因此，单光子态 (a0)
† |0〉 由

〈
0
∣∣∣a0 (a0)†∣∣∣ 0〉 给出的范数是-1。如前所述，这些非物理负范数

状态称为 ghost 状态 (ghost state)。在 Lorentz 不变场论的量子化中，必须非常小心地处
理它们：这些状态不会对物理可观测量产生任何影响。
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理论物理中一个特别重要的 Hilbert空间是具有 hermitian内积分段连续函数的周期性空
间

〈g|f〉 =
∫ b

a

dx g(x)f(x) (14.1)

其中，[a, b] 是 Hilbert 空间 H 中的一个函数周期：

f(x) = f(x+ n(b− a)), n = 0,±1,±2, . . . (14.2)

所有 f ∈ H 都应该是实变量的复值函数 (f : R −→ C)。我们今后将假设 [a, b] = [0, 2π]，一般
区间可通过线性变换得到

x ∈ [0, 2π] 7→ a+ x

(
b− a
2π

)
∈ [a, b] (14.3)

最重要的例子是 sinnx 和 cosnx, n = 0,±1,±2, · · ·。

让我们考虑标准正交集合

|en〉 =
1√
2π

einx, n = 0,±1,±2, . . . (14.4)

这个集合的标准正交性可以被很容易地验证。实际上，根据 (14.1)

〈em|en〉 =
1

2π

∫ 2π

0

dx e−imxeinx = δmn (14.5)

Frouier 级数理论的重要事实 (我们在这里不会证明) 是 (14.4) 中规定的标准正交集合是完整
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的。在 Dirac 符号中，这个条件表示为 [见 (12.12)]：

∞∑
n=−∞

|en〉 〈en| = 1 (14.6)

因此，任何 |f〉 = f(x) ∈ H，可以展开成

f(x) = |f〉 = 1 · |f〉 =
∞∑

n=−∞

|en〉 〈en|f〉 =
∞∑

n=−∞

〈en|f〉 |en〉

或者

f(x) =
∞∑

n=−∞

fn
einx√
2π

(14.7)

其中，Fourier 系数 (Fourier coefficient)fn 由下式给出

fn ≡ 〈en|f〉

或者

fn =
1√
2π

∫ 2π

0

dx e−inxf(x) (14.8)

严格来说，(14.7) 中的等式并不意味着逐点相等 (在每个点 x 都相等)。它仅在点 x 处成
立，其中 f(x) 是连续的。总的来说，我们有范数收敛 (norm convergence) 上的等式：

lim
N→∞

‖f(x)− SN (x)‖ = 0 (14.9)

其中

SN =
N∑

m=−N

fm
eimx√
2π

(14.10)

并且从 (14.1)，函数 g(x) ∈ H 的范数 ‖g‖ 由下式给出

‖g‖2 =
∫ 2π

0

dx |g(x)|2 (14.11)

方程 (14.7) 和 (14.8) 给出的 Fourier 级数的结果是前一章提到的 Fischer-Riesz 定理的一个特
例。

运用 einx = cosnx + i sinnx，复 Fourier 级数 (14.7) 可以写成 sin 和 cos 的形式。让我
们进一步假设 f(x) 是实函数。则从 (14.7)

f(x) = f0 + f1
e−ix√
2π

+ · · ·+ fn
e−inx√
2π

+ · · ·+ f−1
eix√
2π

+ · · ·+ f−n
einx√
2π

+ · · ·

= f(x)

= f0 + f1
eix√
2π

+ · · ·+ fn
einx√
2π

+ · · ·+ f−1
e−ix√
2π

+ · · ·+ f−n
einx√
2π

+ · · ·

(14.12)

由于集合 {|en〉} = 1√
2π

einx, n = 0,±1,±2, . . . 是线性无关的，我们可令对于 (14.12) 中的每个
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n 的 |en〉 的系数都相等，并因此得到

f0 = f0, f−1 = f1, . . . , f−n = fn, . . . (14.13)

因此，具有周期 [0, 2π] 的实际周期函数可以展开为

f(x) = f0 +
∞∑
n=1

(
fn

einx√
2π

+ c.c.
)

(14.14)

其中 c.c. 表示复共轭。记作
fn = cn − idn (14.15)

其中，cn, dn 是实数，f(x) 可以在经典的 Fourier 展开中进行投影

f(x) = f0 +
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (14.16)

其中，an = 2cn√
2π
, bn = 2dn√

2π
和 f0 都是实数。运用方程 (14.8) 和 (14.15)，Fourier 系数 an 和

bn 由下式给出

an =
1

π

∫ 2π

0

dx f(x) cosnx, bn =
1

π

∫ 2π

0

dx f(x) sinnx (14.17)

练习 14.1 找到见 Figure 14.1 所示的周期函数的形如 (14.16) 的 Fourier 展开。

Figure 14.1

从 (14.17) 可以清楚地看出，如果 f(x) 对于 x = π 是偶数，则 bn = 0，并且对于 x = π，
如果 f(x) 是奇数，则 an = f0 = 0。因此

f(x) =


f0 +

∞∑
n=1

an cosnx , f(x)为偶数，依赖于x = π

∞∑
n=1

bn sinnx , f(x)为奇数，依赖于x = π

(14.18)
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在变成连续极限时，Fourier级数 (14.7)被 Fourier积分 (Fourier integral)代替，(14.7)
和 (14.8) 分别被替换为

f(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk F (k)eikx (14.19)

并且

F (k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx f(x)e−ikx (14.20)

函数 f(x) 和 F (k) 被称为彼此的 Fourier 变换 (Fourier transform)。当 f(x) 不是 x 的周
期函数时，或者等价地，当周期 [0, 2π] → (−∞,∞) 时，使用公式 (14.19) 代替 (14.7)。f(x)
的 Fourier 变换 F (k) 可以看作波数为 k 的谐波振荡的振幅。

Fourier 变换在解微分方程时非常重要。例如，对具有常系数的常微分方程使用变换，将
微分方程转化为代数方程。为了了解这是如何处理的，让我们考虑一下有如下形式的二阶方
程

d2f(x)

dx2
+ α

df(x)

dx
+ βf(x) = h(x) (14.21)

其中，α 和 β 是常数。对方程两边进行 Fourier 变换，我们得到

1√
2π

∫ ∞

−∞
dk F (k)

d2

dx2
eikx + α√

2π

∫ ∞

−∞
dk F (k)

d

dx
eikx

+
β√
2π

∫ ∞

−∞
dk F (k)eikx =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dk H(k)eikx

(14.22)

F (k) 和 H(k) 分别是 f(x) 和 h(x) 的 Fourier 变换。注意到，我们已经交换了微分和积分的
运算顺序。(这一步的合理性将不在此处证明)。接下来得到

(ik)2F (k) + α(ik)F (k) + βF (k) = H(k)

或者
F (k) = H(k)G(k) (14.23)

其中，G(k) 称为 k-域中的 Green 函数 (Green’s function)，由下式给出

G(k) =
−1

k2 − iαk − β
=

−1
(k − k1) (k − k2)

(14.24)

其中有

k1,2 ≡
iα±

√
−α2 + 4β

2
(14.25)

然后通过将 F (k)Fourier 变换回 f(x) 来得到 (9.21) 的所谓的特定解，即：

fp(x) =
−1√
2π

∫ ∞

−∞
dk

eikxH(k)

(k − k1) (k − k2)
(14.26)

其中，下标 p 表示“特定解决方案 (particular solution)”。这种积分最容易通过轮廓积分来估
计 (见 Chapter 40)。
我们现在将介绍一种非常重要的理论物理数学工具，称为 Dirac delta 函数 (Dirac

delta function)。同样，我们在数学上不会严谨，而是使用物理学家习惯性的方式将物理直
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觉与形式操作结合起来。将 (14.20) 直接代入 (14.19)，我们发现

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′) e−ikx′

=

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′)

(
1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−ik(x−x

′)
) (14.27)

我们已经假设了积分顺序交换的合理性。正式定义 Dirac delta 函数如下：

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eikx =

1

2π

∫ ∞

−∞
dk e−ikx = δ(−x) (14.28)

我们可以将 (14.27) 写成

f(x) =

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′) δ (x′ − x) (14.29)

上述方程可以直观地理解如下。“函数”δ(x′−x)就像一个带有无限窄且无限高的切口的蒙皮，
它覆盖除 x 点以外的所有 x′ 值，因此过滤掉函数 f(x′) 的所有值除了值 f(x)。当然，这里假
设 f(x′) 本身在 x′ = x 时表现良好。(见 Figure 14.2)

Figure 14.2

方程 (14.28) 给出了 Dirac delta 函数的所谓积分表示 (integral representation)。[对
于 δ(x) 还有许多其它表示，我们将在后面看到，例如，由 (14.45) 和 (14.46) 给出的那些。]
将 f(x) = 1 代入 (14.29) 并交换 x↔ x′，我们有∫ ∞

−∞
dx δ (x− x′) = 1 (14.30)

实际上，改变积分变量：x− x′ → x，我们进一步有∫ ∞

−∞
dx δ(x) = 1 (14.31)
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(14.29) 的另一个推论是通过令 x = 0 得到：

f(0) =

∫ ∞

−∞
dx f(x)δ(x) (14.32)

现在，根据 (14.28)，很清楚可以看到 δ(x)除了在 x = 0处其它位置都消失，此时 δ(x)→
∞。直观地，δ(x) 可以被描绘为在 x = 0 处的无限尖锐且无限高的尖峰，其在全部 R 上的积
分，并且实际上，在覆盖 x = 0 的 R 中的任何开放区间等于 1！物理学家稍微滥用数学符号
来松散地 (loosely) 描述这种情况，记做如下

δ(x) =

{
0 , x 6= 0

∞ , x = 0
(14.33)

δ(x)当然不是数学上的好 (bona-fide)的函数。事实上，它是从 well-behaved的函数 f(x)

空间 (在某些特定意义上我们将不会说明) 到 R(或 C)(实数 (或复数) 的集合) 的映射。这样
的对象称为分布 (distribution) 或广义函数 (generalized function)。

现在让我们现在回到 (14.24) 中介绍的 Green 函数 G(k)。除了作为解微分方程的极其有
用的工具之外，它还具有非常重要的物理解释。为了看到这一点，我们重写 (14.26) 如下：

fp(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikxH(k)G(k)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikxG(k) 1√

2π

∫ ∞

−∞
dx′ e−ikx′

h (x′)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx′ h (x′)

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk G(k)eik(x−x

′)
) (14.34)

其中，在第二个等号的右边，我们已经对 H(k) 使用 (14.20)。在认识到括号中的量实际
上是 G(k) 的 Fourier 变换时，我们将用 g(x− x′) 表示：

g(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikxG(k) (14.35)

我们可以写成

fp(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx′ h (x′) g (x− x′) (14.36)

g(x) 被称为与微分方程 (14.21) 相关联的 Green 函数 (Green function)(在 x 域中)。方
程 (14.36) 给出了 (14.21) 的特定解，便是所谓的关联函数 (correlation function) 或卷积
(convolution product)，有时写成

h(x) ∗ g(x) ≡ 1√
2π

∫ ∞

−∞
dx′ h (x′) g (x− x′) (14.37)

因此，根据 (14.36) 和 (14.34) 的第一个等式，卷积乘积 h(x) ∗ g(x) 的 Fourier 变换是
h(x) 和 g(x) 的 Fourier 变换的普通乘积。(反之亦然)：

h(x) ∗ g(x) F.T.←→ H(k)G(k) (14.38)
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现在假设微分方程 (14.21) 的等式右边上的非均匀项 (inhomogeneous term)(" 驱动
力") 由 Dirac delta 函数 δ(x) 给出。则 (14.36)，在 (9.29) 的帮助下说明

fp(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx′ δ (x′) g (x− x′) = g(x)√

2π
(14.39)

因此，当非均匀项 (或" 驱动力") 是无限尖锐的 δ(x) 时 (作用在 x = 0 处)，Green 函数
g(x)(除以

√
2π) 是微分方程 (14.21) 的特定解 (或响应 (response))。

如果我们用 (14.35) 估计 g(x) 和用 (14.24) 给出的 G(k) 的表达式，将可以看出，对于
α > 0 和 β > 0，对于 x < 0

g(x) = 0 (14.40)

然后，特定解 (或响应函数 (response function)) 的积分表达式的上限则可以限制在 x：

fp(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
dx′ h (x′) g (x− x′) (14.41)

如果 x 是时间变量，则上述等式表示时间 x 处的响应 fp(x)，仅取决于比 x 早 x′ 倍的驱
动力 h(x′)。这实际上是关于物理的因果关系原理 (principle of causality) 的陈述。
最令人惊奇和有趣的数学事实是，g(x) 上的因果关系条件 (14.40) 被编在其 Fourier 变换

G(k) 的某些分析性质 (analytic property) 中，而后者被视为复变量 k 的函数。我们不会
在这里研究这些性质。

δ(x) 的积分表示 [(14.28)] 也引导到所谓的 Parsevaal 定理 (Parsevaal’s Theorem)：∫ ∞

−∞
dx f(x)h(x) =

∫ ∞

−∞
dk F (k)H(k) (14.42)

其中，(f(x), F (k)) 和 (h(x),H(k)) 是 Fourier 变换对。

练习 14.2 验证 (14.42)。

特别地，我们有 ∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx =

∫ ∞

−∞
|F (k)|2dk (14.43)

假设 f(x) 表示某个信号的场的强度是 x 位置处的函数。则 |f(x)|2 与作为位置函数的
信号功率成比例。因此 (14.43) 具有重要的物理解释，即：空间上的积分功率与 Fourier 分量
F (k) 在波数 k 上的积分功率相同。

我们将在这里收集一些 Dirac delta 函数最常用的表示：

δ (x− x0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk eik(x−x0) (14.44)

δ (x− x0) =
1

π
lim
ϵ→0+

ϵ

(x− x0)2 + ϵ2
(14.45)

δ (x− x0) = lim
η→0

θ (x− x0 + η)− θ (x− x0)
η

=
d

dx
θ (x− x0) (14.46)

其中，θ(x− x0) 是 Figure 14.3 所示的阶梯函数 (step function)。
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Figure 14.3

我们还说明了 Dirac delta 函数的以下常用属性供参考：

δ(x) = δ(−x) (14.47)

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) , a ∈ R (14.48)

xδ(x) = 0 (14.49)

δ(f(x)) =
∑
n

1

|f ′ (xn)|
δ (x− xn) (14.50)

其中，xn 是 f ′ (xn) 6= 0 时方程 f(x) = 0 的根。∫ ∞

−∞
dx f(x)

dnδ(x)

dxn
= (−1)n d

nf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=0

(14.51)

∞∑
n=−∞

δ(x− a− nb) = 1

b

∞∑
m=−∞

ei2πm(x−a)/b (14.52)

最后一个公式称为 Poisson 求和规则 (Poisson’s sum rule)。



15. 连续光谱和不可归一化状态

在 Chapter 13 中，我们介绍了 Hilbert 空间 H 平方可积函数 [(13.18)]。这些函数也称为
归一化函数，因为对于一个 ψ(x) ∈ H，它经常通过定义 ψ(x) 的范数 (norm)(长度模方)

‖ψ(x)‖2 =
∫ +∞

−∞
dx ‖ψ(x)‖2 = 〈ψ|ψ〉 (15.1)

在量子力学中归一化波函数描述物理系统的束缚态 (bound state)，并且通常作为属于 her-
mitian(自伴) 算符的离散本征值的本征态出现。例子是原子和分子的束缚态，核子的束缚态
和核子的束缚夸克态。术语“束缚”意味着该系统在空间上是局域的，因此 (15.1) 的等式右
边的积分不能发散。Chapter 13研究的谐振子提供了一个 hermitian算符的例子-Hamilton量
H-拥有一个完全离散且非简并的谱，其本征态构成一个完整的集合。
在许多情况下，连续光谱也会自然产生。试想一个自由移动的电子，其位形空间 (config-

uration space) 有无限的体积。则可能的能量本征值构成整个区间 [0,∞)。我们将看到相应
的本征态必然是不可归一化的。

现在让我们在 H 中引入位置算符 Q，其对任何可归一化波函数 ψ(x) ∈ H 的作用由下式
给出

Qψ(x) = xψ(x) (15.2)

练习 15.1 证明 Q 是一个 hermitian 算符，即：证明对于任意 |ϕ〉, |ψ〉 ∈ H，则有

〈ϕ|Q|ψ〉 = 〈ψ|Q|ϕ〉 (15.3)

Q 的本征值和本征函数是什么？通过

Qϕ(x) = xϕ(x) = λϕ(x) (15.4)
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其中，λ ∈ R 是一个常数，我们看到一个形式解是 Dirac delta 函数

ϕ(x) = δ(x− λ) (15.5)

因此，我们有这样一个情况本征函数 ϕ(x) 不属于 H。它甚至不是一个函数，更不用说平方可
积函数了。在数学文献中，它更合适称为一个分布 (distribution)。然而，Dirac 仍认为它是
Q 的合理本征态，并将其标记为 ket|λ〉：属于位置算符 Q 的本征值 λ 的本征态。因此他写为

Q|λ〉 = λ|λ〉 (15.6)

从这之后
〈λ′|Q|λ〉 = λ 〈λ′|λ〉 (15.7)

另一方面

〈λ′|Q|λ〉 =
∫ ∞

−∞
dx δ (x− λ′)λδ(x− λ)

= λδ (λ′ − λ)
(15.8)

对比 (15.7) 和 (15.8)，我们有
〈λ′|λ〉 = δ (λ′ − λ) (15.9)

因此，状态 |λ〉 绝对不可归一化，因为 〈λ|λ〉 = δ(0) = ∞。我们有时会说状态 |λ〉 属于连续
谱，归一化为 delta 函数。

Dirac对量子力学数学形式的研究方法是将这些无穷范数的向量纳入理论中，从而将可归
一化函数的 Hilbert 空间扩展到所谓的装备 Hilbert 空间 (rigged Hilbert space)。由于
Dirac braket 符号的方便性和优雅性，他的方法几乎被物理学家普遍采用。另一种方法是在
Hilbert 空间中使用 hermitian 算符的谱定理 (spectral theorem)，并在处理谱的连续部分
时根据投影算符 (projection operator) 形成量子理论。后一种方法是由 von-Neumann 开
创的 (参见 J. von Neumann 1955)；其严格形式实际上先于装备 Hilbert 空间。我们将只考虑
Dirac 的方法。

利用 delta 函数性质 (14.29)，我们可以计算位置本征 ket|λ〉 的内积和任意 |ψ〉：

〈λ|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dx δ(x− λ)ψ(x) = ψ(λ) (15.10)

因此，波函数 ψ(x) 以 Dirac 符号给出

ψ(x) = 〈x|ψ〉 (15.11)

称为状态 |ψ〉 的坐标表示 (coordinate representation)。

现在考虑" 投影算子"|x〉〈x| 关于 x 的形式积分，即：∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x| (15.12)
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对于任意 |ϕ〉, |ψ〉 ∈ H，我们有〈
ϕ

∣∣∣∣(∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x|

)∣∣∣∣ψ〉 =

∫ ∞

−∞
dx 〈ϕ|x〉〈|ψ〉 =

∫ ∞

−∞
dx ϕ(x)ψ(x) = 〈ϕ|ψ〉 (15.13)

因此，我们有 |x〉, x ∈ R 完备性条件：∫ ∞

−∞
dx |x〉〈x| = 1 (15.14)

将其与 (12.12) 进行比较，给出了 H 的可数标准正交基集合的完备性条件。

方程 (15.10) 与我们的理解一致，对应于 |λ〉 波函数是 δ(x − λ)，因为通过 (15.9) 和
(15.11)，

〈x|λ〉 = δ(x− λ) (15.15)

则 |λ〉 可以被解释为一个状态，描述位于 x = λ 确定位置的粒子。

现在我们知道在量子力学中，平面波 (plane-wave)函数描述了一个具有确定动量 h̄k 的
粒子

ψk(x) =
1√
2π

eikx (15.16)

因此，类似于位置状态 |λ〉,−∞ < λ <∞，我们可以引入一组完整的动量状态 |k〉,−∞ < k <

∞，使得 ∫ ∞

−∞
dk |k〉〈k| = 1 (15.17)

并且
ψk(x) = 〈x|k〉 =

1√
2π

eikx (15.18)

运用表达式很容易验证
p = −ih̄ ∂

∂x
(15.19)

[c.f. (4.4)] 对于线动量算符
pψk(x) = h̄kψk(x) (15.20)

上面的方程是抽象表述的坐标表示 (coordinate representation)

p|k〉 = h̄k|k〉 (15.21)

这是对于线动量算符关于 (15.6) 的类比。

参考 (15.11)，现在让我们考虑量

ψ(k) = 〈k|ψ〉 (15.22)

这是状态 |ψ〉 的动量表示 (momentum representation)。我们使用完备性条件 (15.14)：

ψ(k) = 〈k|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dx 〈k|x〉〈x|ψ〉 =

∫ ∞

−∞
dx 〈x|k〉〈x|ψ〉
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或者

ψ(k) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dx e−ikxψ(x) (15.23)

反过来，运用 (15.17)

ψ(x) = 〈x|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dk 〈x|k〉〈k|ψ〉

或者

ψ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dkeikxψ(k) (15.24)

因此，我们得到了重要的结果：〈x|ψ〉 = ψ(x) 和 〈k|ψ〉 = ψ(k)，状态 |ψ〉 的坐标和动量表示
分别是彼此的 Fourier 变换。

练习 15.2 从事实 〈x|λ〉 = δ(x−λ) 开始，并对于 delta 函数 δ(x−λ) 使用积分表示 (14.28)：

δ(x− λ) = 1

2π

∫ ∞

−∞
dk eik(x−λ) (15.25)

对于 |k〉 推导出的完备性条件 (15.17)。

练习 15.3 从方程 (15.21) 开始：
p|k〉 = h̄k|k〉

试说明
〈x|p|k〉 = −ih̄ d

dx
ψk(x) (15.26)

并且由此说明 (15.20) 的合理性。

练习 15.4 从方程 (15.6) 开始：
Q|x〉 = x|x〉 (15.27)

试说明
〈k|Q|x〉 = i

d

dk
〈k|x〉 (15.28)

并且因此
i
d

dk
〈k|x〉 = x〈k|x〉 (15.29)

由于 〈k|x〉 = ψx(k) 可以解释为确定位置 x 的状态 |x〉 的动量表示，(15.29) 意味着由
(15.6) 定义的位置算符 Q 替换为

Q −→ i
d

dk
(15.30)

当作用于动量表示中的波函数时，正如动量算符替换为

p −→ −ih̄ d
dx

(15.31)

当作用于坐标表示中的波函数时。

通过说明 Dirac 符号的能力和优雅，让我们再次证明应用于任意 ψ(x)[而不仅仅是 ψk(x)]
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的基本量子原理 (15.31)。我们有

〈x|p|ψ〉 =
∫ ∞

−∞
dk 〈x|k〉〈k|p|ψ〉 = 1√

2π

∫ ∞

−∞
dk eikxh̄k〈k|ψ〉

= −ih̄ d
dx

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk eikxψ(k)

)
= −ih̄ d

dx
ψ(x)

(15.32)

练习 15.5 重复上述步骤，通过计算 〈k|Q|ψ〉 验证 (15.30)。

ψ(x) 和 ψ(k) 是彼此的 Fourier 变换的事实与量子力学中的不确定性原理密切相关。

练习 15.6 使用 Gauss 积分公式 ∫ ∞

−∞
e−ax

2

dx =

√
π

a
(15.33)

计算归一化 Gauss 型波函数的 Fourier 变换 ψ(k)

ψ(x) =

(
2a

π

) 1
4

e−ax2

(15.34)

其中

a =

(
1

2∆x

)2

(15.35)

∆x 是 |ψ(x)|2 的宽度。(见 Figure 15.1)。说明 ψ(k) 也是 Gauss 型，并且 |ψ(k)|2 的宽度
∆k 满足

(∆x)(∆k) =
1

2
(15.36)

Figure 15.1

Gauss 型 ψ(x) 实际上是最小不确定性波包 (minimum uncertainty wave packet)。
所有其它波函数都满足

(∆x)(∆p) ⩾ h̄

2
(15.37)

这是 Heisenberg 不确定性原理 (Heisenberg’s uncertainty principle) 的表述。





16. 反对称张量和行列式

在这一章中，我们开始发展一些代数工具来研究反对称张量 - 或者外代数 (exterior al-
gebra)。该主题是所谓的微分形式的外微分 (exterior differential calculus of differential
forms) 的基础，这是理解流形的拓扑和几何的宝贵工具。事实证明，物理学的许多基本定律
都是在拓扑和几何概念方面得到最好的表述和理解；张量分析和微分形式为研究它们提供了
强大而互补的分析工具。存在于三维 Euclidean 流形上的向量场的向量分析是一个外微分的
特殊情况；我们将在后面 (在 Chapter 31) 看到适用于任意类型和维数流形的微分形式的技术
如何完全包含传统向量微分。

令 V 是一个向量空间并且 V ∗ 是它的对偶空间。张量乘法

V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r 次

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
s 次

= T rs (V ) (16.1)

本身是一个向量空间，名义上，是 (r, s)-型张量的空间。特别地，让我们考虑

T r(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
r 次

(16.2)

并且
T r (V ∗) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸

r 次

(16.3)

它们是彼此的对偶空间，它们之间的配对给出了

〈
v1 ⊗ · · · ⊗ vr, v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗r

〉
=
〈
v1, v

∗1〉 · · · 〈vr, v∗r〉 (16.4)

其中，vi ∈ V 并且 v∗i ∈ V ∗, i = 1, . . . , r。
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为了表征非混合型张量的对称性质 (symmetry property)，我们需要引入所谓的对称
群 (symmetric group)(或置换群 (permutation group))S(r)。它只是 r 个数 {1, 2, . . . , r}
的集合的排列组成的群。它有 r! 个元素。元素 σ ∈ S(r) 通常表示为(

1 2 3 · · · r

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(r)

)
(16.5)

例如，在 S(4) 中，我们有以下排列：(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
(16.6)

恒元 e ∈ S(4) 当然是 (
1 2 3 4

1 2 3 4

)
将两个元素 σ, ρ ∈ S(r) 的群乘法定义为复合 (composition)

(σρ)(i) = (σ ◦ ρ)(i) = σ(ρ(i)), i = 1, . . . , r (16.7)

例如，如果 σ 由 (16.6) 给出并且

ρ =

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
(16.8)

则

σρ =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
(16.9)

σ 的逆 σ−1 简单地说是排除 σ 的效果的排列。对于由 (16.6) 给出的 σ，σ−1 将是

σ−1 =

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
(16.10)

我们注意到 S(r) 对于任意 r > 2，是非 Abel 群。

练习 16.1 对于由 (16.6) 和 (16.8) 给出的 σ 和 ρ，分别表示 σρ 6= ρσ。

R S(r) 的群表示理论是 r 个全同粒子系统的量子力学表述中极为重要的问题 (见 Chapter 20)。

任意元素 σ ∈ S(r) 决定一个向量空间 T r(V )[和 T r(V ∗)] 的自同构。假设 x ∈ T r(V )。则
x 是 T r(V ∗) 上的一个 r 线性函数。r 线性函数 σx ∈ T r(V ) 定义为

(σx)
(
v∗1, . . . , v∗r

)
= x

(
v∗σ(1), . . . , v∗σ(r)

)
(16.11)

其中，v∗i ∈ V ∗。
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练习 16.2 说明如果 x 是一个自同构，即就是：如果

x = v1 ⊗ · · · ⊗ vr, v1, . . . , vr ∈ V (16.12)

则
σx = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(r) (16.13)

说明这相当于置换向量 v1, . . . , vr 的位置。

定义 16.1 假设 x ∈ T r(V )。如果对于任意 σ ∈ S(r) 我们有

σx = x (16.14)

则 x 称为一个秩 r 的对称逆变张量 (symmetric contravariant tensor of rank r)，或
称为对称 (r, 0)-型张量。如果对于任意 σ ∈ S(r) 我们有

σx = sgnσ · x (16.15)

其中，sgnσ 表示排列 σ 的符号：

sgnσ =

{
+1 如果σ是一个偶排列 (even permutation)
−1 如果σ是一个奇排列 (odd permutation)

(16.16)

则 x 称为一个秩为 r 的反对称 (或者交错) 逆变张量 (skew-symmetric (or alternat-
ing) contravariant tensor)

不同于通过上述定义 (数学家喜欢的) 来观察张量的对称性质，物理学家更习惯于在其指
数的排列下观察张量分量的对称性质。由于以下定理，这是可能的。

定理 16.1 假设 x ∈ T r(V ) 或者 [T r(V ∗)]。当且仅当依赖于指标的任意排列的 x 的全部分量
是对称的 (反对称的)，x 是一个对称 (反对称) 张量。

证明：选择一组 V 的基并且有

x = xi1...irei1 ⊗ · · · ⊗ eir (16.17)

使得
xi1...ir = x

(
e∗i1 , . . . , e∗ir

)
(16.18)

假设 x ∈ T r(V ) 是对称的。则：对于任意 σ ∈ S(r)，有

xi1...ir = x
(
e∗i1 , . . . , e∗ir

)
= σx

(
e∗i1 , . . . , e∗ir

)
= x

(
e∗iσ(1) , . . . , e∗iσ(r)

)
= xiσ(1)...iσ(r)

(16.19)
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另一方面，如果 x ∈ T (V ) 是反对称的，则：对于任意 σ ∈ S(r)，有

xi1...ir = x
(
e∗i1 , . . . , e∗ir

)
= (sgnσ)σx

(
e∗i1 , . . . , e∗ir

)
= (sgnσ)x

(
e∗iσ(1) , . . . , e∗iσ(r)

)
= (sgnσ)xiσ(1)...iσ(r)

(16.20)

练习 16.3 证明表述，即：
(i) 如果对于任意 S(r) 有 xiσ(1)...iσ(r) = xi1...ir，则 x 是对称的。并且，
(ii) 如果 xiσ(1)···iσ(r) = (sgnσ)xi1...ir，则 x 是反对称的。

对于 x ∈ T r(V ∗) 的情况完全相似。 □
注意到任意排列 σ ∈ S(r) 可以被表示成确定数量 n 对交换的乘积。如果 n 是偶数 (奇

数)，则 σ 被称为一个偶 (奇) 排列。(16.19) 或 (16.20) 中的每个指标从 i1 到 ir 可以在 1 到
n 的范围内，其中 n = dim(V )(V 的维数)，因此可以重复一些指标的值。很明显，如果 x 是
反对称的，则只要任何一对指标具有相同的值，则 xi1,...,ir = 0。

练习 16.4 分别由 (16.6) 和 (16.8) 给出的 σ 和 ρ 确定 sgnσ 和 sgn ρ。

用 P r(V ) 表示所有对称 x ∈ T r(V ) 的子集，用 Λr(V ) 表示所有反对称 x ∈ T r(V ) 的子
集。因为

a) 两个对称 (反对称) 张量的求和依旧是对称 (反对称)；

b) 通过 α ∈ F 的 x ∈ T r(V ) 的标量乘法并不能改变 x 的对称性质；并且

c) 零向量 0 ∈ T r(V ) 既是对称也是反对称，
P r(V ) 和 Λr(V ) 都是 T r(V ) 的向量子空间。实际上，它们可以从 T r(V ) 分别通过对称映射
(symmetrizing map)Sr 和交代映射 (alternating map)Ar 得到。这些通过下面定义：对
于任意 x ∈ T r(V )

Sr(x) =
1

r!

∑
σ∈S(r)

σx (16.21)

Ar(x) =
1

r!

∑
σ∈S(r)

(sgnσ)σx (16.22)

上面两个方程中的求和遍历所有 S(r) 中的排列。我们有下面的有用的定理，将只表述而不予
证明。

定理 16.2

P r(V ) = Sr (T
r(V )) (16.23)

Λr(V ) = Ar (T
r(V )) (16.24)

作为一个简单但是重要的例子，考虑选定基 {e1, e2}的二维向量空间 V，则任意 x ∈ T 2(V )

可以被写成

x = xi1i2ei1 ⊗ ei2 = x11e1 ⊗ e1 + x12e1 ⊗ e2 + x21e2 ⊗ e1 + x22e2 ⊗ e2 (16.25)

一般性地，x 的四个分量 x11, x12, x21 和 x22 相互之间没有任何关系。现在对称群 S(2) 只有
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两个元素：恒元

e =

(
1 2

1 2

)
并且单一的交换

σ =

(
1 2

2 1

)
后者的逆 σ−1 等于 σ。应用 (16.13)，则我们有

S2 (e1 ⊗ e1) =
1

2
(e1 ⊗ e1 + e1 ⊗ e1) = e1 ⊗ e1 (16.26)

S2 (e1 ⊗ e2) =
1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) = S2 (e2 ⊗ e1) (16.27)

S2 (e2 ⊗ e2) = e2 ⊗ e2 (16.28)

A2 (e1 ⊗ e1) =
1

2
(e1 ⊗ e1 − e1 ⊗ e1) = 0 = A2 (e2 ⊗ e2) (16.29)

A2 (e1 ⊗ e2) =
1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) (16.30)

A2 (e2 ⊗ e1) =
1

2
(e2 ⊗ e1 − e1 ⊗ e2) = −A2 (e1 ⊗ e2) (16.31)

因此
S2(x) = x11e1 ⊗ e1 + x22e2 ⊗ e2 +

1

2

(
x12 + x21

)
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) (16.32)

A2(x) =
1

2

(
x12 − x21

)
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) (16.33)

因此，我们看到 P 2(V ) 是一个三维的 (具有一组可能的基的集合 {e1 ⊗ e2, e2 ⊗ e2, e1 ⊗ e2 +
e2 ⊗ e1})，并且 Λ2(V ) 是一维的 (具有一组可能的基 {e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1})。在这种情况下

T 2(V ) = P 2(V )⊕ Λ2(V ) (16.34)

即：四维的 T 2(V ) 是三维的 P 2(V ) 和一维的 Λ2(V ) 的直和 (direct sum)。

R 当 r > 2 时，T r(V ) 不能分解成类似于 (16.34) 的直和。

这一切与物理学有什么关系？让我们只考虑一个例子：一个具有两个自旋为 1
2
的全同粒

子，比如两个电子。设 e1 和 e2 分别表示所谓的" 自旋向上" 和" 自旋向下" 状态。运用 Dirac
符号，我们可以写

e1 = | ↑〉 (16.35)

e2 = | ↓〉 (16.36)

e1 ⊗ e1 = | ↑↑〉 (16.37)

e2 ⊗ e2 = | ↓↓〉 (16.38)

e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 = | ↑↓〉+ | ↓↑〉 (16.39)
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e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1 = | ↑↓〉 − | ↓↑〉 (16.40)

集合 {| ↑↑〉, | ↓↓〉, | ↑↓〉 + | ↓↑〉} 是对称两粒子状态 (在交换粒子下) 的三维空间的基，同时
{| ↑↓〉 − | ↓↑〉} 是反对称两粒子状态 (在交换粒子下) 的一维空间的基。单粒子 | ↑〉 和 | ↓〉 经
常被假设为归一化的，则有

〈↑ | ↑〉 = 〈↓ | ↓〉 = 1 (16.41)

则生成 P 2(V ) 的归一对称状态的三态 (triplet) 为

| ↑↑〉, | ↓↓〉 ,
1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) (16.42)

则生成 Λ2(V ) 的归一反对称状态的单态 (singlet) 为

1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) (16.43)

你将经常在物理文献中遇到像 (16.42) 和 (16.43) 的表达形式。空间 P 2(V ) 和 Λ2(V ) 为在旋
转群 SO(3) 下 T 2(V ) 的每一个不变子群 (invariant subspace)。换句话说，它们为 SO(3)

提供了不可约表示空间 (irreducible representation space)。这一事实对于理解量子力学
中角动量的叠加非常重要。

练习 16.5 验证 (16.32) 和 (16.33) 可以被写成

S2(x) =

(
xij + xji

2

)
ei ⊗ ej (16.44)

A2(x) =

(
xij − xji

2

)
ei ⊗ ej (16.45)

在上述发展中，σ ∈ S(r) 对 x ∈ T r(V ) 的作用是根据 x 和 σx 对 T r(V ∗)(T r(V ) 的对偶
空间) 中一些元素的作用来定义的。然而，物理学家喜欢处理张量的分量。再次从 (16.17) 开
始：

x = xi1...irei1 ⊗ · · · ⊗ eir

通过 (16.13)，我们有

σx = xi1...irσ (ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) = xi1···ireiσ−1(1)
⊗ · · · ⊗ eiσ−1(r)

(16.46)

或者
σx = xiσ(1)...iσ(r)ei1 ⊗ · · · ⊗ eir (16.47)

因此，后面得到
Sr(x) =

1

r!

∑
σ∈S(r)

xiσ(1)...iσ(r)ei1 ⊗ · · · ⊗ eir (16.48)

Ar(x) =
1

r!

∑
σ∈S(r)

(sgnσ)xiσ(1)...iσ(r)ei1 ⊗ · · · ⊗ eir (16.49)

方程 (16.44) 和 (16.45) 仅仅是 (16.48) 和 (16.49) 的特例，它们以分量形式给出 Sr(x) 和
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Ar(x)。

练习 16.6 设 {e1, e2}是二维向量空间 V 的一组基，并且 x ∈ T 3(V )由 x = xi1i2i3ei1⊗ei2⊗
ei3 , i1, i2, i3 = 1, 2 给出。运用 (16.48) 和 (16.49) 写出 S3(x) 和 A3(x) 的确切表达式。

如果 V 是由 {e1 = | ↑〉, e2 = | ↓〉} 生成的，则 Sr(x) 和 Ar(x) 表示 r 个自旋为 1
2
的全同

粒子可能的自旋状态，比如 r-电子的原子的自旋状态。
反对称张量的空间 Λr(V ) 和 Λr(V ∗) 将稍后 (在 Chapter 28) 被用于构造外代数 (exte-

rior algebra)，其中乘法规则称为外积 (exterior product)(用 ∧ 表示，也称为楔积 (wedge
product))，它是普通向量 (叉) 乘积的推广。楔积是微分形式的基本运算。
现在让我们注意两个事实，其证明将推迟到我们系统地研究外积之后：

i) 如果 r > dim(V )，Λr(V )(同时也有 Λr(V ∗))=0；
ii) 如果 dim(V ) = n，Λr(V )(同时也有 Λr(V ∗)) 是一个一维向量空间。
上面第二个事实得到 V 上线性变换 A的一个最重要的不变性，称为 A的行列式 (deter-

minant)，并记为 det(A)。术语" 不变" 意味着 det(A) 独立于 V 的基的选取。

行列式函数在如下的某些绕路中出现。对应于一个线性变换 A : V → V, dim(V ) = n，存
在一个诱导映射，称为 A 的拉回 (pullback) 并且表示为

A∗ : Λn (V ∗) −→ Λn (V ∗) (16.50)

定义如下。对于任意 x ∈ Λn (V ∗) 和任意 v1, . . . , vn ∈ V

(A∗x) (v1, . . . , vn) = x (Av1, . . . , Avn) (16.51)

因为 Λn(V ∗) 是一维的，A∗ 对 x 的作用等价于一个标量乘 x。A 的行列是则定义为

A∗x = (det(A))x (16.52)

其中，参考上面 det(A) 是标量。在接触表示 A 的矩阵的行列式的更基本的定义之前，我们将
使用 (16.51) 来推导出一些熟悉的行列式函数的形式。

定理 16.3 如果线性算符 A 是一个标量相乘，即：对于任意 v ∈ V，Av = αv，其中，α 是
标量，并且如果 dim(V ) = n，则 det(A) = αn。

证明：对于 x ∈ Λn(V ∗)，通过 (16.51)，我们有

(A∗x) (v1, . . . , vn) = x (Av1, . . . , Avn) = x (αv1, . . . , αvn) = αnx (v1, . . . , vn) (16.53)

其中，最后一个不等式来自 x 的 n-线性的性质。 □
作为上面定理的特殊情况我们有下面：

det(0) = 0 , det(1) = 1 (16.54)

其中，等式左边的量"0" 和"1" 分别表示 V 上零算符和单位算符；同时类似地，等式右边的量
分别意味着数字零和一。
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定理 16.4 如果 A 和 B 是向量空间上的线性算符，则

det(AB) = det(A) det(B) (16.55)

证明：令 C = AB。则：对于任意 x ∈ Λn(V ∗) 和 v1, . . . , vn ∈ V，有

(C∗x) (v1, . . . , vn) = x (Cv1, . . . , Cvn) = x (ABv1, . . . , ABvn)

= (A∗x) (Bv1, . . . , Bvn) = (B∗A∗x) (v1, . . . , vn)
(16.56)

因此
C∗ = B∗A∗ (16.57)

但是
C∗x = det(C)x = det(AB)x (16.58)

并且
B∗A∗x = det(B)A∗x = det(A) det(B)x (16.59)

则该定理来自于上述两个方程。 □

det(A) 的值提供关于 A 的可逆性的关键信息。这将由下面的定理给出。

定理 16.5 一个向量空间中的线性算符 A 是可逆 (invertible) 的 (即：A−1 存在，或者 A

是非特异 (non-singular)) 当且仅当 det(A) 6= 0。

证明：如果 A−1 存在，从 (16.54) 和 (16.55)

1 = det(1) = det
(
AA−1

)
= det(A) det

(
A−1

)
(16.60)

接下来是 det(A) 6= 0。上面的方程也意味着：如果 A−1 存在，则

det(A−1) = (det(A))−1 (16.61)

反过来的证明有点困难。我们需要证明：如果 det(A) 6= 0，则 A−1 存在。令 {e1, . . . , en} 为
V 的一组基，并且 x ∈ Λn(V ∗), x 6= 0。如果我们写

x = xi1...ine
∗i1 ⊗ · · · ⊗ e∗in (16.62)

则
x (e1, . . . , en) = x123...n 6= 0 (16.63)

事实上，如果 x123...n 确实消失了，通过定理 16.1，我们将有

0 = x123...n = −x213...n (16.64)

这意味着
x213...n = 0 = x123...n (16.65)
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最后一个表述与 x ∈ Λn(V ∗) 的假设相矛盾，即：x 是反对称张量 (再次由定理 16.1)。与
det(A) 6= 0 假设一起，方程 (16.63) 意味着

det(A) · x (e1, . . . , en) 6= 0 (16.66)

通过 (16.52)
(A∗x) (e1, . . . , en) = x (Ae1, . . . , Aen) 6= 0 (16.67)

这意味着 {Ae1, . . . , Aen} 是线性无关的，基于 x(v1, . . . , vn) 6= 0 意味着 {v1, . . . , vn} 线性无
关的事实，对于任意 x ∈ Λn(V ∗) 和 v1, . . . , vn ∈ V。为了看到最后一个断言的有效性，我们
假设 {v1, . . . , vn} 是线性相关的。不失一般性，假设

v1 = α2v2 + · · ·+ αnvn (16.68)

其中，α2, . . . , αn 并非全为零。则

x (v1, v2, . . . , vn) = x (α2v2 + · · ·+ αnvn, v2, v3, . . . , vn)

= α2x (v2, v2, v3, . . . , vn) + · · ·+ αnx (vn, v2, v3, . . . , vn) = 0
(16.69)

其中，最后的等式来自 x 是反对称张量的事实。现在，由于 dim(V ) = n，刚刚建立为线
性无关的 n 个向量集合 {Ae1, . . . , Aen} 也必须是 V 的一组基。因此，e1 必须是可表达为
Ae1, . . . , Aen 的线性组合。我们写

ei = βjiAej = βji a
k
j ek (16.70)

其中，(aji ) 是线性算符 A 依赖于 V 的基 {e1, . . . , en} 的矩阵表示。另一方面

ei = δki ek (16.71)

因此
βji a

k
j = δki (16.72)

所以，矩阵 (βji ) 实际上是矩阵 (aji ) 的逆。由此可见，A 是可逆的。 □
以下定理在实际应用中也非常重要。

定理 16.6 线性算符 A 的行列式在相似变换下是不变的：对于任何可逆线性算子 B，有

det(A) = det
(
B−1AB

)
(16.73)

证明：这是定理 16.4 的直接推论。对于任何可逆 B，我们都有

det
(
B−1AB

)
= det

(
B−1

)
det(A) det(B) = det

(
B−1B

)
det(A)

= det(1) det(A) = det(A)

□
我们回忆：在 V 的基变化下，V 上的线性变换 A 的矩阵表示根据相似变换而变化 [c.f.
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(1.42)]。因此，根据定理 16.6，当用 A 的特定矩阵表示计算时，det(A) 与 V 的基的选择无
关。[见下面的方程 (16.75) 和 (16.78)]。

我们现在将根据 A 的特定表示 (依赖于 V 的基 {e1, . . . , en} 的矩阵元素 aji 得到 det(A)
的表达式。令 x ∈ Λn(V ∗)。则

det(A)x (e1, . . . , en) = (A∗x) (e1, . . . , en) = x (Ae1, . . . , Aen)

=x
(
ai11 ei1 , . . . , a

in
n ein

)
= ai11 a

i2
2 . . . a

in
n x (ei1 , . . . , ein)

=
∑

σ∈S(n)

a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 . . . aσ(n)n x

(
eσ(1), . . . , eσ(n)

)
=
∑

σ∈S(n)

a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 . . . aσ(n)n (σx) (e1, . . . , en)

=
∑

σ∈S(n)

a
σ(1)
1 a

σ(2)
2 . . . aσ(n)n (sgnσ)x (e1, . . . , en)

(16.74)

在第五个等号位置，我们使用了这样一个事实：只要任何两个参数相同，x(e1, . . . , en) = 0，这
反过来又来自 x 是一个反对称张量。现在 x(e1, . . . , en) 6= 0[参见紧随其后的参数 (16.63)]。方
程 (16.74) 则给出了以下结果，用于根据 A 的特定矩阵表示的矩阵元素计算 det(A)。

det(A) =
∑

σ∈S(n)

(sgnσ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n (16.75)

该结果实际上与矩阵的行列式的基本定义相同。我们将对 n = 3的情况进行验证。方程 (16.75)
得出

det(A) = a11a
2
2a

3
3 + a21a

3
2a

1
3 + a31a

1
2a

2
3 − a11a32a23 − a31a22a13 − a21a12a33

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
(16.76)

请注意，在 (16.75) 中，矩阵元素的列指标 (上指标) 被置换。事实证明，可以 det(A) 被写为
类似的表达式，其中 aji 的行指标 (下指标) 被置换。从 (16.75) 开始，我们有

det(A) =
∑
σ

(sgnσ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n =
∑
σ

(sgnσ)a1σ−1(1)a
2
σ−1(2) . . . a

n
σ−1(n)

=
∑
σ−1

(
sgnσ−1

)
a1σ−1(1)a

2
σ−1(2) . . . a

n
σ−1(n)

(16.77)

或者
det(A) =

∑
σ∈S(n)

(sgnσ)a1σ(1) . . . anσ(n) (16.78)

在推导出上述等式时，我们使用了 sgnσ−1 = sgnσ 和
∑

σ =
∑

σ−1 的事实。

练习 16.7 验证对于 n = 3 的情况，(16.78) 给出与 (16.76) 完全相同的结果

在 (16.78) 中用
(
aT
)σ(i)
i
替换 aiσ(i) 然后与 (16.75) 进行比较，其中，aT 是矩阵 a 的转置，
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我们看到
det(a) = det

(
aT
)

一个非常著名的结果。

练习 16.8 说明如果方形矩阵的任意两行或两列互换，则矩阵的行列式改变符号。

令 Aji 是通过从 (n× n) 矩阵 (aji ) 中删除第 i 行和第 j 列而获得的 (n− 1)× (n− 1) 矩
阵。则下面的公式给出了通过沿着矩阵的第 i 行扩展来找到矩阵的行列式的算法。

det
(
aji
)
= (−1)i+1a1i det

(
A1
i

)
+ · · ·+ (−1)i+nani det (Ani ) (16.79)

练习 16.9 从 (16.75) 或 (16.78) 开始推导出上述公式。

最后，我们给出了一个实用算法的公式，用于找到矩阵的逆矩阵 (如果存在的话)。如果
det(aji ) 6= 0，则 (

aji
)−1

=

[
(−1)i+j det

(
Aji
)

det
(
aji
) ]T

(16.80)

练习 16.10 验证 (16.80)。





17. 本征值问题

物理学，工程学和其他科学学科应用线性代数 (这里使用的术语与向量空间上的线性变
换理论同义) 中最常遇到的问题之一是：给定向量空间 V 上的线性变换 A，找到所有标量
λ ∈ F(V 的域) 和向量 v ∈ V, v 6= 0，使得

Av = λv (17.1)

这通常被称为本征值问题 (eigenvalue problem)。在我们讨论量子力学谐振子时，我们已经
看到了这个例子 [c.f. (13.13)]，其中，V 实际上是无限维 (Hilbert) 空间。在本章中，我们将
详细阐述有限维空间本征值问题背后的理论。这个理论本身很重要，因为通常运用在无限维
的有限维不变子空间 (在一些对称操作下)。

如 Chapter 13 提到的，线性算符 A 的所有本征值的集合称为 A 的谱 (spectrum)。我
们从以下事实开始。

定理 17.1 线性算符 A 的谱是所有标量 λ 的集合，其中，(A− λ) 是不可逆的。

证明：假设 λ 是 A 的本征值。则存在一个 v 6= 0 使得

(A− λ)v = 0 (17.2)

如果 (A− λ) 是可逆的，我们就会有

(A− λ)−1(A− λ)v = 1 · v = v 6= 0 (17.3)

另一方面，从 (17.2) 开始，

(A− λ)−1(A− λ)v = (A− λ)−1 · 0 = 0 (17.4)
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因此，我们得到了一个矛盾；并且 (A− λ) 必须是不可逆的。 □
从定理 16.5 开始，可以通过求解方程得到有限维向量空间上的线性算符 A 的谱。

p(λ) ≡ det(A− λ) = 0 (17.5)

如上所定义，如果 dim(V ) = n，则 p(λ) 是 λ 中的 n 次多项式。该多项式称为线性算符 A

的本征多项式 (characteristic polynomial)，(17.5) 称为 A 的本征方程 (characteristic
equation)。A 的本征值 λ 也称为 A 的本征根 (characteristic root)。

如果 V 是实向量空间 (F = R)，则 (17.5) 并不总是有根 (在 R 中)。然而，根据代数基本
定理 (fundamental theorem of algebra)，任何具有 C 中 (复数域) 系数的多项式将总在
C 中有根。因此 C 是代数闭合域；复向量空间有优美的性质，即：它上面的所有线性变换都
必然有本征值。在量子理论中，人们通常处理复向量空间。

定理 17.2 一个线性算符的本征多项式在相似变换下是不变的。

证明：这是定理 16.6 的直接结果。对于任何可逆算符 B，我们有

B−1(A− λ)B = B−1AB − λ (17.6)

因此，根据定理 16.6 有

det
(
B−1AB − λ

)
= det

(
B−1(A− λ)B

)
= det(A− λ) (17.7)

□ 上述定理直接说明线性算符的谱在相似变换下是不变的。
为了进一步发展理论，我们需要介绍一些关于线性变换的更基本的概念和事实。

定义 17.1 给定向量空间 V 上的线性算符 A，集合

{v ∈ V |A(v) = 0} (17.8)

被称为 A 的核 (kernel)，通常用 kerA 表示。集合

A(v) ⊂ V (17.9)

被称为 A 的像 (image)，通常用 imA 表示。

很明显 kerA 和 imA 都是 V 的向量子空间。

练习 17.1 证明上面的表述。

我们有以下重要定理。

定理 17.3 如果 A : V →W 是线性映射，其中，V 和 W 是相同域 F 上的向量空间，那么

dim(V ) = dim(kerA) + dim(imA) (17.10)

证明：显然，kerA 和 imA 分别是 V 和 W 的向量子空间。令 {v1, . . . , vr} 为 kerA 的一
组基，{w′

1, . . . , w
′
s} 是 imA 的一组基。对于每个 i, 1 ⩽ i ⩽ s，令 v′i 为 V 中的向量，使得
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A(v′i) = w′
i。考虑向量的集合 {v1, . . . , vr, v′1, . . . , v′s}。我们将证明它构成了 V 的一组基。

设 v 是 V 中的任意向量。则 A(v) ∈ imA。因此我们可以写

A(v) =
s∑
i=1

ciw′
i =

s∑
i=1

ciA (v′i) , ci ∈ F

从 A 的线性性质来看，上面的方程说明

A

(
v −

s∑
i=1

civ′i

)
= 0

因此 v −
∑s

i=1 c
iv′i ∈ kerA，并且，由于 {v1, . . . , vr} 是 kerA 的一组基，我们可以写

v −
s∑
i=1

civ′i =
r∑
i=1

divi, di ∈ F

或者

v =
r∑
i=1

divi +
s∑
i=1

civ′i

即就是说，v 是 {v1, . . . , vr, v′1, . . . , v′s} 的线性组合。接下来假设

r∑
i=1

aivi +
s∑
i=1

biv′i = 0

其中，ai, bj ∈ F。则因为 A(0) = 0 有

0 = A
(
aivi + biv′i

)
=

s∑
i=1

biA (v′i) =
s∑
i=1

biw′
i

其中第二等号来自于 A 是线性和 vi ∈ kerA 的事实。因为 w′
i 作为 imA 一组基是线性无关

的，bi = 0, 1 ⩽ i ⩽ s。因此
∑r

i=1 a
ivi = 0。集合 {vi} 的线性无关性 (它是 kerA 的一组基)

则说明 ai, 1 ⩽ i ⩽ r 也消失。这建立了集合 {v1, . . . , vr, v′1, . . . , v′s} 的线性无关性。由于我们
也展示它生成 V，它必须是 V 的一组基。然后该定理遵循这样的事实，即：这组基有 r + s

个元素，r = dim(kerA)，同时 s = dim(imA)。 □

线性算符 A 的核带有关于 A 的重要信息，如下面的定理所示。

定理 17.4 当且仅当 kerA = {0} 时，线性算符 A : V → V 是单射的 (一对一)。

证明：由于 A 是线性的，有

A(0) = A(v − v) = A(v)−A(v) = 0

则 A 是单射说明 0 ∈ V 是 kerA 中唯一的元素，即：kerA = {0}。

相反，假设 kerA = {0}，并且

A(v) = A(w), v, w ∈ V
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则通过 A 的线性性质，A(v − w) = 0。由于假设 kerA = {0}，因此 v − w = 0。因此 v = w，
A 是单射。 □
定理 17.3 和 17.4 得到以下推论。

推论 17.1 设 A : V → V 是线性算符。那么以下表述是等价的：
1. kerA = {0}
2. imA = V

3. A 是同构 (一对一和满射的映射)。

练习 17.2 证明推论 17.1。

定义 17.2 子空间 imA ⊂ V 的维度称为线性算符 A 的秩 (rank)：

rank(A) ≡ dim(imA) (17.11)

我们知道所有 n 维复向量空间都同构于向量空间 Cn-所有 n 元组复数的集合。由于复数
项的每个 n× n 矩阵都是 Cn 上的线性变换，每个 n× n 复矩阵表示 n 维复向量空间上的一
些线性变换。

定义 17.3 当一个 n × n 矩阵 (aji ) 被认为是 Cn 上的线性变换时，该矩阵的秩是线性变换
的秩。

考虑 Cn 的标准基如下：

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

...

ei = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), 1 ⩽ i ⩽ n, 1在第i个位置
...

en = (0, 0, 0, . . . , 1)

令 (aji ) 是任意 n× n 复矩阵，并且 (z1, . . . , zn) ∈ Cn, zi ∈ C, 1 ⩽ i ⩽ n。则通过

z′i = aijz
j ∈ Cn (17.12)

(aji ) 作为在 Cn 上线性算符 A。此外

A (ei) =
(
a1i , a

2
i , . . . , a

n
i

)
(17.13)

因此，回忆 (1.16) 时，(aji ) 表示 Cn 中的标准基。现在对于任何向量空间 V，任何线性算符
A : V → V，并且 V 的任何基 {e1, . . . , en}，imA 是由 {A(e1), . . . , A(en)} 的一个最大线性
无关子集 (maximally linearly independent subset) 生成的。从定义 17.3 和方程 (17.13)
得出，n× n 矩阵的秩等于矩阵的线性无关行的最大数。
从以上讨论中可以明显看出以下事实。
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定理 17.5 线性算符 A 的秩等于表示它的任意矩阵的秩。

定理 17.6 n× n 矩阵的秩在相似变换下是不变的，即：对于任何 n× n 可逆矩阵 B 有

rank
(
B−1AB

)
= rank(A) (17.14)

最后，根据定理 17.3 和推论 17.1，我们得到

定理 17.7 (a) 当且仅当 rank(A) = n 时，线性算符 A : V → V 是可逆的，其中 dim(V ) = n。
(b) 当且仅当 rank((aji )) = n 时，n× n 矩阵 (aji ) 是可逆的。

练习 17.3 补充定理 17.7 的证明的细节。

除了上面的三个定理之外，我们还有一个关于线性算符秩的重要事实。

定理 17.8 令 A 是内积空间 V 上的线性算符。则

rank(A) = rank
(
A†) (17.15)

其中，A† 是 A 的伴随。

证明：回想一下，子空间 M ⊂ V 的正交补 (orthogonal complement)，表示为 M⊥，是
V 中与 M 中的每个向量正交的所有向量的集合。M⊥ 本身是 V 的子空间。

练习 17.4 证明上面的表述。

我们将首先证明这一点
(imA)⊥ = ker(A†) (17.16)

假设 x ∈ (imA)⊥。则：对于任意 y ∈ V，都有

(x,Ay) = 0 (17.17)

但是对于任意 y ∈ V 有 (x,Ay) = (A†x, y)。因此对于任意 y ∈ V 有 (A†x, y) = 0。这说明
A†x = 0，因此 x ∈ ker(A†)。从而

(imA)⊥ ⊂ ker
(
A†) (17.18)

相反，假设 x ∈ ker(A†)。则：对于任意 y ∈ V 有

(
y,A†x

)
= 0 = (Ay, x) (17.19)

其中第二个等号来自 (10.8)。这说明 x ∈ (imA)⊥。从而

ker
(
A†) ⊂ (imA)⊥ (17.20)
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方程 (17.18) 和 (17.20) 则说明 (17.16)。从 (17.16) 和 (17.10)，我们有

dim(ker(A†)) = dim(imA)⊥ = dim(V )− dim(imA)

= dim(V )− rank(A) = dim(kerA)
(17.21)

上面的第三个等号也可以写成

dim(V ) = rank(A) + dim(ker(A†)) (17.22)

同时，(17.10) 可以用在 A† 域

dim(V ) = rank(A†) + dim(ker(A†)) (17.23)

然后通过比较上述两个等式得出该定理。 □
现在让我们回顾一下我们对内积空间中给定基 {ei} 的对偶基 {e′i} 的讨论 [c.f. 关于

(10.18)的讨论]。我们看到：如果矩阵 (aji )表示依赖于 {ei}的某个线性算符 A，那么 hermitian
共轭矩阵 (aji )

T (复共轭矩阵的转置) 表示依赖于 {e′i} 伴随算符 A†。让我们称矩阵的线性无
关行的最大数量为行秩 (row rank)，并称矩阵的线性无关列的最大数量为列秩 (column
rank)。根据定理 17.5 和 17.8 有

(
αji
)
的行秩 = rank(A) = rank

(
A†) = (aji)T 的行秩

=
(
aji

)
的列秩 =

(
aji
)
的列秩

(17.24)

我们因此有下面有用的事实。

定理 17.9 方阵的行秩等于其列秩，并且两者都被称为矩阵的秩 (rank)。

在我们以前所有出现“矩阵的秩”的术语的定理中，我们可以理解它表示行秩或列秩。

我们现在回到研究线性算符的本征值上。

定义 17.4 对于一个任意标量 λ 和线性算符 A : V → V，数

dim(ker(A− λ))

称为 λ 的几何重数 (geometric multiplicity)。换句话说，它是 V 的子空间的维度，由
本征值为 A 的本征向量组成。

如果 λ 不是 A 的本征值，则 ker(A− λ) = {0}，并且 λ 的几何重数为 0。

定义 17.5 对于一个任意标量 λ 和线性算符 A，λ 的重数作为本征值方程

det(A− λ) = 0

的一个根称为 λ 的代数重数 (algebraic multiplicity)。换句话说，λ 的代数重数是 λ 作
为本征方程的根出现的次数。

上述重数的两个概念并不完全相同。关于它们一般的关系，人们可以做出的最强的表述
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是：本征值的几何重数永远不会大于它的代数重数。然而，我们不会关注这种技术上的差异，
并且完全处理可以分别这两者的情况。我们除去证明条件而表述如下。

定理 17.10 设 λ1, . . . , λp 为 n 维线性空间上依赖于几何重数 m1, . . . ,mp 的线性算符 A 的
所有不同本征值。如果

p∑
i=1

mi = n (17.25)

则：对于任意 i = 1, . . . , p，几何重数 mi 等于代数重数 λi。

从现在开始，我们将两种类型的重数只当作重数。

假设满足定理 17.10 的条件，我们有

det(A− λ) = (λ1 − λ)m1 · · · (λp − λ)mp (17.26)

m1 + · · ·+mp = dim(V ) (17.27)

通过令 λ = 0，我们立刻得到有用的结果

det(A) =
p∏
i=1

λmii (17.28)

即：线性算符的行列式等于它的本征值重数倍相乘。

考虑一个线性算符 A 的一个矩阵表示 (aji )。则 A − λ 的矩阵表示为 (aji − λδ
j
i )。运用

(16.75) 我们有

det(A− λ) =
∑
σ

(sgnσ)
(
a
σ(1)
1 − λδσ(1)1

)
. . .
(
aσ(n)n − λδσ(n)n

)
(17.29)

如果我们也写成
det(A− λ) = α0 + α1λ+ · · ·+ αn−1λ

n−1 + αnλ
n (17.30)

我们看到
αn = (−1)n (17.31)

α0 = det(A) (17.32)

并且
αn−1

(−1)n−1
= a11 + a22 + · · ·+ ann = Tr

(
aji
)

(17.33)

其中，“Tr”表示“迹”，即：一个矩阵的对角线元素的和。

练习 17.5 对于 n = 4 的情况验证 (17.33)。

另一方面，从 (17.26)，det(A− λ) 中 λn−1 的参数 αn−1 也通过下式给出

αn−1 = (−1)n−1 (m1λ1 + · · ·+mpλp) (17.34)
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对比 (17.33) 和 (17.34)，我们得到另一个有用的结论：

Tr(A) = Tr
(
aji
)
=

p∑
i=1

miλi (17.35)

注意，根据定理 17.2，矩阵的轨迹在相似变换下是不变的，因此，Tr(aji ) 是 (aji ) 表示的线性
算符 A 的一个数字本征。行列式和秩是线性算符的两个重要的不变量 (在相似变换下)。

关于线性算符 A : V → V 的一个重要问题是：是否存在 V 的基 {e1, . . . , en}，使得 A

的矩阵表示是对焦化的？如果这样一组基存在，则称 A 是对角化的 (diagonalizable)，并且
(17.26) 的一瞥表明对角矩阵表示的对角元素恰好是 A 的本征值，包括重数。通过适当排列基
向量，对角矩阵将以下列标准形式出现：

(aji ) =



λ1 0 0 0 · · · · · · · · · · · ·
0 λ1 0 0 · · · · · · · · · · · ·
0 0 λ1 0 · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 0 λp 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · 0 0 0 λp


(17.36)

其中，沿着对角线本征值 λ1 出现 m1 次，本征值 λ2 出现 m2 次，. . .，本征值 λp 出现 mp 次。

练习 17.6 说明如果 A 是对角化的，则对角化矩阵的对角元素都恰好是 A 的本征值，包括
重数。

以下定理我们关于对角化的第一个重要结果。

定理 17.11 如果在 n 维向量空间的线性算符 A 有 n 个不同的非零本征值，则 A 是可对角
化的。

证明：设 A 有 n 个不同的非零本征值 λ1, . . . , λn。则它们对应 n 个不同的非零本征向量
e1, . . . , en 使得

A (e1) = λ1e1, . . . , A (en) = λnen (17.37)

我们将证明 {e1, . . . , en} 是线性无关的。实际上，假设相反成立，即：{e1, . . . , en} 是线性相
关的。我们总可以重新排列这个集合中的向量，不失一般性，我们可以写

en =
m∑
i=1

αiei , m < n (17.38)

其中，{e1, e2, . . . , em} 是最大线性无关子集。因此

0 = (A− λn) en =
m∑
i=1

αi (A− λn) ei =
m∑
i=1

αi (λi − λn) ei (17.39)
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因为 {e1, . . . , em} 是线性无关的

αi (λi − λn) = 0 , i = 1, . . . ,m

但是通过假设，λi 6= λn(本征值不同)。因此 αi = 0, i = 1, . . . ,m，通过 (17.38) 说明 en = 0。
这是一个矛盾，因为 en 应该是属于非零本征值 λn 的非零本征向量。因此 {e1, . . . , en} 一定
是线性无关的。由于 dim(V ) = n 它也一定是 V 的一组基。对比 (17.37) 和 (1.16)，我们看到
依赖于基 {e1, . . . , en} 的 A 的矩阵表示由属于非零本征值的本征向量组成，由下面的对角矩
阵给出 

λ1 0 0 · · · · · ·
0 λ2 0 · · · · · ·
0 0 λ3 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · 0 0 λn


最终得到定理。 □

R 定理 17.11 只给出了一个对于线性算符 A 可对角化的足够但不是必要的条件。

现在，我们将给出一个线性算子可对角化的充分必要条件 (如定理 17.12)。首先我们给
定义 17.6 V 的子空间 ker(A−λk) 对应于线性算符 A 的本征值 λk 被称为属于 λk 的 A 的
本征空间 (eigenspace)。

定理 17.12 当且仅当 V 是 A 的所有本征空间的直和，线性算符 A : V → V 是可对角化的。

证明：首先我们回想一下 V 的两个向量子空间 H ⊂ V 和 K ⊂ V 的直和 (direct sum)，写
成 H ⊕K。表述 V = H ⊕K 意味着

i) H ∩K = {0}(V 中的零向量)；

ii) 任意 v ∈ V 可以被唯一的表述成

v = h+ k , h ∈ H, k ∈ K (17.40)

现在假设 A 的本征值分别为 λ1, . . . , λp，分别对应代数重数 m1, . . . ,mp。假设

V = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ Ep (17.41)

其中，Ei = ker(A− λi), i = 1, . . . , p 是属于本征值 λi 的本征空间。通过定理 17.10，几何和
代数重数实际上是相等的，并且因此

dim(Ei) = mi , i = 1, . . . , p (17.42)

选择 p 个基： {
e
(1)
1 , . . . , e(1)m1

}
,
{
e
(2)
1 , . . . , e(2)m2

}
, . . . ,

{
e
(p)
1 , . . . , e(p)mp

}
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分别对于子空间 E1, . . . , Ep。则通过 (17.41) 的属性 p 个集合的组合：

B =
{
e
(1)
1 , . . . , e(1)m1

, e
(2)
1 , . . . , e(2)m2

, . . . . . . , e
(p)
1 , . . . , e(p)mp

}
, m1 + · · ·+mp = n

组成了 V 的一组基。我们有

A
(
e
(i)
j

)
= λie

(i)
j , i = 1, . . . , p; j = 1, . . . ,mi (17.43)

因此，依赖于基 B，A 是对角化的，并且它的矩阵表示由 (17.36) 给出。

反过来，假设 A 是对角化的。则存在一组基 {e1, . . . , en} 使得

A (ei) = γiei , i = 1, . . . , n (17.44)

由此 A 得到 A 的本征值方程为

(γ1 − λ) (γ2 − λ) . . . (γn − λ) = 0 (17.45)

同样的本征值方程也由下式给出

(λ1 − λ)m1 (λ2 − λ)m2 . . . (λp − λ)mp = 0 (17.46)

然后我们可以排列这些数字 γi, i = 1, . . . , n 使得(
γ1, . . . , γm1

, γm1+1, . . . , γm1+m2
, . . . . . . , γm1+···+mp−1+1, . . . , γm1+···+mp

)
=

λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
m1

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
m2

, . . . . . . , λp, . . . , λp︸ ︷︷ ︸
mp

 (17.47)

上面的方程说明第一个 m1 个 γ 都等于 λ1，下一个 m2 个 γ 都等于 λ2，依此类推。显然

E1 = span {e1, . . . , em1
}

E2 = span {em1+1, . . . , em1+m2
}

...

Ep = span
{
em1+···+mp−1+1, . . . , em1+···+mp

}
(17.48)

并且因此
V = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ Ep

□

现在出现了许多物理应用的中心定理。

定理 17.13 在内积空间 (幺正空间) 的 hermitian 算符总是对角化的。

证明：令 λ1 ∈ R 为内积空间 V 中 hermitian 算符 A 的非零本征值，并且令 e1 为属于 λ1 的
A 的本征向量。(请记住，复向量空间上的线性算符保证至少有一个非零本征值)。我们构造 e1
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的正交分量：
E⊥

1 ≡ {x ∈ V | (x, e1) = 0} (17.49)

在上面的方程中，内积满足 (8.27) 和 (8.28)。E⊥
1 显然是 V 的一个子空间。此外，它在 A 下

是不变的。的确，对于 x ∈ E⊥
1 ，有

(Ax, e1) =
(
x,A†e1

)
= (x,Ae1) = (x, λ1e1) = λ1 (x, e1) = 0 (17.50)

其中，第二个等号来自 A = A† 的事实，而第四个等号来自于 λ1 ∈ R 的事实。E⊥
1 则是 A 下

V 的不变子空间。令 A 到 E⊥
1 的限制表示为 A1。A1 则是 E⊥

1 的 hermitian 算符。保证至少
有一个非零本征值 λ2 ∈ R(可能不一定与 λ1 不同)。令 e2 ∈ E⊥

1 为属于 λ2 本征值的 A1 的本
征向量：

A1e2 = λ2e2 = Ae2 (17.51)

{e1, e2} 必须是线性无关的，因为集合中的向量彼此正交。接下来我们构造集合

E⊥
2 ≡ {x ∈ V | (x, e1) = (x, e2) = 0} (17.52)

通过与上述相同的讨论，E⊥
2 也是在 A 下的 V 的不变子空间。将 A 到 E2 的限制表示为 A2。

A2 则是 E⊥
2 上的 hermitian算符。保证有一个实的非零本征值 λ3，有一个本征向量 e3 ∈ E⊥

2 ：

A2e3 = λ3e3 = Ae3 (17.53)

{e1, e2, e3} 是正交线性无关的集合。以相同的方式继续，我们可以生成 A 的最大线性无关的
本征向量的正交集合 B = {e1, e2, . . . , en}，其中 n = dim(V )。B 实际上是 V 的一组基。很明
显，依赖于这组基，A 由对角矩阵表示，其对角元素是 A 的本征值。 □

在 Chapter 13 中，我们看到了一个 hermitian 算符的本征值总是实的。由于物理测量
总是得到实数，因此表示量子力学中的物理可观测量的算符 (例如能量和动量) 通常需要是
hermitian 算符。它们总是可对角化的事实说明由 hermitian 算符的本征向量描述的物理系统
总是存在状态，使得如果一个测量对应于算符作用在系统上，则可以得到属于算符的实谱的
值。

在定理 17.13 的证明中构造的基 B 当然可以归一化：(ei, ei) = 1, i = 1, . . . , n。因此，定
理 17.13 也说明

推论 17.2 幺正空间上的 hermitian 算符 A 总是可以通过 A 的本征向量的标准正交基来对
角化。

回想一下，依赖于标准正交基的 hermitian 算符由 hermitian 矩阵表示：

aji = aij (17.54)

[c.f. 方程 (10.26)]。由于在基的变化下，线性算符的矩阵表示经历了相似变换 [c.f. 方程 (1.41)]，
我们得到以下结果。
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推论 17.3 hermitian 矩阵总是可以通过相似变换对角化。

由于实对称矩阵只是 hermitian 矩阵的特例，我们有：

推论 17.4 实对称矩阵总是可以通过相似变换对角化。

回想一下 Chapter 2 中的讨论，转动惯量张量为实对称矩阵的一个例子。实对称矩阵的
对角化是解决涉及经典力学和固态物理中的小振荡的所谓简正模 (normal mode) 问题的最
重要的数学工具。

当幺正空间 V 中的一个线性变换 A 不可对角化时，仍然总是有可能找到 V 的一组合适
的基，其中，A出现在标准 (在某种意义上是最简单的)形式中，称为 Jordan标准型 (Jordan
canonical form)。这背后的理论将不在这里详细介绍；我们只会在没有证明的情况下表达主
要事实 (在大多数情况下)。读者将在关于矩阵，以及线性系统的微分方程解的技术理论的书
籍中找到关于该主题的详细说明 (参见例如，M. W. Hirsch 和 S. Smale 1974)。
定义 17.7 设 A是向量空间 V 上的线性变换，并且 λ1, . . . , λp 分别是具有代数重数m1, . . . ,mp

的 A 的本征值。子空间

Ek ≡ ker (A− λk)mk , k = 1, . . . , p (17.55)

称为属于 λk 的 A 的广义本征空间 (generalized eigenspace)。

我们注意到 Ek 在 A 下是不变的。事实上，令 x ∈ Ek，然后根据定义：

(A− λk)mk x = 0 (17.56)

因此
(A− λk)mk Ax = A (A− λk)mk x = 0

我们有以下基本定理。

定理 17.14 —准素分解定理 (Primary Decomposition Theorem). 设 A 是复空间 V 上的算符。则
V 是 A 的广义本征空间的直和。每个广义本征空间的维数等于对应本征值的代数重数。

定义 17.8 如果存在正整数 m 使得 Nm = 0，则认为算符 N 是幂零的 (nilpotent)。最小
的这种整数称为幂零的指数 (index)。

下面的定理是定理 17.14 的最重要结果。

定理 17.15 设 A 是复空间 V 上的线性算符。则 A 可以唯一地写为

A = S +N (17.57)

其中，i)SN = NS，ii) S 是可对角化的，并且 iii) N 是幂零的。

回想一下，对于 X ∈ V，微分方程组的形式解

dX

dt
= AX (17.58)
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由下式给出
X(t) = X(0)eAt (17.59)

使用上述定理和 S = A−N 的基是对角化的，可以相对简单地计算指数。因此

eAt = e(S+N)t = eSteNt (17.60)

在第二个等号位置，我们在定理 17.15 中使用了属性 i)。对角矩阵的指数很容易计算：

exp


s1t 0

· · ·
0 snt

 =


es1t 0

· · ·
0 esnt

 (17.61)

而幂零矩阵的指数由下式给出

eNt =
m−1∑
k=0

(Nt)k

k!
(17.62)

这是一个有限地求和。

练习 17.7 证明 (17.61)。

准素分解定理的一个有趣结果如下。

定理 17.16 — Cayley-Hamilton 定理 (Cayley-Hamilton Theroem). 设 A 是向量空间 V 上具有
如下本征多项式的算符

p(t) =
n∑
k=0

αkt
k (17.63)

则
p(A) = 0 (17.64)

即：对于任意 v ∈ V
n∑
k=0

αkA
kv = 0 (17.65)

证明：如果 V 是实空间，我们可以形成 V 的复化 (complexification)，这是一个复空间。该
过程包括形成 V 的一组基的所有复线性组合，其留下 A 的本征多项式不变。因此，为了证明
这个定理，假设 V 是复并没有一般性的损失。

足以说明
p(A)xk = 0 (17.66)

其中，xk ∈ Ek(对应于本征值 λk 的第 k 个广义本征空间)。由于 (t − λk)mp 除以 p(t)，我们
可以写

p(t) = q(t) (t− λk)mp (17.67)

因此，对于 xk ∈ Ek，我们有

p(A)xk = q(A) (A− λk)mp xk = q(A)(0) = 0 (17.68)
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□

我们现在将讨论如何进行定理 17.15 的 S +N 分解。令 λ1, . . . , λp 是复空间 V 上算符 A

的不同本征值，代数重数分别为 m1, . . . ,mp。令 E1, . . . , Ep 为相应的广义本征空间。然后按定
理 17.4

V = E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ Ep (17.69)

考虑 A 对广义本征空间的限制：

Ak ≡ A | Ek, k = 1, . . . , p (17.70)

复空间 Ek 上的线性算符 Ak 显然只有一个本征值，即：λk。根据定义

Nk ≡ Ak − λk

是幂零的，因为 x ∈ Ek 说明 (Ak − λk)mkx = 0。因此

Ak = λk +Nk (17.71)

其中，λk(= λk1) 是可对角化的 (事实上依赖于 Ek 中的任何基是对角线的) 并且 Nk 是幂零
的。在这一点上，我们需要引入算符直和的概念。

定义 17.9 假设 A1, . . . , Ap 分别是 V 的向量子空间 V1, . . . , Vp 的线性算符；并且

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vp

则算符的直和
A = A1 ⊕ · · · ⊕ Ap (17.72)

作用于 V 由下式给出
Av = A1v1 + · · ·+Apvp (17.73)

其中，v ∈ V 有唯一的分解
v = v1 + · · ·+ vp

其中，vk ∈ Vk, k = 1, . . . , p。

然后由 (17.70) 给出 Ak 的限制满足 (17.71) 和 (17.72)，其中，Nk 是幂零的。现在令

S = λ11⊕ · · · ⊕ λp1 (17.74)

N = N1 ⊕ · · · ⊕Np (17.75)

则
A = S +N (17.76)

S 显然是对角化的 [依赖于 V 的任何基具有 (17.36)的形式]；并且 N 是幂零的，因为 Nm = 0，
其中 m = max(m1, . . . ,mp)。很显然 S 和 N 对易。定理 17.15 则断言上述结构对于 S 和 N
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是唯一的。

S 的标准型 (17.36) 将表示为

S = diag {λ1 (m1) , . . . , λp (mp)} (17.77)

也可以构造 N 的标准型。

定义 17.10 基本幂零块 (elementary nilpotent block) 是 n× n 矩阵有如下的形式

0 1

0 1

0 1

· · · · · ·
0 1

0


(17.78)

其中，在对角线上方为 1，在其它地方为 0。

假设矩阵 (17.78) 表示依赖于基 {e1, . . . , en} 的算符 N。则

N (e1) = e2, N (e2) = e3, . . . , N (en−1) = en, N (en) = 0 (17.79)

因此，Nn(ek) = 0, k = 1, . . . , n，这说明 Nn = 0。此外，Nk 6= 0 对于 0 ⩽ k ⩽ n，因为
Nke1 = ek+1 6= 0。因此，N 是指数为 n 的幂零。

定理 17.17 假设 N 是 (实或复) 向量空间 V 上的幂零算符。则存在 V 的一组基，给出 N

的矩阵表示形式如下
N = diag {N1, . . . , Nr} (17.80)

其中
r = dim(kerN) (17.81)

Nj , j = 1, . . . , r 是基本幂零块，并且 Nj 的大小是 j 的非递增函数。块 Nj 由 N 唯一确定。

作为说明，我们可以具有以下排列的幂零块。

N =




0 1 0

0 0 1

0 0 0

 (
0 1

0 0

)
(
0 1

0 0

)
(
0
) (

0
) (

0
)



(17.82)
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其中，空的地方全部用 0 填充。形式 (17.80) 称为幂零算符的幂零标准型 (nilpotent canon-
ical form)。很明显，每个 k × k 个基本幂零块的秩 (独立行或列的最大数量) 是 k − 1，所
以

dim(imN) = n− r (17.83)

其中，r = N 中基本幂零块的总数。从定理 17.3 中，后面有

n = dim(kerN) + n− r (17.84)

这立即说明 (17.81)。

定理 17.18 相同向量空间上的两个幂零算符，当且仅当它们通过相似变换相关时，具有相同
的标准型。

我们将不会讨论构造幂零标准型的方法，也不会讨论得到这种形式的基。必要的技术在
涉及矩阵的数值工作中是重要的主体，我们并不直接关注。
将 A(在复向量空间上) 的矩阵表示减少到 Jordan 标准型的最后一步是写下属于不同本

征值 λk, k = 1, . . . , p 的 Jordan 矩阵。这是矩阵表示

Ak = A | Ek = λk1 +Nk (17.85)

依赖于基 Bk，它给出了 Nk 的幂零标准型。它具有下面的 (17.86) 给出的形式：矩阵沿着对
角线有 λk，并且在对角线的正上方为 1 和 0，并且其它地方为 0。

Ck =




λk 1

· · · 1

λk

 
λk 1

· · · 1

λk


· · · 

λk 1

· · · 1

λk





(17.86)

每个 Ck 是 (mk ×mk) , k = 1, . . . , p。构成 Ck 的每个块称为基本 Jordan 矩阵 (elementary
Jordan matrix)或基本 λ-块 (elementary λ-block)。根据定理 17.14，基 B = B1∪· · ·∪Bp
生成整个 V。依赖于 B，A = S +N 则表示为如下矩阵

C = diag {C1, . . . , Cp} (17.87)

该矩阵称为 A 的 Jordan 标准型 (Jordan canonical form)。算符 A 确定其 Jordan 标准
型，唯一地由 Jordan 矩阵 Ck(对应于不同的本征值) 出现的顺序确定。

最后，根据 (17.81)，每个 Jordan 矩阵 Ck 中的基本 λ-块的数量是 dim(ker(Ak − λk))。



18. 群表示理论

Chapter 4 (定义 4.3) 给出了群表示的一般定义。在本章中，我们将介绍一些与其理论相
关的基本概念和技术，特别是对于有限群。物理学中的群表示以及其数学本身的重要性不容
小觑。

让我们首先通过总体上考虑群表示理论在量子力学中的相关性来激励我们的研究。回想
一下，在量子理论中，物理系统的状态由 Hilbert 空间中的向量 (实际上是一条直线，或着说
相互之间共线从而相差一个乘积因子为复数的向量，但我们将在此忽略这些细节) 和 Hilbert
空间上的幺正算符，如有限平移，有限旋转和时间演变是非常重要，因为它们是规范不变的。
令 U : G→ U(H) 为 Hilbert 空间 H 上的对称群 (symmetry group)G 的一个幺正算符 [如
SO(3)]，其中 U(H) 是 H 上的幺正变换群。G 是对称群意味着它使得 Hamilton 量 H 不变：
对于任意 g ∈ G，有

U †(g)HU(g) = H (18.1)

或者
U(g)H = HU(g) (18.2)

回忆到 U(g)是一个幺正的意味着 U−1(g) = U †(g)。作为 G的对称性质的结果，任意 U(g)|ψ〉
也是如下 Schrödinger 方程的一个解

H|ψ〉 = E|ψ〉 (18.3)

如果 |ψ〉 具有相同本征值 E。实际上

HU(g)|ψ〉 = U(g)U †(g)HU(g)|ψ〉 = U(g)H|ψ〉

= U(g)E|ψ〉 = E(U(g)|ψ〉)
(18.4)
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练习 18.1 说明：对于任意 g ∈ G，当且仅当 [H,U(g)] = 0 时，在 U(g) 下，对于一个可观
测量 A，Schrödinger 方程 (18.3) 和 Heisenberg 运动学方程 [(9.16)]

dA

dt
=

[A,H]

ih̄
+
∂A

∂t

是不变的。

一般来说，一个能量本征值可能是简并的。对于一个特定的 E，如果 H 中的 r 个向量
{|ψ1〉, . . . , |ψr〉} 的集合生成本征空间 VE 称为 r-重简并。上面的讨论说明：对于任意 g ∈ G，
如果 |ψ〉 ∈ VE，则也有 U(g)|ψ〉 ∈ VE。我们也称G 的群作用使得任意本征空间不变。

假设 G 作用在 x ∈M 上，举个例子，M = R3。使用 Dirac 符号由 U(g) 对 |ψ〉 的作用
来得到它对波函数 ψ(x) = 〈x|ψ〉(|ψ〉 的坐标表示) 的作用是有趣的。我们稍微概括并考虑在
装配 Hilbert 空间 HR(见 Chapter 15) 上而不是 H 上的 G 的一个幺正表示 G→ U(HR)，其
中，对于可归一化状态 |ψ〉, UR(g)|ψ〉 ≡ U(g)|ψ〉，对于不可归一化状态 |x〉, UR(g)|x〉 ≡ |gx〉。
后一条件满足幺正性，因为对于任意 x1, x2 ∈M, 〈x1|gx2〉 = 〈g−1x1|x2〉。

假设
U(g)|ψ〉 = |ψ′〉 (18.5)

则
U(g)ψ(x) = ψ′(x) = 〈x|ψ′〉 = 〈x|U(g)|ψ〉

= 〈x |UR(g)|ψ〉 =
〈
U−1
R x|ψ

〉
=
〈
g−1x|ψ

〉
= ψ

(
g−1x

) (18.6)

我们已经在 (4.17) 中运用了此结果。

练习 18.2 验证群作用
U(g)ψ(x) = ψ

(
g−1x

)
(18.7)

满足群同态要求
U (g1)U (g2)ψ(x) = U (g1g2)ψ(x) (18.8)

从我们前面的讨论中，我们得出结论：对于任意 g ∈ G，如果 Hamilton 量 H 与 U(g) 对
易，则 U(g) 给出 H 的任意本征子空间上 G 的一个幺正表示。因此，如果我们找到了使得 H

不变的群 G 的不等价不可约表示，则我们将找到 H 的所有能量本征值的完全分类，而不用
显式求解 Schrödinger 方程。(不久将定义不等价不可约表示的概念)。这种使用群表示理论的
分类在原子，分子，凝聚态物质和粒子物理学中得到了重要的应用。

现在让我们定义群表示理论中的等价和不可约概念。

定义 18.1 如果群 G 的两个表示 D1 : G → T (V1) 和 D2 : G → T (V2) 由一个相似变换
[(1.42)] 关联起来：对于任意 g ∈ G，有

D2(g) = SD1(g)S
−1 (18.9)

则称这两个表示为等价群表示 (equivalent group representation)。其中，S 是从 V1

到 V2 的可逆线性变换。
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定义 18.2 相对于群表示 D : G→ T (V)，对于任意 g ∈ G，如果 v ∈ V1 说明 D(g)v ∈ V1，
则子空间 V1 ⊂ V 被称为是 V 的一个不变子空间 (invariant subspace)。如果不变子空
间不包含任何除自身和 {0} 之外的任何不变子空间，即：如果它不包含任何非平凡的不变
子空间，则称该不变子空间是本征的 (proper)(或最小的 (minimal))。

定义 18.3 V 上群 G 的表示 D : G→ T (V) 被称为不可约的 (irreducible)，满足：如果 V
不包含关于 D 的一个非平凡不变子空间向量空间；否则，D 被称为可约的 (reducible)。
在后一种的情况下，如果非平凡不变子空间的正交补关于 D 也是不变的，则 D 被称为是
完全可约的 (fully reducible)(或者可分解的 (decomposable))。

表达为一个矩阵 (依赖于 V 中基向量的一些选择)，可约表示 (相似变换的意义下) 的算
符 D(g) 看起来像：

D(g) =

(
D1(g) 0

D′(g) D2(g)

)
(18.10)

如果表示空间 V 是 n 维的，则 D(g) 是一个 n×n 矩阵。如果非平凡不变子空间 V1 是 n1 维
的，n1 < n，则分块 D1(g) 是 n1×n1 矩阵。为了看到 (18.10) 的形式，我们选择 V 的一组基
{e1, . . . , en1

, en1+1, . . . , eN} 使得子集 {e1, . . . , en1
} 是 V1 的一组基。V1 是不变的事实说明了

D(g)ei = (D(g))jiej , i = 1, . . . , n1 (18.11)

因此
(D(g))ji = 0, i = 1, . . . , n1; j = n1 + 1, . . . , n (18.12)

这些恰好是 (18.10)等式右边右上方的元素。(回忆我们关于矩阵 aji 的约定，i是行指标，j 是
列指标)。
一个完全可约表示矩阵看起来像，相似变换的意义下

D(g) =

(
D1(g) 0

0 D2(g)

)
(18.13)

在这种情况下，由 {en1+1, . . . , en} 生成的空间 V2 = V⊥
1 也是在 D(g) 下不变的。因此

D(g)ei = (D(g))jiej ∈ V2, i = n1 + 1, . . . , n (18.14)

这说明了
(D(g))ji = 0, i = n1 + 1, . . . , n; j = 1, . . . , n1 (18.15)

这些正是 (18.13) 等式右边左下方分块中的元素。

练习 18.3 考虑

(D(θ))ji =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, 0 ⩽ θ ⩽ 2π

定义 R2 上的单参数群 SO(2) 的表示。说明这个表示在 R2 上不可约。然而，在复 R2 上，
即：C2，考虑成一个向量空间，存在 SO(2) 的完全可约表示。令 {e1, e2} 为 R2 的一组基。
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则它也是 C2 的一组基。说明在 C2 中的基 ei = Sji e
′
j 变化下

e+ = e′1 =
1√
2
(e1 + ie2) , e− = e′2 =

1√
2
(e1 − ie2) (18.16)

(D(θ))ji 可以对角化成 D′ = S†DS，由下式给出

(D′(θ))
j

i =

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
(18.17)

很明显是完全可约的。该表示在物理学中具有非常有用的应用，例如，描述光子的偏振态。

练习 18.4 说明如果群 G 的幺正表示是可约的，则它也是完全可约的。

定理 18.1 内积空间上有限群的每个表示等价于一个幺正表示。

注：这一重要定理也推广到了紧致 Lie 群 (见定理 22.3.)。
证明：令 D : G → T (V) 为一个有限群 G 的一个表示。我们将说明存在一个不可约算符
S ∈ T (V) 使得：对于任意 g ∈ G，有

U(g) = S−1D(g)S (18.18)

是幺正的。由下式定义算符 S：对于任意 v ∈ V，有

Sv =
∑
g∈G

D(g)v (18.19)

用 (u, v) 表示 V 中的内积。则

(U(g)u, U(g)v) =
(
S−1D(g)Su, S−1D(g)Sv

)
=
∑
g′g′′

(
S−1D(g)D (g′)u, S−1D(g)D (g′′) v

)
=
∑
h′h′′

(
S−1D (h′)u, S−1D (h′′) v

)
=
(
S−1Su, S−1Sv

)
= (u, v)

(18.20)

其中，h′ = gg′, h′′ = gg′′，并且在第三个等号位置，我们运用了事实：当 g′ 遍历整个群时，gg′

对于特定的 g 也是如此。因此，U(g) 是幺正的 [c.f. (10.15)]。 □
通过练习 18.4的结论和上面的定理，我们看到：有限群的所有可约表示都是完全可约的。
在本章的其余部分，我们将在有限群的不可约表示理论中发展一些基本和有用的事实。首

先，我们介绍一个中心定理，Schur 引理，所有这些事实都是基于这个定理。一些重要的无限
群 [如 SO(3) 和 SU(2)] 的表示将在后面讨论 (见 Chapter 21 和 Chapter 22)。

定理 18.2 — Schur 引理 (Schur’s Lemma). 令 D1 : G → T (V1) 和 D2 : G → T (V2) 分别是群
G 在向量空间 V1 和 V2 上的两个不可约表示。令 A : V1 → V2 是一个线性映射使得

对于任意g ∈ G D2(g)A = AD1(g) (18.21)
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则
(1) 如果 D1 不等价于 D2，则 A = 0，
(2) 如果 D1 = D2(因此 V1 = V2)，则 A = λI，其中 λ 是一个标量，I 是单位算符 (在

V1 = V2 中)。

证明：考虑 ker(A) = {v1 ∈ V1|Av1 = 0 ∈ V2}。对于任意 g ∈ G，这是 D1 下 V1 的不变子群，
因为，如果 v1 ∈ ker(A)，则

AD1(g)v1 = D2(g)Av1 = D2(g)(0) = 0 ∈ V2 (18.22)

由于 D1 根据假设是不可约的，V1 不包含非平凡的不变子空间。因此 ker(A)要么是 V1 全部，
要么是 {0}。在前一种情况，A = 0(零算符)，并且整个定理已经证明 [对于表述 (2)λ = 0]。假
设 ker(A) = {0}。则通过推论 17.1，A 建立了 V1 和 V2 间的同构。因此，条件 (18.21) 可以
被重写成

对于任意g ∈ G D2(g)A = AD1(g) (18.23)

说明 D1 和 D2 是等价表示。这证明了 (1)。

为了证明表述 (2)，我们假设 V1 = V2 = V 是一个复向量空间。则 A 有至少一个本征值
[见 (17.5) 后面的讨论]。令 λ 是 A 的一个本征值，并且 Vλ ⊂ V 是对应 λ 的本征空间。则，
对于任意 v ∈ Vλ，有

Av = λv (18.24)

并且
AD1(g)v = D1(g)Av = λD1(g)v (18.25)

因此 Vλ 是 V的不变子空间；并且因为根据假设 D1 是不可约的，Vλ = V。于是得到 A = λI。
□

推论 18.1 Abel 群的不可约表示都是一维的。

证明：令 D : G → T (V) 是一个 Abel 群 G 的一个不可约表示。对于确定的 g′ ∈ G，G 的
Abel 性质意味着

对于任意g′ ∈ G, D(g)D (g′) = D (g′)D(g) (18.26)

令 D(g′) 扮演上面 Schur 引理表述中 A 的角色。则引理中的表述 (2) 意味着

D (g′) = λI (18.27)

由于 g′ 的选择是任意的，D(g) 对于任意 g ∈ G 是对角化的。由于 D 是不可约的，矩阵 D(g)

必须是 1× 1，并且表示因此是一维的。 □

在为有限群的表示提出后面的结果之前，在此列出与它们相关的各种量并定义一些符号
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是极好的：

NG =群G元素的数量 (群的阶 (order))

N(i) =第i共轭 (等价) 类中元素的数量

NC =群中共轭类的数量

NR = G的不等价不可约表示的数量

N(µ) =第µ不可约表示的维度 (只计算不可约表示)

D(µ)(g) =第µ不可约表示中对应g ∈ G的线性算符

χ(µi) =第µ不可约表示中第i共轭类群元素的本征标 (charater)

≡ Tr
(
D(µ)(g)

)
, g ∈第i类

注意到通过定理 17.2和方程 (17.35)，本征标 χ(µi) 独立于表示或类中的特定表示。我们对表
示指标运用希腊字母，对类指标运用拉丁字母。这些指标都不表示张量，为了区别将它们放在
括号里。括号里的指标求和将被显式给出，同时 Einstein 求和标准将仅用于重复张量指标。

定理 18.3 —群表示的正交归一性 (Orthonormality of Group Representations). 对于一个有限群 G

N(µ)

NG

∑
g∈G

(
D−1

(µ)(g)
)k
i

(
D(ν)(g)

)j
l
= δµνδ

j
i δ
k
l (18.28)

证明：令M 为一个任意 N(µ) ×N(ν) 矩阵。然后定义 N(µ) ×N(ν) 矩阵 AM 如下

AM ≡
∑
g′∈G

D−1
(µ) (g

′)MD(ν) (g
′) (18.29)

我们有：对于任意 g ∈ G，有

D−1
(µ)(g)AMD(ν)(g) =

∑
g′

D−1
(µ)(g)D

−1
(µ) (g

′)MD(ν) (g
′)D(ν)(g)

=
∑
g′

(
D(µ) (g

′)D(µ)(g)
)−1MD(ν) (g

′)D(ν)(g) =
∑
g′

D−1
(µ) (g

′g)MD(ν) (g
′g)

=
∑
g′

D−1
(µ) (g

′)MD(ν) (g
′) = AM

(18.30)

因此
对于任意g ∈ G, AMD(ν)(g) = D(µ)(g)AM (18.31)

通过 Schur引理，无论是 µ 6= ν，在这种情况下 AM，还是 µ = ν，在这种情况下 AM = λMI。

现在让我们考虑 N(µ)N(ν) 矩阵的集合，Mk
l , l = 1, . . . , N(µ), k = 1, . . . , N(ν)。每个都是一

个 N(µ) ×N(ν) 矩阵，其中第 (ij) 元素有下式给出

(
Mk

l

)j
i
= δjl δ

k
i (18.32)
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令 (18.29) 中的矩阵M 是Mk
l 中任意一个。相应地，我们有 Akl，根据 (18.29) 给出

(
Akl
)j
i
=
∑
g

(
D−1

(µ)(g)
)n
i

(
Mk

l

)p
n

(
D(ν)(g)

)j
p

=
∑
g

(
D−1

(µ)(g)
)n
i
δpl δ

k
n

(
D(ν)(g)

)j
p
=
∑
g

(
D−1

(µ)(g)
)k
i

(
D(ν)(g)

)j
l

(18.33)

我们已经知道如果 µ 6= ν，Akl 必须消失。因此，我们已经在 µ 6= ν 的情况下证明了定理。

当 µ = ν,Akl = λkl I，即: (
Akl
)j
i
= λkl δ

j
i (18.34)

其中，λkl 是一个标量 (∈ C)。因此 (18.33) 产生 (对于 µ = ν)

λkl δ
j
i =

∑
g

(
D−1

(µ)(g)
)k
i

(
D(µ)(g)

)j
l

(18.35)

其中，所有指标遍历从 1 到 N(µ)。取指标 j 为 i(合并一对指标 i 和 j)，我们有

λkl δ
i
i = N(µ)λ

k
l =

∑
g

(
D(µ)(g)

)i
l

(
D−1

(µ)(g)
)k
i

=
∑
g

(
D(µ)(g)D

−1
(µ)(g)

)k
l
=
∑
g

δkl = NGδ
k
l

(18.36)

或者
λkl =

NG

N(µ)

δkl (18.37)

将这一结果代入 (18.35) 便得到定理。 □

作为一个例子，考虑两元素循环群 (cyclic group)C2 = {e, a}，其中 a2 = e(因此 a−1 =

a)。这个群是 Abel 的，所以根据引理 18.1，所有不可约表示都是一维的。首先我们有平凡表
示：D(1)(e) = 1, D(1)(a) = 1。其中 N(1) = 1 并且 NG = 2，这很明显满足 (18.28)。通过令
µ = 1，正交归一性定理说明了所有其它表示 (ν 6= 1) 必须满足

1

2

(
D(ν)(e) +D(ν)(a)

)
= 0 (18.38)

对于任意一维表示，D(ν)(e) = 1。因此 D(ν)(a) = −1。我们总结：除了平凡表示 D(1)，还仅
有另一个：D(2)(e) = 1, D(2)(a) = −1。

下面重要定理补充了正交归一性定理 (定理 18.3)。它将被表述而不证明 (见 W.-K Tung
1985)。

定理 18.4 —不可约表示的完备性 (Completeness of Irreducible Representations).

∑
µ

N(µ)

NG

Tr
(
D(µ)(g)D

−1
(µ) (g

′)
)
= δgg′ (18.39)
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上述定理可以立刻得到的结果是，取 g = g′：∑
µ

(
N(µ)

)2
= NG (18.40)

这显式说明了有限群的所有不可约表示是有限维的。

下面定理考虑群元素在特定共轭类中的不可约表示的本征标 χ(µi)。

定理 18.5 ∑
g∈Ci

D(µ)(g) =
N(i)

N(µ)

χ(µi)I (18.41)

其中，Ci ⊂ G 由第 i 共轭类中的元素组成并且 I 是单位算符。

证明：令
A(µi) ≡

∑
g′∈Ci

D(µ) (g
′) (18.42)

则：对于任意 g ∈ G，有

D(µ)(g)A(µi)D
−1
(µ)(g) =

∑
g′∈Ci

D(µ)(g)D(µ) (g
′)D−1

(µ)(g)

=
∑
g′∈Ci

D(µ)

(
gg′g−1

)
=
∑
g′∈Ci

D(µ) (g
′) = A(µi)

(18.43)

因此，通过 Schur 引理
A(µi) = λ(µi)I (18.44)

为了计算数 λ(µi)，我们对 (18.42) 两边取迹得到

λ(µi)N(µ) = N(i)χ(µi) (18.45)

将这一结果代入 (18.44) 中的 λ(µi)，并对 Aµi 运用 (18.42) 得到该定理。 □

定理 18.6 —群本征标的正交归一性和完备性 (Orthonormality and Completeness of Group Chara

-cters). ∑
i

N(i)

NG

χ(µi)χ(νi) = δµν (正交归一性) (18.46)

N(i)

NG

∑
µ

χ(µi)χ(µj) = δij (完备性) (18.47)

其中，在 (18.46) 中求和遍历共轭类并且在 (18.47) 中它遍历不等价不可约表示。(两个方
程中的 bar 符号意味着取复共轭)。

证明：合并正交归一性定理 [(18.28)] 指标对 (i, k) 和 (l, j)，我们有

N(µ)

NG

∑
g∈G

(
D−1

(µ)(g)
)i
i

(
D(ν)(g)

)j
j
= δµνδ

i
i = N(µ)δµν (18.48)
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因为有限群中每个表示等价于一个幺正表示 (定理 18.1)，并且因为矩阵的迹在相似变换下不
变 (定理 17.2)，上面的方程可以重写成

1

NG

∑
g∈G

(
U †

(µ)(g)
)i
i
U(ν)(g))

j
j = δµν (18.49)

其中，U(µ) 和 U(ν) 是幺正表示，并且我们已经运用了事实：对于幺正算符，U−1 = U †。更进
一步，因为

χ(µi) = Tr
(
U(µ)(g)

)
=
(
U(ν)(g)

)j
j

(18.50)

只取决于表示和共轭类，并且 (
U(µ)(g)

)j
j
=
(
U †

(µ)(g)
)j
j

(18.51)

直接从 (18.49) 得到正交归一性条件 (18.46)。

为了证明完备性条件，我们采用 (18.39) 等式左边并操作如下：

∑
g∈Ci

∑
g′∈Cj

∑
µ

N(µ)

NG

Tr
(
D(µ)(g)D

−1
(µ) (g

′)
)

=
∑
µ

∑
g∈Ci

∑
g′∈Cj

N(µ)

NG

Tr
(
U(µ)(g)U

†
(µ) (g

′)
)

=
∑
µ

N(µ)

NG

N(i)

N(µ)

N(j)

N(µ)

χ(µi)χ(µj) Tr(I) =
N(i)N(j)

NG

∑
µ

χ⟨µi)χ(µj)

(18.52)

其中，在第二个等号我们已经运用了 (18.41)。通过 (18.39)，上面方程的第一个等号的左边也
等于 ∑

g∈Ci

∑
g′∈Cj

δgg′ = N(i)δij (18.53)

令 (18.52) 中最后一个等号的右边等于 N(i)δij 并取复共轭，得到了完备性条件 (18.47)。 □

作为定理 18.6的推论，我们有下面重要事实。

推论 18.2 任意有限群 G 的不等价不可约表示的数目等于 G 不同共轭类的数目。

证明：我们令 (18.46) 中 µ = ν 并且 (18.47) 中 i = j，我们有∑
i

N(i)χ(µi)χ(µi) = 1 (18.54)

∑
µ

N(i)χ(µi)χ(µi) = 1 (18.55)

对 (18.54) 中的 µ 求和并且对 (18.55) 中 i 求和，便得到推论。 □

由于推论 18.2，群 G 的本征标 χ(µi) 可以排列为 NC ×NC 矩阵中的项，其中 NC 是 G

中不同的共轭类的数目。该矩阵通常称为 G 的本征标表。注意，对于 Abel 群，每个群元素本
身都在一个共轭类中，并且在推论 18.1中，所有不可约表示都是一维的。因此，对于 g ∈ Ci，
有 D(µ)(g) = χ(µi)。
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定理 18.7 在将给定表示 D(G) 简化为其不可约组分时，不可约表示 D(µ) 出现的次数 n(µ)

由下式给出：
n(µ) =

∑
i

N(i)

NG

χ(µi)χ(i) (18.56)

其中，χ(i) ≡ Tr(D(g)), g ∈ Ci(第 i 共轭类)。

证明：我们有：对于 g ∈ Ci

χ(i) = Tr(D(g)) =
∑
ν

n(ν)χ(νi) (18.57)

因此，两边都乘以 N(i)

NG
χ(µi) 并对 i 求和，我们有

∑
i

N(i)

NG

χ(µi)χ(i) =
∑
ν

n(ν)

∑
i

N(i)

NG

χ(µi)χ(νi) =
∑
ν

n(ν)δµν = n(µ)

其中，在第二个等号位置我们已经运用了 (18.46)。 □

最终，关于群本征标，我们有

定理 18.8 具有本征标 χ(i) 的群 G 的一个表示是不可约的，当且仅当∑
i

N(i)

∣∣χ(i)

∣∣2 = NG (18.58)

证明：我们有 ∑
i

N(i)

∣∣χ(i)

∣∣2 =∑
i

N(i)

∑
µ

n(µ)χ(µi)

∑
ν

n(ν)χ(νi)

= NG

∑
µ,ν

n(µ)n(ν)δµν = NG

∑
µ

n2
(µ)

(18.59)

如果表示是不可约的，对于一些 µ 有 n(µ) = 1 和对于任意 ν 6= µ 有 n(ν) = 0 必须是正确的。
因此得到 (18.58)。相反，假设 (18.58) 成立。则 (18.59) 意味着∑

µ

n2
(µ) = 1 (18.60)

这反过来说明对于一些 µ 有 n(µ) = 1 和对于任意 ν 6= µ 有 n(ν) = 0。表示因此是不可约的。
□

作为上面关于群本征标讨论的说明，我们将处理二面体群 D6 的本征标表。这个有限群
是由平面上旋转 60◦ 的所有乘积和这些旋转与一个关于 x-轴的镜面反射的乘积组成。它的 12

个元素列举如下
D6 =

{
e, a, a2, a3, a4, a5, b, ba, ba2, ba3, ba4, ba5

}
其中，a = 逆时针绕 z-轴旋转 60◦，同时 b = 关于 x-轴的镜面反射。它分解为下面六个共轭
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类：
C1 = {e}, 所以N(1) = 1

C2 = {a3} , 所以N(2) = 1

C3 = {a, a5} , 所以N(3) = 2

C4 = {a2, a4} , 所以N(3) = 2

C4 = {ab, ba, a3b} , 所以N(5) = 3

C6 = {b, ba2, a2b} , 所以N(6) = 3

练习 18.5 验证上面给出的 Ci 确实是共轭类。

根据推论 18.2，D6 则有六个不等价不可约表示，它们用 Γ(i), i = 1, 2, . . . , 6 标记。从定
理 18.4[(18.40)]，我们有

NG = 12 =
6∑

µ=1

(
N(µ)

)2
这个方程有唯一的解：12 = 12 + 12 + 12 + 12 + 22 + 22。因此 Γ(i), i = 1, 2, . . . , 6 维度分别为
1, 1, 1, 1, 2, 2。本征标表的 36 项为 χ(µi), µ, i = 1, . . . , 6。这将写成一个矩阵，其中 µ 是表示的
指标 (行指标)，i 是类的指标 (列指标)。

令 Γ(1) 为 (一维) 恒元表示由对于任意 g ∈ D6，Γ(1)(g) = 1 给出。因此本征标表 (矩
阵) 的第一行都是 1。因为 Γ(µ)(e) = I(单位算符)，χ(µ1) = Tr

(
IN(µ)

)
= N(µ)，其中 IN(µ)

是
一个 N(µ) × N(µ) 的单位矩阵。第一列因此是 1, 1, 1, 1, 2, 2。一维表示 Γ(1),Γ(2),Γ(3) 和 Γ(4)

的其余本征标相对容易计算出来因为 Γ(µ)(g, µ = 1, 2, 3, 4) 只是数字，并且如果 g ∈ Ci，则
Γ(µ)(g) = χ(µi)。对于这些 Γ(µ)(g)，我们有

χ(µi)χ(µj) = χ(µk), µ = 1, 2, 3, 4

其中，k 是群元素 g1g2(g1 ∈ Ci 并且 g2 ∈ Cj) 的类指标。观察 Ci 成员的显式表达，并且运用
D6 的乘法表，我们有，举个例子

µ = 2, 3, 4


χ2
(µ2) = 1 =⇒ χ(µ2) = ±1
χ(µ4)χ(µ5) = χ(µ5) =⇒ χ(µ4) = 1

χ(µ3)χ(µ4) = χ(µ2) =⇒ χ(µ2) = χ(µ3)

我们也有

µ = 2, 3, 4

{
χ2
(µ5) = χ2

(µ5) = 1

χ(µ3)χ(µ5) = χ(µ6)

⇒ χ2
(µ5) = ±1, χ2

(µ6) = ±1

为了确定一维表示所有的 χ(µi)，我们只需要多一个关于 χ(µi) 的线性方程。这可以通过在正
交归一性关系 [(18.46)] 中取 µ = 1 和 ν = 2, 3 或 4 得到：

1 + χ(ν2) + 2χ(ν3) + 2χ(ν4) + 3χ(ν5) + 3χ(ν6) = 0

或者，回忆 χ(ν2) = χ(ν3) 和 χ(ν4) = 1

1 + χ(ν2) + χ(ν5) + χ(ν6) = 0, ν = 2, 3, 4
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上面的取值将对于 µ = 1, 2, 3, 4 唯一确定所有 χ(µi)。

练习 18.6 计算 D6 一维表示的所有本征标 χ(µi)。(见 Table 18.1)。

两个二维表示 Γ(5) 和 Γ(6) 之一可以很显然地由下面的旋转矩阵给出

Γ(5)(a) =

(
cos π

3
− sin π

3

sin π
3

cos π
3

)
=

(
1/2 −

√
3/2

√
3/2 1/2

)

并且镜面反射矩阵 (关于 x-轴)

Γ(5)(b) =

(
1 0

0 −1

)
Γ(5) 的所有其它群元素的 2× 2 表示矩阵可以简单地通过矩阵乘法来确定。对合适的 2× 2 矩
阵取迹，我们发现：χ(51) = 2, χ(52) = −2, χ(53) = 1, χ(54) = −1, χ(55) = χ(56) = 0。当 Γ(6) 剩余
的二维表示不明显时，它的本征标可以通过群本征标的正交归一性和完备性定理 (定理 18.6)
确定。先后在 (18.47) 中令 i = j = 5 和 i = j = 6，我们立刻得到 χ(65) = χ(66) = 0。最后三
个本征标 χ(62), χ(63), χ(64) 可以从 (18.46) 确定，举个例子 (µ = 1, ν = 6)，(µ = 4, ν = 6) 和
(µ = 5, ν = 6)。因此

χ(62) + 2χ(63) + 2χ(64) = −2, χ(62) + 2χ(63) − 2χ(64) = 2, χ(62) − χ(63) + χ(64) = 2

这进一步得到结果 χ(62) = 2, χ(63) = −1 和 χ(64) = −1。
我们最终将 D6 的本征标表表示如下 (Table 18.1)。在表中，类名称 Ci 中括号内的数字

是该类中元素的数量 N(i)。

Table 18.1

C1(1) C2(1) C3(2) C4(2) C5(3) C6(3)
Γ(1) 1 1 1 1 1 1
Γ(2) 1 1 1 1 −1 −1
Γ(3) 1 −1 −1 1 1 −1
Γ(4) 1 −1 −1 1 −1 1
Γ(5) 2 −2 1 −1 0 0
Γ(6) 2 2 −1 −1 0 0

练习 18.7 验证 Table 18.1中的本征标表满足定理 18.6

给定一个完全可约表示 D : G → T (V)，我们现在想要找到 D(G) 包含的 G 的所有不可
约表示。目标是找到投影算符 P(µ) ∈ T (V) 使得对于任意 v ∈ V，有 P(µ)v ∈ V(µ)，其中 V(µ)

是第 µ 不等价不可约表示的表示空间。

回忆关于特定表示的 Lie代数的包络代数的概念 (在 Chapter 7中介绍)。我们对群有一个
类似的概念。在群 G中，仅定义群乘法，所以如果 g1 ∈ G和 g2 ∈ G，则 g1g2 ∈ G。αg, α ∈ C
或者 g1 + g2 没有定义。然而，对于一个给定的表示 D(G)，αD(g) 和 D(g1) +D(g2) 都被很
好地定义了，因此对于任意 g ∈ G 有 D(g) 是一个线性算符。D(G) ⊂ T V 中的所有元素满足
一般分配律和结合律的求和和乘积被称为关于表示 D 的 G 的群代数 (group algebra)，用
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AD(G) 表示。考虑算符 (P(µ))
j
i ∈ AD(G) 定义为

(
P(µ)

)j
i
≡
N(µ)

NG

∑
g∈G

(
D(µ)

(
g−1
))i
j
D(g), i, j = 1, . . . , N(µ) (18.61)

我们有

(
P(µ)

)j
i

(
P(ν)

)l
k
=
N(µ)N(ν)

N2
G

∑
g1,g2∈G

(
D(µ)

(
g−1
1

))i
j

(
D(ν)

(
g−1
2

))k
l
D (g1)D (g2)

=
N(µ)N(ν)

N2
G

∑
g1,g∈G

(
D(µ)

(
g−1
1

))i
j

(
D(ν)

(
g−1g1

))k
l
D(g)

=
N(µ)N(ν)

N2
G

∑
g1,g∈G

(
D(µ)

(
g−1
1

))i
j

i∑
m=1

(
D(ν)

(
g−1
))m
l

(
D(ν) (g1)

)k
m
D(g)

=
N(ν)

NG

∑
g∈G

N(ν)∑
m=1

(
D(ν)

(
g−1
))m
l

(
N(µ)

NG

∑
g1∈G

(
D−1

(µ) (g1)
)i
j

(
D(ν) (g1)

)k
m

)
D(g)

=
N(ν)

NG

∑
g∈G

N(ν)∑
m=1

(
D(ν)

(
g−1
))m
l
δµνδ

k
j δ
i
mD(g) = δµνδ

k
j

∑
g∈G

(
D(µ)

(
g−1
))i
l
D(g)

(18.62)

在第二个等号位置我们令 g = g1g2，并在第五个等号位置我们运用了正交归一性定理 [定理
18.3中 (18.28)]。因此，通过 (18.61) 有

(
P(µ)

)j
i

(
P(ν)

)l
k
= δµνδ

k
j

(
P(µ)

)l
i

(18.63)

让我们现在来定义

P(µ) ≡
(
P(µ)

)i
i
=
N(µ)

NG

∑
g∈G

χ(µ)

(
g−1
)
D(g) =

N(µ)

NG

NC∑
i=1

χ(µi)

∑
g∈Ci

D(g) (18.64)

其中，χ(µ) 是第 µ 表示的本征标。我们将说明这是我们寻找的投影算符。

首先，(18.63)说明 P(µ) 是幂等的 (idempotent)(任意投影算符都必须满足的一个性质)：

P(µ)P(ν) = δµνP(µ) (18.65)

我们也需要证明完备性：
NR∑
µ=1

P(µ) = I (18.66)

其中，I 是单位算符。

由于 D(G) 总是完全可约的，存在一个不可约算符 T (V 上)，使得：对于任意 g ∈ G 有

T−1D(g)T =


D(1)(g) 0

. . .
0 D(NR)(g)

 (18.67)
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其中，第 µ 表示 D(µ)(g) 出现了 n(µ) 次 [(18.56)](n(µ) 可以是零)。因此

T−1AiT =


A(1i) 0

. . .
0 A(NRi)

 (18.68)

其中
A(i) ≡

∑
g∈Ci

D(g) (18.69)

[回忆 (18.42)]。从定理 18.5有

A(µi) =
N(i)

N(µ)

χ(µi)IN(µ)
(18.70)

其中 IN(µ)
是 N(µ) ×N(µ) 单位矩阵。因此，通过正交归一群本征标 [定理 18.6中 (18.46)] 有

N(µ)

NG

NC∑
i=1

χ(µi)A(νi) = δµνIN(µ)
(18.71)

从 (18.64) 得到

T−1

(∑
µ

P(µ)

)
T =

∑
µ

T−1P(µ)T =
∑
µ

N(µ)

NG

NC∑
i=1

χ(µi)

∑
g∈Ci

T−1D(g)T

=
∑
µ

N(µ)

NG

NC∑
i=1

χ(µi)T
−1A(i)T =

∑
µ

N(µ)

NG

NC∑
i=1

χ(µi)


A(1i) 0

. . .
0 A(NRi)



=
∑
µ



δ1µ 0

· · · · · · · · ·
0 δ1µ

0

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·

0

δNRµ 0

· · · · · · · · ·
0 δNRµ



= I

(18.72)

其中，倒数第二个等号位置的右边，左上方的分块包含一个 N(1) ×N(1) 子矩阵并且右上方分
块包含一个 N(NR) ×N(NR) 子矩阵。因此

∑
µ P(µ) = I 和完备性建立了。

投影算符 P(µ) 也满足下面的性质：
1)

对于任意g ∈ G
[
P(µ), D(g)

]
= 0 (18.73)

2) 如果 D 是幺正的，P(µ) 是 hermitian。
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练习 18.8 证明上面两条性质。

在下一章中，我们将看到在当前发展出的许多结果的应用。

我们将用总体上考虑关于不可约表示积的约化问题来总结本章。这个主题在复合系统的
物理学中有重要的应用。

令 D(µ) : G → T (V(µ)) 和 D(ν) : G → T (V(ν)) 为群 G 的两个不可约表示。维度为
N(µ)N(ν) 的积表示 (product representation)D(µ)×D(ν) : G→ T (V(µ)⊗V(ν)) 由下式给出((

D(µ) ×D(ν)

)
(g)
) (
e
(µ)
i ⊗ e

(ν)
j

)
=
(
D(µ)(g)e

(µ)
i

)
⊗
(
D(ν)(g)e

(ν)
j

)
(18.74)

这个表示一般是可约化的。一般约化写成所谓的 Clebsch-Gordon 级数 (Clebsch-Gordon
series)：

D(µ) ×D(ν) =
∑
⊗ σ

n(µν, σ)D(σ) (18.75)

其中，n(µν, σ) 是第 σ 不可约表示出现在积表示中的次数 [c.f. (18.56)]。方程 (18.74) 说明积
表示的本征标和那些不可约表示由下式联系起来

χ(µ×ν)(g) = χ(µ)(g)χ(ν)(g) (18.76)

因此根据 (18.56) 有
n(µν,σ) =

1

NG

∑
g∈G

χ(σ)(g)χ(µ)(g)χ(ν)(g) (18.77)

假设 {e(µ)i }和 {e
(ν)
j }分别是不可约表示空间 V(µ) 和 V(ν) 的标准正交基。我们运用 Dirac

符号将基向量写成 |(µ)i〉 和 |(ν)j〉。积表示空间的基向量可以因此写成

|(µ)i(ν)j〉 ≡ |(µ)i〉 ⊗ |(ν)j〉 (18.78)

我们有完备性条件 [c.f. (12.12)] ∑
ij

|(µ)i(ν)j〉〈(µ)i(ν)j| = 1 (18.79)

Clebsch-Gordon 级数 (18.75) 右边的标准正交基的状态可以用 |(σ)αl〉 表示，其中，α =

1, . . . , n(µν,σ) 标记 (可能) 多次出现的第 σ 不可约表示，并且 l = 1, . . . , N(σ)。从 (18.79)
得出

|(σ)αl〉 =
∑
ij

|(µ)i(ν)j〉〈(µ)i(ν)j|(σ)αl〉 (18.80)

矩阵元素 〈(µ)i(ν)j|(σ)αl〉 称为 Clebsch-Gordon 系数 (Clebsch-Gordon coefficients)。
它们很明显满足下面一对正交归一性和完备性条件：∑

ij

〈(σ′)α′l′|(µ)i(ν)j〉 〈(µ)i(ν)j|(σ)αl〉 = δσ′σδα′αδl′l (18.81)

∑
σαl

〈(µ)i′(ν)j′|(σ)αl〉 〈(σ)αl|(µ)i(ν)j〉 = δi′iδj′j (18.82)
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方程 (18.81)是 {|(µ)i(ν)j〉}(对于确定的 µ和 ν)完备性和 {|(σ)αl〉}的正交归一性的结果，同
时 (18.82) 是 {|(σ)αl〉} 完备性和 {|(µ)i(ν)j〉}(对于确定的 µ 和 ν) 的正交归一性的结果。
下面的张量关系是 Clebsch-Gordon 级数 (18.75) 在应用中也十分有用。我们有：对于任

意 g ∈ G，有

(
D(µ)(g)

)k
i

(
D(ν)(g)

)m
j
=
∑
σαll′

〈(µ)k(ν)m|(σ)αl′〉
(
D(σ)(g)

)l′
l
〈(σ)αl|(µ)i(ν)j〉 (18.83)

δσ′σδα′
(
D(σ)(g)

)l′
l
=
∑
ijkm

〈(σ′)α′l′|(µ)k(ν)m〉
(
D(µ)(g)

)k
i

(
D(ν)(g)

)m
j
〈(µ)i(ν)j|(σ)αl〉 (18.84)

练习 18.9 证明上面两个方程。



19. 二面体群 D6 和苯 (Benzene)分子

在本章中，我们将展示有限群表示理论的一个有趣的量子力学应用。我们将研究苯分子
C6H6 的电子能级，其具有如 Figure 19.1所示的六边形环结构。碳的原子序数 Z 是 6。在与
每个碳原子相关的 6 个电子中，2 个在 K-层中 (主量子数 n = 1)，4 个在 L-层 (n = 2) 中。
四个价电子中的三个与六边形环平面中的轴对称轨道 (沿着 C − C 和 C −H 轴) 形成杂化的
σ-键 (Figure 19.2)。它们与碳核相对紧密结合。第四价电子是 π-电子，其轨道垂直于环平面

Figure 19.1 Figure 19.2

(pz-轨道)(Figure 19.3)。

每个 π-电子都可以被描绘成在环周围“漫游”，因此它的波函数 () 分子轨道) 是局域 pz

轨道的线性叠加，由下式给出：

ψ(r) =
6∑
i=1

aiϕi(r) (19.1)
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Figure 19.3

其中，ϕi(r) 是以第 i 个碳核位点 Ri 为中心的局域 pz 轨道 (见 Figure 19.4)，由下式给出：

ϕi(r) ≡ ϕ (r −Ri) = β |r −Ri| cos θ exp {−α |r −Ri|} (19.2)

其中，α 和 β 是常数。

我们必须求解 Schrödinger 方程
Hψ = Eψ (19.3)

其中单电子的 Hamilton 量由下式给出

H = − h̄2

2m
∇2 −

6∑
i=1

Ze2

|r −Ri|
(19.4)

其中仅包括电子和碳核子间的 Coulomb 相互作用。假设

〈ϕi|ϕj〉 ≡
∫
d3rϕi(r)ϕj(r) = δij (19.5)

(即：在所有原子核位置的局域原子轨道都被归一化，并且 i 6= j的交叠积分全部消失)，Schrödinger
方程 (19.3) 等价于

H i
ja
j = Eai, i = 1, . . . , 6 (19.6)

其中 [c.f. (12.26)]
H i
j ≡ 〈ϕi|H|ϕj〉 =

∫
d3rϕi(r)Hϕj(r) (19.7)
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Figure 19.4

练习 19.1 从 Schrödinger 方程 (19.3) 推导出 (19.6) 和非交叠轨道 (19.5) 的假设。

方程 (19.6) 得到特征方程 (secular equation)

det(H − E) = 0 (19.8)

它的解产生能量本征值 [c.f. (17.5)]。
不同于直接解决问题，我们将运用群论来得到关于由 (19.4) 给出的 Hamilton 量 H 的谱

分类的重要信息。在目前的问题，相关对称群很明显是前面章节中介绍的二面体群 D6。在 D6

群作用在核坐标 Ri, i = 1, . . . , 6下，Hamilton量 H 很明显不变。因此在由 ϕi(r), i = 1, . . . , 6

生成的空间存在 D6 的幺正表示，其一般向量 ψ(r) 具有 (19.1) 的形式。表示由下式给出 [c.f.
(19.2) 和 (18.6)]

U(g)ϕi(r) = ϕ
(
r − g−1Ri

)
, g ∈ D6 (19.9)

选择如 Figure 19.5所示确定的核位置 Ri 的一个坐标系统，我们因此有，在 U(a) 下 (逆
时针旋转 60◦)：

ϕ1 → ϕ6 → ϕ5 → ϕ4 → ϕ3 → ϕ2 → ϕ1

并且在 U(b) 下 (关于 x-轴反射)：

ϕ1 → ϕ1, ϕ2 ↔ ϕ6, ϕ3 ↔ ϕ5, ϕ4 → ϕ4

练习 19.2 直接验证由 (19.9) 给出的 D6 的表示是幺正的：〈U(g)ϕi|U(g)ϕj〉 = 〈ϕi|ϕj〉。

由下式定义表示矩阵元素：
U(g)ϕi = (U(g))jiϕj (19.10)
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Figure 19.5

我们有

U(a) =



0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1


, U(b) =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0


(19.11)

所有其它 U(g) 都可以很容易地通过上面两个矩阵的矩阵乘法得到。注意到，表示 U 是可约
的。

我们在上一章开头表明：H 的能量本征值可以由 D6 的不等价不可约表示分类。为了找
到它们，我们首先使用上一章关于 D6 的结论。我们发现 D6 有维度为 1, 1, 1, 1, 2, 2 的六个不
等价不可约表示。D6 的本征表 (Table 18.1) 和定理 18.7则可以用来找到第 µ 个不可约表示
出现在我们的表示 U(D6) 的次数 n(µ)。观察到

χ(1) = Tr(U(e)) = 6, χ(2) = Tr (U (a3)) = 0, χ(3) = Tr(U(a)) = 0

χ(4) = Tr (U (a2)) = 0, χ(5) = Tr(U(ab)) = 0, χ(6) = Tr(U(b)) = 2
(19.12)

我们有，从 (18.56)
n(µ) =

1

2

(
χ(µ1) + χ(µ6)

)
(19.13)

本征表则揭示了

n(1) =
1
2
(1 + 1) = 1, n(2) =

1
2
(1− 1) = 0, n(3) =

1
2
(1− 1) = 0

n(4) =
1
2
(1 + 1) = 1, n(5) =

1
2
(2 + 0) = 1, n(6) =

1
2
(2 + 0) = 1

(19.14)
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我们看到表示 U 分解为下面的不可约表示：

U = Γ(1) ⊕ Γ(4) ⊕ Γ(5) ⊕ Γ(6) (19.15)

我们的下一个任务是从 U 的表示空间中投射出不可约表示空间 V(1),V(4),V(5) 和 V(6)。
我们需要计算由 (18.64) 给出的投影算符 P(µ), µ = 1, 4, 5, 6。写

Si ≡
∑
g∈Ci

U(g) (19.16)

它们由下式给出

P(µ) =
N(µ)

12

6∑
i=1

χ(µi)Si (19.17)

计算很长但也很直接。我们给出如下步骤。方程 (19.17) 给出

P(1) =
1

12

6∑
i=1

Si

P(4) =
1

12
(S1 − S2 − S3 + S4 − S5 + S6)

P(5) =
1

6
(2S1 − 2S2 + S3 − S4)

P(6) =
1

6
(2S1 + 2S2 − S3 − S4)

(19.18)

其中
S1 = U(e) = I6 (6× 6单位矩阵)

S2 = U
(
a3
)
=

(
0 I3

I3 0

)
(19.19)

(分块为 3× 3 矩阵，I3 为 3× 3 单位矩阵)

S3 = U(a) + U
(
a5
)
=

(
A B

B A

)
(19.20a)

S4 = U
(
a2
)
+ U

(
a4
)
=

(
B A

A B

)
(19.20b)

S5 = U(ab) + U(ba) + U
(
a3b
)
=

(
A C

C A

)
(19.20c)

S6 = U(b) + U
(
ba2
)
+ U

(
a2b
)
=

(
C A

A C

)
(19.20d)
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在上面的方程中

A ≡


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , B ≡


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , C ≡


1 0 1

0 1 0

1 0 1

 (19.21)

运用 (19.19),(19.20a) 和 (19.21)，(19.18) 的投影算符可以显式写成如下的形式 (依赖于基
{ϕi})：

P(1) =
1

6



1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1


, P(4) =

1

6



1 −1 1 −1 1 −1
−1 1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1
−1 1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1
−1 1 −1 1 −1 1


(19.22a)

P(5) =
1

6



2 1 −1 −2 −1 1

1 2 1 −1 −2 −1
−1 1 2 1 −1 −2
−2 −1 1 2 1 −1
−1 −2 −1 1 2 1

1 −1 −2 −1 1 2


(19.22b)

P(6) =
1

6



2 −1 −1 2 −1 −1
−1 2 −1 −1 2 −1
−1 −1 2 −1 −1 2

2 −1 −1 2 −1 −1
−1 2 −1 −1 2 −1
−1 −1 2 −1 −1 2


(19.22c)

练习 19.3 验证上面 P(µ) 的表达式。

上面的投影算符则可以用来选择 N(µ) 的线性无关基向量 (可以被归一化)：ψ(µ)i, i =

1, . . . , N(µ)，在每一个 V(µ)。因此

ψ(1)1 =
√
6
(
P(1)

)j
1
ϕj =

1√
6
(ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4 + ϕ5 + ϕ6) (19.23)

ψ(4)1 =
√
6
(
P(4)

)j
1
ϕj =

1√
6
(ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 − ϕ4 + ϕ5 − ϕ6) (19.24)

ψ(5)1 =
√
3
(
P(5)

)j
1
ϕj =

1√
12

(2ϕ1 + ϕ2 − ϕ3 − 2ϕ4 − ϕ5 + ϕ6) (19.25a)
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ψ(5)2 =
√
3
(
P(5)

)j
2
ϕj =

1√
12

(ϕ1 + 2ϕ2 + ϕ3 − ϕ4 − 2ϕ5 − ϕ6) (19.25b)

ψ(6)1 =
√
3
(
P(6)

)j
1
ϕj =

1√
12

(2ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 + 2ϕ4 − ϕ5 − ϕ6) (19.26a)

ψ(6)2 =
√
3
(
P(6)

)j
2
ϕj =

1√
12

(−ϕ1 + 2ϕ2 − ϕ3 − ϕ4 + 2ϕ5 − ϕ6) (19.26b)

注意到

〈
ψ(5)1|ψ(5)2

〉
6= 0,

〈
ψ(6)1|ψ(6)2

〉
6= 0

〈
ψ(5)1|ψ(5)2

〉
6= 0,

〈
ψ(6)1|ψ(6)2

〉
6= 0 (19.27)

但是我们可以运用 Schmidt 正交化 (Schmidt orthogonalization) 过程来为 V(5) 和 V(6)

构造标准正交基，运用 ψ(5)1, ψ(5)2, ψ(6)1 和 ψ(6)2。因此，我们定义下面归一化向量：

ψ′
(µ)2 =

(
ψ(µ)2 −

〈
ψ(µ)1|ψ(µ)2

〉
ψ(µ)1

)
/(长度), µ = 5, 6 (19.28)

集合 (ψ(5)1, ψ
′
(5)2) 和 (ψ(6)1, ψ

′
(6)2) 则将分别组成 V(5) 和 V(6) 标准正交基。我们发现这些由下

式给出
ψ(5)1 =

1√
12

(2ϕ1 + ϕ2 − ϕ3 − 2ϕ4 − ϕ5 + ϕ6) (19.29a)

ψ′
(5)2 =

1

2
(ϕ2 + ϕ3 − ϕ5 − ϕ6) (19.29b)

ψ(6)1 =
1√
12

(2ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 + 2ϕ4 − ϕ5 − ϕ6) (19.30a)

ψ′
(6)2 =

1

2
(ϕ2 − ϕ3 + ϕ5 − ϕ6) (19.30b)

练习 19.4 运用 (19.28) 来验证上面 ψ′
(5)2 和 ψ′

(6)2 的表达式。

总结一下
ψ(1)1生成V(1), (1− d)

ψ(4)1生成V(4), (1− d)

ψ(5)1和ψ′
(5)2生成V(5), (2− d)

ψ(6)1和ψ′
(6)2生成V(6), (2− d)

向量的标准正交集合
{
ψ(1)1, ψ(4)1, ψ(5)1, ψ

′
(5)2, ψ(6)1, ψ

′
(6)2

}
组成

V = V(1) ⊕ V(4) ⊕ V(5) ⊕ V(6) (19.31)
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依赖于这个集合，D6 的 6× 6 表示矩阵完全约化到形式

S−1U(g)S =



□ 0 0 0 0 0

0 □ 0 0 0 0

0 0 □ □ 0 0

0 0 □ □ 0 0

0 0 0 0 □ □
0 0 0 0 □ □


(19.32)

其中，方格表示不一定为零的项

S =



1√
6

1√
6

1√
3

0 1√
3

0
1√
6
− 1√

6
1√
12

1
2
− 1√

12
1
2

1√
6

1√
6
− 1√

12
1
2
− 1√

12
− 1

2

1√
6
− 1√

6
− 1√

3
0 1√

3
0

1√
6

1√
6
− 1√

12
− 1

2
− 1√

12
1
2

1√
6
− 1√

6
1√
12

− 1
2
− 1√

12
− 1

2


(19.33)

其中，S−1 = ST。

练习 19.5 运用 (19.23),(19.24),(19.30a) 与 (1.36) 结合使用来得到 (19.33) 给出的项 S，并
且显式说明 S−1 = ST。

现在让我们回顾一下上一章开头关于群论在量子力学中的相关性的讨论。由于我们的
Hamilton 量 [(19.4) 中] H 在 D6 群下是不变的。D6 的不可约表示空间 V(1),V(4),V(5) 和
V(6) 也是 H 的本征子空间，这些子空间的每个维度是对应本征值的简并度。令这些本征值为
E1, E4, E5 和 E6。则 6× 6 矩阵 H i

j [c.f. (19.7)] 可以被对角化为 (通过一个非奇异矩阵 S)：

S−1HS =



E1 0 0 0 0 0

0 E4 0 0 0 0

0 0 E5 0 0 0

0 0 0 E5 0 0

0 0 0 0 E6 0

0 0 0 0 0 E6


(19.34)

其中
E1 =

〈
ψ(1)1|H|ψ(1)1

〉
(19.35a)

E4 =
〈
ψ(4)1|H|ψ(4)1

〉
(19.35b)

E5 =
〈
ψ(5)1|H|ψ(5)1

〉
=
〈
ψ′
(5)2|H|ψ′

(5)2

〉
(19.35c)

E6 =
〈
ψ(6)1|H|ψ(6)1

〉
=
〈
ψ′
(6)2|H|ψ′

(6)2

〉
(19.35d)
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练习 19.6 运用上面的四个方程给出能量本征值 E1, E4, E5 和 E6 以 H i
j 的形式。

对 H 运用 (19.4)，对 Hj
i 运用 (19.7) 并且对 ϕi 运用 (19.2) 显式计算说明 E1 < E6 <

E5 < E4。然后原运用子物理学中 Aufbau 原理来描述容纳于这四个能级中的六个 π-电子 (来
自苯环的每个碳原子的一个) 的电子状态，记住 E1 和 E4 是非简并的虽然 E5 和 E6 是双重
简并的，并且由于 Pauli 的排除原理，每个非简并能级可以容纳两个相反自旋的电子。因此举
个例子，我们有如 Figure 19.6中所示的三种电子状态。

Figure 19.6





20. 对称群的表示和一般线性群, Young图

为了构造对称和反对称张量，在 Chapter 16 引入对称 (置换) 群 Sn。除了这两个对称类
之外，还可以通过 Sn 在张量空间 Tn(V )[或者 Tn(V ∗)] 上的作用得到许多其它对称类。正如
我们将要看到的，如果 dim(V ) = n，则不同的对称类对应于对称群的不等价不可约表示，实
际上对应于一般线性群 GL(n)。对称群 Sn 在量子力学中也有基础的重要性，因为描述全同
粒子系统 (如：一个 n-电子原子) 的 Hamilton 量 H 在 Sn 显然是不变的。因此，Sn 的不可
约表示也用于对 H 光谱进行分类。

让我们先回顾一些 Sn 的基本事实。每个元素 σ ∈ Sn 可以被写成一个环 (cycle)1或者环
的积。长度为 r 的环，或者 r-环，被写作 (i1i2 . . . ir)，其中 ij ∈ {1, 2, . . . , n}, j = 1, . . . , r。它
的作用由下式给出

i1 → i2 → i3 → · · · → ir−1 → ir → i1 .

因此，对于 S3，2-环 (13) 给出了排列 [c.f. (16.5)](
1 2 3

3 2 1

)
,

同时 3-环 (123) 给出 (
1 2 3

2 3 1

)
.

注意：所有 1-环都等于恒元 e ∈ Sn。很明显，除了恒元 e 之外的所有 g ∈ Sn 都可以被写成
2-环的积或交换 (transposition)。实际上，一个偶数排列 σ(sgnσ = 1) 可以被写成一个交换

1译注这里的环是图论中的环而不是代数中的环
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偶数次的乘积，而奇数排列 (sgnσ = −1) 可以被写成一个交换奇数次的乘积。因此

(123) = (13)(12) = (23)(13) (20.1)

是偶数排列。同时
(13) = (12)(23)(12) = (12)(13)(23) (20.2)

是奇数排列。注意分解为交换不是唯一的。对于每个群，Sn 的元素可以被分成共轭类 (c.f. 定
义 6.2)。例如，S3 可以分为三个类

C1 = {e} , C2 = {(12), (13), (23)} , C3 = {(123), (321)} ,

因为
(13) = (23)(12)(23)−1 = (12)(23)(12)−1 , (20.3)

和
(321) = (12)(123)(12)−1 . (20.4)

练习 20.1 验证 (20.3) 和 (20.4)。

Sn 的表示理论开始于下面的定理，将仅表述而不证明。

定理 20.1 对称群 Sn 的每个共轭类 Ci 的特征是元素 g ∈ Ci 的相同的环-结构。通过一个元
素 σ ∈ Sn 的环-结构，我们指的是一组有序的非负整数 {α1, α2, . . . , αn} 使得 σ 可以表述
为 α11-环，α22-环的积；并且

α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = n . (20.5)

集合 {α1, . . . , αn} 满足 (20.5) 称为整数 n 的一个拆分 (partition)。

让我们再次用 S3 来表述定理 20.1。三个类 C1, C2 和 C3 有下面的环-结构：

C1 = {e} = {(1)(2)}, α1 = 3, α2 = 0, α3 = 0 ,

C2 = {(3)(12), (2)(13), (1)(23)}, α1 = 1, α2 = 1, α3 = 0 ,

C3 = {(123), (321)}, α1 = 0, α2 = 0, α3 = 1 .

注意如果一个元素有超过一种类型的环，出现在一种的数字一定都与出现在其它类型的都不
同。

运用 (20.5)，拆分 {α1, . . . , αn} 也可以通过整数 {µ1, . . . , µn} 的集合标记由下式给出

α1 + α2 + α3 + · · ·+ αn = µ1 ,

α2 + α3 + · · ·+ αn = µ2 ,

α3 + · · ·+ αn = µ3 ,

...

αn = µn .

(20.6)
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很明显
µ1 + µ2 + · · ·+ µn = n , (20.7)

和
µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µn ⩾ 0 . (20.8)

集合 {µ1, . . . , µn} 也可以用于标记拆分，从而标记共轭类。对 S3 的共轭类运用 µ-标记，我们
有

C1 : µ1 = 3, µ2 = µ3 = 0, C2 : µ1 = 2, µ2 = 1, µ3 = 0, C3 : µ1 = µ2 = µ3 = 1 .

n 的每个拆分 {µ1, . . . , µn} 可以非常方便地用所谓的 Young 图 (Young diagram) 表
示，每个 Young图都是 n个方格的阵列，最多 n行。第一行包括 µ1 个方格，第二行 µ2(⩽ µ1)

个方格，等等。因此对于 S3 有三个 Young 图：

{µi} = {3, 0, 0} ,

{µi} = {2, 1, 0} ,

{µi} = {1, 1, 1} .

对于 S2 仅有两个 Young 图：

{µi} = {2, 0} , {µi} = {1, 1} ;

同时对于 S4 有五个 Young 图：

{µi} = {4, 0, 0, 0} , {µi} = {3, 1, 0, 0} ,

{µi} = {2, 2, 0, 0} , {µi} = {2, 1, 1, 0} ,

{µi} = {1, 1, 1, 1} .

通过推论 18.2，Sn 的不等价不可约表示也是由 Young 图表征。因此，S2 有两个，S3 有
三个，S4 有五个不等价表示。对应于 S5 的七个不等价不可约表示的 Young 图如下所示：

.
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接下来，我们为 Sn 的特征标 χ(µi) 提供了一个漂亮的公式：

定理 20.2 — Frobenius 特征标公式 (Frobenius Charatcter Formula). 令 Ci 为 Sn 的第 i 共轭类
由环结构 {α1, . . . , αn} 特征并且 Γ(µ) 为 Sn 的第 µ 不可约表示由 Young 图 {µ1, . . . , µn}
特征。[µi 不需要通过 (20.6) 与 αj 相联系]。引入 p 个独立变量 z1, . . . , zp，其中整数 p ⩽
由下式决定

µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µp > 0 , µp+1 = µp+2 = · · · = µn = 0 .

定义幂和 Pj(z1, . . . , zp), 1 ⩽ j ⩽ n，以及判别式 (discriminant)∆(z1, . . . , zp) 如下

Pj (z1, . . . , zp) ≡ zj1 + zj2 + · · ·+ zjp , (20.9)

∆(z1, . . . , zp) ≡
p∏
i<k

(zi − zk) . (20.10)

设
l1 ≡ µ1 + p− 1 , l2 ≡ µ2 + p− 2 , . . . , lp ≡ µp ; (20.11)

并且对于一个如此形式幂级数 f(z1, . . . , zp)，写

[f (z1, . . . , zp)](l1...lp) ≡ f (z1, . . . , zp)中z
l1
1 . . . z

lp
p 的系数 . (20.12)

则

χ(µi) =

[
∆(z1, . . . , zp)

n∏
j=1

(Pj (z1, . . . , zp))
αj

]
(l1...lp)

. (20.13)

Frobenius 特征标公式的证明非常复杂，在此不再介绍。细节详见W. Fulton 和 J. Harris
1991。

练习 20.2 运用 Frobenius 特征标公式 (20.13) 来验证下面 S3 特征标表。在表中，行标用于
{µi}，而列标用于 {αi}。

{3,0,0} {1,1,0} {0,0,1}
{3,0,0} 1 1 1
{2,1,0} 2 0 -1
{1,1,1} 1 -1 1

现在 Γ(µ) 表示空间的维度 V(µ) 由 χ(µ1)，其中 C1 = {e} 和恒元 e 可以被写成 e =

(1)(2) . . . (n)。因此对于 C1, α1 = n, α2 = · · · = αn = 0，并且

dimV(µ) = χ(µ1) = [∆ (z1, . . . , zp) (z1 + · · ·+ zp)
n
](l1...lp) . (20.14)

方程为 Sn 的不可约表示空间的维度产生下面有用的公 (有关该公式的推导，见 W. Fulton 和
J. Harris 1991)。
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推论 20.1 令 Γ(µ) 为 Sn 的第 µ 不可约表示，由 Young 图 {µ1, . . . , µn} 表示，其中 µ1 ⩾
µ2 ⩾ · · · ⩾ µp > 0, µp+1 = µp+2 = · · · = µn = 0。则表示空间的维度 V(µ) 由下式给出

dimV(µ) =
n! ∆ (l1, . . . , lp)

l1! l2! · · · lp!
, (20.15)

其中

∆(l1, . . . , lp) =

p∏
i<k

(li − lk) . (20.16)

练习 20.3 用过运用 (20.15) 验证 S3 的特征标的第一列 (在练习 20.2 给出)。

为了进一步发展 Sn 的表示理论，我们将引入与 Young 图相关的记号。
定义 20.1 对于 Sn 的一个给定 Young 图上的 Young 表是用整数 1, . . . , n 以任意顺序填充
(每个数字只用一次) 的方格的图。举例

7 8 2
6 4
5 1
3

定义 20.2 标准 Young 表 (standard Young tableau) 是每行数字向右增加 (不一定按照
严格顺序)，每列的数字向下增加到底部。举例

1 3 4
2 5
6 8
7

定义 20.3 Young 图中一个方格的勾长 (hook length) 是该方格右面和下面包括该方格本
身的方格数目。举例，在下面的 Young 图中，每个方格都用它的勾长标记。

6 4 1
4 2
3 1
1

我们有下面简单的方法 (表述而不证明) 来计算 Sn 的不可约表示空间的维度。

定理 20.3 对应于一个 Sn 的给定 Young 图的 (不可约) 表示空间 V(µ) 的维度由下式给出

N(µ) = dimV(µ) =
n!∏
(勾长)

=不同 Young 表的数量.
(20.17)
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作为说明考虑对于 S5 的 Young 图 {µi} = {2, 1, 1, 1, 0}。可能的标准 Young 表为

1 2
3
4
5

1 3
2
4
5

1 4
2
3
5

1 5
2
3
4

.

因此 dimV(µ) = 4。另一方面，勾长表为

5 1
3
2
1

因此
dimV(µ) =

5!

5 · 3 · 2 · 1 · 1
= 4 .

在本章剩余部分，我们将以 S3 为例来说明 Sn 的表示理论。Sn 的一般讨论将仅被表述
而不证明。

我们将首先讨论所谓的 Sn 的标准表示 (standard representation)，它是一个幺正表
示。对于一个给定的 Young 表，我们定义 Yamanouchi 行-格点向量 (Yamanouchi row-
lattice vector)|r1, . . . , rn〉, 1 ⩽ r1, . . . , rn ⩽ n，其中 ri 在给定表中整数 i 出现的行；类似
的有 Yamanouchi 列-格点向量 (Yamanouchi Column-lattice vector)|c1, . . . , cn⟩，其中
ci 是 i 处在的列。数字 ri 和 ci 被称为 Yamanouchi 符号 (Yamanouchi symbol)。举例，
对于 S3 标准 Young 表的 Yamanouchi 符号罗列如下：

1 2 3 : r1 = 1, r2 = 1, r3 = 1(|1, 1, 1〉), c1 = 1, c2 = 2, c3 = 3 ;

1
2
3

: r1 = 1, r2 = 2, r3 = 3(|1, 2, 3〉), c1 = 1, c2 = 1, c3 = 1 ;

1 2
3

: r1 = 1, r2 = 1, r3 = 2(|1, 1, 2〉), c1 = 1, c2 = 2, c3 = 1 ;

1 3
2

: r1 = 1, r2 = 2, r3 = 1(|1, 2, 1〉), c1 = 1, c2 = 1, c3 = 2 .

注意到 r1 = c1 = 1 总是成立。在格点向量 |r1, . . . , rn〉 定义如下的群作用：

(i− 1, i) |1, r2, . . . , rn〉

=
1

τi−1,i

|1, r2, . . . , ri−1, ri, . . . , rn〉+

√
1−

(
1

τi−1,i

)2

|1, r2, . . . , ri, ri−1, . . . , rn〉 ,
(20.18)

其中，i = 2, . . . , n，并且

τi−1,i =


1, 如果i− 1和i在同一行,
−1, 如果i− 1和i在同一列,
ci − ci−1 − (ri − ri−1) , 如果i− 1和i不位于同一行或列.
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对于任意 g ∈ S3 为了确定群作用，我们仅需要确定 2− 环 (12) 和 (23) 的作用。我们有

(1, 2)|1, 1, 1〉 = |1, 1, 1〉 , (20.19)

(2, 3)|1, 1, 1〉 = |1, 1, 1〉 , (20.20)

(1, 2)|1, 2, 3〉 = −|1, 2, 3〉 , (20.21)

(2, 3)|1, 2, 3〉 = −|1, 2, 3〉 , (20.22)

(1, 2)|1, 1, 2〉 = |1, 1, 2〉 , (20.23)

(1, 2)|1, 2, 1〉 = −|1, 2, 1〉 , (20.24)

(2, 3)|1, 1, 2〉 = −1

2
|1, 1, 2〉+

√
3

2
|1, 2, 1〉 , (20.25)

(2, 3)|1, 2, 1〉 = 1

2
|1, 2, 1〉+

√
3

2
|1, 1, 2〉 . (20.26)

因此，|1, 1, 1〉 和 |1, 2, 3〉 都是一维表示的基向量，同时 |1, 1, 2〉 和 |1, 2, 1〉 都二维表示的基向
量。对于 (1, 2) 和 (2, 3) 的矩阵表示由下式给出 [c.f. (1.16)] ：

: (1, 2) = 1, (2, 3) = 1 ; (20.27)

: (1, 2) = −1, (2, 3) = −1 ; (20.28)

: (1, 2) =

(
1 0

0 −1

)
, (2, 3) =

(
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)
. (20.29)

练习 20.4 验证 S3 上面的表示是幺正的。

我们现在将在张量空间表示 Sn

Tn(V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n次

.

回忆一个特殊的 σ ∈ Sn 的在 Tn(V ) 上作用 [c.f. (16.48)]：

σxi1...inei1 ⊗ · · · ⊗ ein = xiσ(1)···iσ(n)ei1 ⊗ · · · ⊗ ein
= xi1···ineiσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ eiσ−1(n) .

它引入了 Sn 的群代数 Sn 在 Tn(V ) 上的作用 [c.f. (18.61) 上面的讨论]。对应于每个标准
Young 表，我们定义 Young 对称子 (Young symmetrizer)(∈ Sn) 如下：

Yn =
N(µ)

n!

∑
σ(r),σ⟨c)

(
sgnσ(c)

)
σ(c)σ(r) , (20.30)

其中，N(µ) =不可约表示的维度 (被标记为第 µ)对应于给定 Young表的 Young图，σ(r) ∈ Sn
是不改变行中数字的排列，并且 σ(c) ∈ Sn 是不改变行中数字的排列。我们已经看到两个重要
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的 Young 对称子 [c.f. (16.21) 和 (16.22)]：

Yn( 1 2 3 · · · n ) =对称映射 , (20.31a)

Yn



1
2
3
·
·
·
n


=交错映射 . (20.31b)

作为混合对称的例子，让我们考虑标准表 1 2
3

和 1 3
2
。我们有

Y3

(
1 2
3

)
=

2

3!
(e− (1, 3))(e+ (1, 2)) =

1

3
(e− (1, 3) + (1, 2)− (123)) , (20.32)

Y3

(
1 3
2

)
=

2

3!
(e− (1, 2))(e+ (1, 3)) =

1

3
(e+ (1, 3)− (1, 2)− (321)) . (20.33)

练习 20.5 为标准表 1 2
3 4

和 1 3
2 4

计算 Y4。

关于 Young 对称子的重要事实在以下定理中说明 (没有证明)。

定理 20.4 所有 Young 对称子 Yn 是群代数 Sn 的本原幂等元 (primitive idempotent)，并
且是不可约表示空间的投影算符。一个元素 s ∈ Sn 的幂等性意味着 s2 = s，同时本原性
意味着如果 s = s1 + s2, s, s1, s2 ∈ Sn 使得 s21 = s1, s

2
2 = s2 并且 s1s2 = s2s1 = 0，则有

s1 = 0 或者 s2 = 0。

在 Chapter 7(定义 7.1) 中，我们定义了一个 Lie 代数的理想 (定义了对于内积的 Lie 括
号)。对于群代数 Sn，定义了普通乘法，我们可以类似地定义左 (右) 理想。
定义 20.4 S 的子代数 S ′ 是 S 的左理想 (left ideal)：如果对于任意 s ∈ S，有

sS ′ ⊂ S ′ . (20.34)

S ′ 是 S 的右理想 (right ideal)：如果对于任意 s ∈ S，有

S ′s ⊂ S ′ . (20.35)

定理 20.5 令 Y
(i)
n 为对应于对称群 Sn 标准 Young 表的所有 Young 对称子。每个 Y

(i)
n 生成

群代数 Sn 的一个左理想 L(i) 如下给出

L(i) =
{
sY (i)

n |s ∈ Sn
}
, (20.36)
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并且 Sn(作为一个向量空间) 可以被分解为直和

Sn =
∑
⊕ i

L(i) . (20.37)

举例，S3 是一个 6(= 3!)-维向量空间可以被分解为

S3 = L
(
1 2 3

)
⊕ L

 1
2
3

⊕ L( 1 2
3

)
⊕ L

(
1 3
2

)
. (20.38)

作为向量空间，L
(
1 2 3

)
和 L

 1
2
3

 都是一维的，同时 L

(
1 2
3

)
和 L

(
1 3
2

)
都是二

维的。

由于 Y3

(
1 2 3

)
是对称映射同时 Y3

 1
2
3

 是交错映射，定理 16.2表明

P 3(V ) = Y3

(
1 2 3

)
(T 3(V )) , Λ3(V ) = Y3

 1
2
3

 (T 3(V )) , (20.39)

其中，P 3(V )[Λ3(V )] 是 T 3(V ) 的包含所有对称 (反对称) 张量 x ∈ T 3(V ) 的子空间。注意到：
如果 dimV < 3, Λ3(V ) = 0。一维子空间由 P 3(V ) 或 Λ3(V ) 中的任意向量生成很明显构成
了 S3 的一维不可约表示。

可以通过 Y3

(
1 2
3

)
和 Y3

(
1 3
2

)
在 T 3(V )上的作用得到混合对称的张量。考虑 T 3(V )

中一组一般基向量有如下形式
φµνλ ≡ eµ ⊗ eν ⊗ eλ ,

其中，µ, ν, λ = 1, . . . , dim(V )，并且 {e1, . . . , edim(V )} 是 V 的一组基。我们有：从 (20.32) 和
(16.23)

Mµνλ ≡ Y3

(
1 2
3

)
eµ ⊗ eν ⊗ eλ ≡ µ ν

λ

=
1

3
(e− (1, 3))(e+ (1, 2))eµ ⊗ eν ⊗ eλ

=
1

3
(e− (1, 3)) (eµ ⊗ eν ⊗ eλ + eν ⊗ eµ ⊗ eλ)

=
1

3
(eµ ⊗ eν ⊗ eλ + eν ⊗ eµ ⊗ eλ − eλ ⊗ eν ⊗ eµ − eλ ⊗ eµ ⊗ eν) .

(20.40)

因此
Mµνλ =

1

3
(φµνλ + φνµλ − φλνµ − φλµν) . (20.41)

类似地，我们可以定义

M̃µνλ ≡ Y3

(
1 3
2

)
φµνλ ≡ µ λ

ν
, (20.42)
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并且得到
M̃µνλ =

1

3
(φµνλ + φλνµ − φνµλ − φνλµ) . (20.43)

不难验证张量 Mµνλ 和 M̃µνλ 有如下对称

Mµνλ =Mνµλ , (20.44)

Mµνλ +Mνλµ +Mλµν = 0 , (20.45)

M̃µνλ = M̃λνµ , (20.46)

M̃µνλ + M̃νλµ + M̃λµν = 0 . (20.47)

练习 20.6 验证 (20.44) 到 (20.47)。

现在考虑张量

ξµνλ ≡ (1, 2)Mµνλ =
1

3
(φνµλ + φµνλ − φνλµ − φµλν) . (20.48)

很明显，
(1, 2)ξµνλ =Mµνλ . (20.49)

同时

(1, 3)Mµνλ = −Mµνλ , (1, 3)ξµνλ = ξµνλ −Mµνλ , (20.50)

(2, 3)Mµνλ =Mµνλ − ξµνλ , (2, 3)ξµνλ = −ξµνλ . (20.51)

练习 20.7 验证 (20.50) 和 (20.51)。

由于 S3 的所有元素可以被写成 e, (1, 2), (1, 3) 和 (2, 3) 的乘积，我们有一个 S3 的二维不
可约表示，其表示空间由 e1 = Mµνλ 和 e2 = ξµνλ 生成。依赖于这些基向量，(1, 2), (1, 3) 和
(2, 3) 的矩阵表示有下式给出

(1, 2) =

(
0 1

1 0

)
, (20.52)

(1, 3) =

(
−1 0

−1 1

)
, (20.53)

(2, 3) =

(
1 −1
0 −1

)
. (20.54)

练习 20.8 依赖于 Mµνλ 和 ξµνλ 得到 (123) 和 (321) 的矩阵表示。

注意到上面的表示不是幺正的。但是根据定理 18.1，它必须等价于一个幺正表示。因此，
考虑线性变换

M
(+)
µνλ ≡ (Mµνλ + ξµνλ) , M

(−)
µνλ ≡

√
3 (Mµνλ − ξµνλ) . (20.55)
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则
(1, 2)M

(+)
µνλ =M

(+)
µνλ , (1, 2)M

(−)
µνλ = −M (−)

µνλ , (20.56)

(1, 3)M
(+)
µνλ = −1

2
M

(+)
µνλ −

√
3

2
M

(−)
µνλ , (20.57a)

(1, 3)M
(−)
µνλ = −

√
3

2
M

(+)
µνλ +

1

2
M

(−)
µνλ , (20.57b)

(2, 3)M
(+)
µνλ = −1

2
M

(+)
µνλ +

√
3

2
M

(−)
µνλ , (20.58a)

(2, 3)M
(−)
µνλ =

√
3

2
M

(+)
µνλ +

1

2
M

(−)
µνλ . (20.58b)

因此依赖于基 {M (+)
µνλ,M

(−)
µνλ} 有

(1, 2) =

(
1 0

0 −1

)
, (20.59)

(1, 3) =

(
− 1

2
−

√
3
2

−
√
3
2

1
2

)
, (20.60)

(2, 3) =

(
− 1

2

√
3
2√

3
2

1
2

)
. (20.61)

这个不可约二维表示是幺正的，并且实际上与标准 (Yamanouchi) 表示相同。

我们因此已经找到了 S3 的所有不等价不可约表示。注意到：对于 µ, ν 和 λ的固定值，张

量 Mµνλ 和 ξµνλ 生成 T 3(V ) 的一个二维向量子空间，它同构于群代数 S3 的理想 L

(
1 2
3

)
。

它实际上可以六维群代数 S3(视为一个向量空间) 上表示 S3。根据分解 (20.38)，这一表示是

不可约的。L
(
1 2 3

)
和 L

 1
2
3

 都是一维表示空间，同时 L

(
1 2
3

)
和 L

(
1 3
2

)
每个

都提供一个二维不可约表示空间。后者的两个 (二维) 表示相互等价。

我们现在将注意力转向 GL(n)(一般线性群) 在张量空间 Tm(V ), dimV = n(通常 m 6= n)
上的表示。从 (2.1) 可以看出这是可能的。这些表示通常是可约的，但是显而易见的事实：可
以再次使用 Young 图来找到所有不可约表示。以下关键定理 (表述而不证明) 说明了如何完
成。

定理 20.6 ，对于 Young 图的每一标准 Young 表由 {µ1, . . . , µn} 标记，其中 µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾
µn ⩾ 0 并且

µ1 + µ2 + · · ·+ µn = m , (20.62)

生成一个不可约表示子空间通过对应 Young 对称子。此外，Tm(V ) 可以唯一地分解为所有
这种不可约表示子空间的直和。

注意 (20.62)和 (20.7)之间的区别。让我们通过计算 T 3(V ), dimV = 3上 GL(3)的表示。
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在这种情况下，m = n = 3。Young 对称子对应四个标准表生成 (依赖于 φuνλ = eµ ⊗ eν ⊗ eλ)

Y3

(
1 2 3

)
φµνλ ≡ Sµνλ ≡ µ ν λ

=
1

6
(φµνλ + φνλµ + φλµν + φµλν + φλνµ + φνµλ) ,

(20.63)

Y3

 1
2
3

φµνλ ≡ Aµνλ ≡
µ
ν
λ

=
1

6
(φµνλ + φνλµ + φλµν − φµλν − φλνµ − φνµλ) ,

(20.64)

Y3

(
1 2
3

)
φµνλ ≡Mµνλ ≡ µ ν

λ
, (20.65)

Y3

(
1 3
2

)
φµνλ ≡ M̃µνλ ≡ µ λ

ν
, (20.66)

其中，Mµνλ 和 M̃µνλ 已经由 (20.41) 和 (20.43) 给出。由于 dimV = 3，指标 µ, ν, λ 可以各
自取值 1, 2 和 3；同时，空间 T 3(V ) 是 27-维。

由 Sµνλ 生成的不可约的子空间是 10 维的，一组可能的基由下式给出

{S111, S222, S333, S112, S113, S221, S223, S331, S332, S123} . (20.67)

由 Aµνλ 生成的不可约子空间是一维的，A123 是唯一的基向量。由于 Mµνλ 和 M̃µνλ 的对称
条件 (20.44) 到20.47，由 Mµνλ 和 M̃µνλ 生成的每个不可约的子空间是 8-维的。两个可能的
基分别由下式给出

{M112,M113,M221,M223,M331,M332,M123,M231} , (20.68)

{M̃112, M̃113, M̃221, M̃223, M̃331, M̃332, M̃123, M̃231} . (20.69)

练习 20.9 运用条件 (20.44) 和 (20.45) 来验证：在 27 个量 Mµνλ, µνλ = 1, 2, 3 中，只有 8

个独立的，其中一个可能的集合由 (20.68) 给出。说明20.46和 (20.47) 导出 M̃µνλ 的类似
结论。

我们可以将 T 3(V ), dimV = 3 的分解表示为 GL(3) 的不可约子空间如下

3⃝⊗ 3⃝⊗ 3⃝ = 10⃝ ⊕ 1⃝ ⊕ 8⃝ ⊕ 8⃝ .

1 2 3
1
2
3

1 2
3

1 3
2

(20.70)

实际上，基张量 φµνλ = eµ ⊗ eν ⊗ eλ ∈ T 3(V ) 可以表述为

φµνλ = Sµνλ +Aµνλ +Mµνλ + M̃µνλ . (20.71)
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练习 20.10 验证上面的结论。

(20.70) 的等式右边可以用图形表示为

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
⊕

�
⊕

• • • • • • • •

• • • • • • • • .

在这个图中，水平看，我们有 GL(3) 的不可约表示；垂直看，我们有 10 个 S3 的一维等价表
示，1 个 S3 的一维表示和 8 个 S3 的二维等价表示。

分解 (20.70) 有一些有趣的应用，举例，原子物理 [其中相关对称群为 SO(3)]，还有夸克
模型 [其中相关的对称群为 SU(3)](见 Chapter 26)。

练习 20.11 考虑 S3 的两个二维不可约表示的乘积表示，每个表示属于由 Young 图 [见
(20.70)] 生成的八个等价表示的集合。用 {M (o)

µνλ, ξ
(o)
µνλ} 和 {M

(s)
µνλ, ξ

(s)
µνλ} 表示这两种表示的

基组 [其中，例如，在原子物理学的应用中，(o) 电子状态的表示轨道部分和 (s) 电子状态
的自旋部分]。说明该积表示是可约的，并且

ζ ≡M (o) ⊗ ξ(s) − ξ(o) ⊗M (s)

生成一个 S3 的一维反对称不可约表示。换句话说，说明：如果 σ = (i, j) ∈ S3(交换一对)，
则 σζ = −ζ。提示：对于 (o) 和 (s) 表示写

σM = σ1
1M + σ2

1ξ, σξ = σ1
2M + σ2

2ξ ,

对于对应于特定 Young 图的在 Tm(V ) 上的 GL(n) 的不可约表示的维度，存在非常有用
的通用公式。我们将在此表述但不证明。对于 n = m = 3，读者应检查它是否产生 (20.70) 的
特殊结果。

定理 20.7 在 Tm(V )上 GL(n)的不可约表示的维数对应于由 {µ1, . . . , µn}, µ1+· · ·+µn = m

确定的 Young 图，由下式给出：

d (µ1, . . . , µn) =

∏n
i<j (li − lj)

1! 2! 3! · · · (n− 1)!
, (20.72)

其中，l1 > l2 > · · · > ln 由下式给出

l1 ≡ µ1 + (n− 1) , l2 ≡ µ2 + (n− 2) , . . . , lj ≡ µj + (n− j) , . . . , ln ≡ µn .

练习 20.12 在 T 3(V ) 上找出 GL(2) 的不可约表示的维数。说明

8⃝ = 4⃝ ⊕ 2⃝ ⊕ 2⃝ .

1 2 3
1 2
3

1 3
2
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练习 20.13 考虑氮 (N)原子的基态电子状态 [Z(原子序数)= 7，壳结构 (1s)2(2s)2(2p)2]。所
有三个价电子都在 2p轨道上，每个的单电子轨道波函数可以写为 |lm〉 = |1m〉，其中 l = 1

和 m = 1, 0，或 −1[l = 1 基本状态 SO(3) 的不可约表示 (更多细节参见 Chapter 22)]。因
此，3-电子轨道波函数可以用 |m1,m2,m3〉 表示，其中 mi = 1, 0,−1 和 m1 +m2 +m3 =

总轨道角动量的 z-分量 (我们省略标记 l = 1，因为它对于所有三个电子都是相同的)。它
们生成 27-维空间 T 3(V ), dim(V ) = 3。这是 GL(3) 的一个表示空间，并且根据 (20.70)分
成不可约子空间。这些不可约表示中的每一个进一步划分为 SO(3) 的不可约表示 [这是电
子 Hamilton 量的对称群 (回忆 Chapter 18 开头的讨论)] 如下：

10⃝ = 7⃝⊕ 3⃝ , 8⃝ = 5⃝⊕ 3⃝ (两次) , 1⃝ = 1⃝ .

举例， 7⃝ 是 SO(3) 的不可约表示，其总轨道角动量 L = 3 且多重数 2L + 1 = 7。由于电子
具有自旋 1

2
，因此电子总波函数必须由轨道和自旋部分的积表示给出。3-电子自旋波函数可写

为 |ms1ms2ms3〉，其中 msi = ± 1
2
。因此，自旋表示空间是 8-维的，并根据练习 20.13的结果

划分为 GL(2) 的不可约子空间。根据泡利不相容原理 (Pauli exclusion principle)，电子
总波函数在任何电子对的交换下被要求是反对称的。总波函数通常用光谱项 (spectroscopic
notation) 标记

|2S+1
LJ ; JmJ〉, mJ = J, J − 1, . . . ,−J + 1,−J ,

其中，L = 总轨道角动量，S = 总自旋角动量，J = 总角动量，mJ = 总角动量的 z 分量。J
的可能值为 L+ S,L+ S − 1, . . . , |L− S|(见 Chapter 22)。将上述所有信息放在一起，并运用
练习 20.11的结果，说明对于 (2p)3 排布的唯一可能的光谱项是

4S 3
2
,2D 5

2
,2D 3

2
,2 P 3

2
和 2P 1

2
,

总共 20 个状态，其中 S 表示 L = 0，P 表示 L = 1，D 表示 L = 2。

上面关于在 Tm(V ), dimV = n 或 (m, 0)-型张量空间上 GL(n) 的表示的讨论类似地适
用于对偶张量空间 Tm(V ∗) 或 (0,m)-型张量空间。实际上，可以在 (r, s)-型混合张量空间上
表示 GL(n)。首先考虑具有基张量 φνµ 的 (1,1)-型张量空间。如果迹 φνµ，我们可以将 φνµ 分解
为

φνµ = ψνµ + δνµS , (20.73)

其中
S ≡ 1

n
φµµ , (20.74)

而 ψνµ 是无迹的部分。显然，S 生成了一个一维空间，它在 GL(n) 下不变的，而 ψνµ 构成了
不可约表示的基。因此，由 φνµ 生成的 (1, 1)-型张量空间分解为 S 所生成的单重态空间与由
无迹张量 ψνµ 生成的 (n2− 1)-维不可约表示空间的直和。这个例子说明：如果混合 (s, r)-型张
量 ψν1,...,νsµ1,...,µr

是一个不可约表示空间的张量，它必须满足无迹条件

ψ
ν1,...,νq−1,λ,νq+1,...,νs
µ1,...,µp−1,λ,µp+1,...,µr

= 0 , (20.75)

其中，1 ⩽ p ⩽ r, 1 ⩽ q ⩽ s。在这些不可简化的表示中，分离的标准 Young 表 Yr 和 Ys 分别
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分配给下指标和上指标：

Yr = {µ1, . . . , µl} , Ys =
{
µ′
1, . . . , µ

′
n−l
}
, (20.76)

使得 [类似于 (20.62)]

µ1 + µ2 + · · ·+ µl = r , (20.77)

µ′
1 + µ′

2 + · · ·+ µ′
n−l = s , (20.78)

和
µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µl ⩾ 0 ⩾ µl+1 ⩾ µl+2 ⩾ · · · ⩾ µn , (20.79)

其中我们已经设
µ′
1 = −µn, µ′

2 = −µn−1, . . . , µ
′
n−l = −µl+1 (20.80)

来满足条件
µ′
1 ⩾ µ′

2 ⩾ · · · ⩾ µ′
n−l ⩾ 0 . (20.81)





21. U(n), SL(n), SU (n)和 O(3)的不可约表示

我们希望问这样一个问题：GL(n) 的不可约表示当限于其子群 U(n), SL(n), SU(n) 和
O(n) 时是否可约。

首先考虑 U(n)。假设 D(g) 是依赖于 V 的一组基 {ei} 的 T 1(V ) = V (幺正空间) 上的
U(n) 的矩阵表示，使得，在 g ∈ U(n) 的作用下 [回忆 Table 1.1]

ei −→ e′i =
(
D−1(g)

)j
i
ej . (21.1)

通过幺正性，对于任意 g ∈ U(n)，有 D−1(g) = D†(g)。因此

e′i =
(
D†(g)

)j
i
ej =

∑
j

(D(g))ijej . (21.2)

另一方面，在 T ∗(V ) 上 U(n) 的同一个矩阵表示 D(g) 产生

eii = (D(g))ije
j , (21.3)

其中，{ei} 是对偶于 {ei} 的 V ∗ 中的一组基。在上述方程的复共轭上，我们看到 ei 在 U(n)

下以与 ei 相同的方式变换。事实上，很明显在 U(n) 下，我们有以下等价的混合张量：

φν1,...,νsµ1,...,µr
∼ φµ1,...,µr

ν1,...,νs . (21.4)

除了这种等价性之外，GL(n) 的不可约表示，其特征在于适合于张量秩的不同 Young 图，仍
然是 U(n) 的不可约表示。

我们下一个将考虑特殊线性 (幺模) 群 SL(n)：

SL(n) = {g|g ∈ GL(n), det(g) = 1} .
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首先注意到任意 g ∈ GL(n) 可以被表示成

g = (det(g)) 1
n g′ , (21.5)

其中，g′ ∈ SL(n)。

练习 21.1 验证上面的表述 (有定理 16.3和定理 16.4的帮助下)。

现在假设 D : SU(n)→ T (T r(V ))是 SU(n)在秩-r 空间上的一个可约表示。从 (21.5)得
到 D : GL(n)→ T (T r(V )) 由下式给出

D(g) = (det(g)) rnD (g′) (21.6)

也是可约表示。

练习 21.2 验证上述表述。

因此，GL(n) 的不可约表示仍然是 SL(n) 的不可约表示，并因此是 SU(n) 的不可约表示。
然而，GL(n) 的某些不等价不可约表示可能变得等价于 SL(n)[见下面的 (21.20)]。考虑

完全反对称秩-n 张量对应于 Young 表
1
2
·
·
n

。其分量必须形如

Ai1...in = cεi1...in , (21.7)

其中，c 是一个常数并且 εi1...in 是 Levi-Civita 张量 [c.f. (2.8)]。在 g ∈ GL(n) 下，有

εi1...in −→ ε′i1···in = gi1j1 . . . g
in
jn
εj1...jn

= αεi1···in .
(21.8)

在上面的方程中，α 通过设定 i1, i2, . . . , in = n 来决定。因此

α = g1j1 . . . g
n
jn
εj1...jn , (21.9)

根据 (16.78)，它等于 det(g)。则我们有

εi1...in −→ ε′i1...in = det(g)εi1...in . (21.10)

上面的定理现在可以被表述 (没有证明)。

定理 21.1 令 ψi1 ... iN，N = mn 是从 (矩形)Young 表 (对应于有 n 行和 m 列 Young 图
{µ1 = m,µ2 = m, . . . , µn = m}) 得到的张量：
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1 n+ 1 2n+ 1 · · · (m− 2)n+ 1 (m− 1)n+ 1

2 n+ 2 2n+ 2 · · ·
...

...
... · · ·

n− 1

n 2n 3n · · · mn− n mn

具有对应 Young 对称子 Y，其中每个从 i1 到 iN 个指标可以假设值 1, 2, . . . , n，即：

ψi1...iN = Y ei1 ⊗ · · · ⊗ eiN .

则

ψi1...iN = cεi1...inεin+1...i2n . . . εi(m−1)n+1...imnei1⊗· · ·⊗ein⊗· · ·⊗ei(m−1)n+1
⊗· · ·⊗eimn , (21.11)

其中，c 是一个常数，并且每个 ε 是一个 Levi-Civita 符号。

练习 21.3 对于如下 Young 表验证上述定理的有效性

1 3
2 4

.

说明对于这种情况，取 i1 = i3 = 1, i2 = i4 = 2，有

ψ1212 =
1

3
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)⊗ (e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1) ,

它是两个反对称张量的张量积。(参考练习 20.5)。

定理 21.1和方程 (21.10) 的直接结果即：在任意 g ∈ GL(n) 下，有：

ψi1 ... iN −→ ψ′
i1 ... iN

= (det(g))mψi1 ... iN , N = mn . (21.12)

因此，ψi1 ... iN 是 GL(n)的一维表示;特别地，它在 SL(n)下是不变的 [根据定义，det(g) = 1]。

现在让我们就允许的 Young 图而言说明积表示的 Clebsch-Gordon 分解 (Clebsch-
Gordon decomposition) 规则 (没有证明)[c.f. (18.75)]。令 [µ], [ν] 是由两个 Young 图确定
的 GL(n) 的两个不可约表示。举例

[µ] = [ν] = 1 1
2

.

将 ν1, ν2 等放在 [ν] 图中 (如上面的 [ν] 图所示)。将 1-方格添加到 [µ] 图中来制作其它符合规
则的图，使得同一列中没有两个 1-方格：

1 1 1
1 1 1

1

1
1

1

接下来，将 2-方格添加到上面得到的图中来制作更多符合规则的图，这样就不会有两个 2-方
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格位于同一列中：

1 1 2 1 1
2

1 1

2

舍 留 留

1 2
1

1
1 2

1
1

2

舍 留 留

2
1 1

1 1
2

舍 留

1 2

1

1
2

1

1

1
2

舍 留 留

2
1

1
1 2

1
1

1 2

1
1
2

舍 舍 留 留

从最后一步中得到的图中，舍弃所有这样的图：在从右向左读取连续行时，第 i 行 2 出
现在第 i 个 1 之前，第 i 行 3 出现在第 i 行 2 之前等等。对于任意正整数 i。剩下的图，从
添加的方格中删除所有数字并用多重性计数，给出了 Clebsch-Gordon 分解。因此，在上面的
例子中，我们有

⊗ = ⊕ ⊕

⊕ 2 ⊕ ⊕

⊕ ⊕ .

(21.13)
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练习 21.4 使用上述规则对 Clebsch-Gordon 分解进行验证:

i) ⊗ = ⊕ , (21.14)

ii) ⊗ = ⊕ ⊕ , (21.15)

iii) ⊗ = ⊕ , (21.16)

iv) ⊗ ⊗ = ⊕ ⊕ 2 . (21.17)

上述练习中的结果 iv) 再现 (20.70)。

上面介绍的 Clebsch-Gordon 分解规则说明以下规则。

定理 21.2 令 GL(n) 的不可约表示由 Young 图 [µ1, . . . , µn] 确定。则对于 l < n 有

[m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
n个

]⊗ [µ1, . . . , µl] = [µ1 +m, . . . , µl +m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
(n−l)个

] . (21.18)

举例，对于 GL(3) 有

⊗ = . (21.19)

(21.18) 中的 [m,m, . . . ,m] 是具有 n 行和 m 列的矩形 Young 图。根据定理21.1，它是一维表
示，其与乘法因子 (det(g))m, g ∈ GL(n) 进行变换。则很明显立即得到：对于 SL(n)，我们有
以下表示等价。

对于SL(n) , [µ1 +m, . . . , µl +m,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
(n−l)个

] ≈ [µ1, . . . , µl] . (21.20)

因此，为了找到 SL(n) 的不可约表示，我们只需要考虑少于 n 行的 Young 图，最多由 n− 1

个整数 µ1, µ2, . . . , µn 确定。对于 GL(3) 的方程 (21.19) 变为：对于 SL(3) 有

≈ . (21.21)

练习 21.5 说明：对于 SL(n) 有 [
1n−1

]
≈ [1] . (21.22)

SL(n)的 (21.22)的推广是与 (21.20)不同的等价，由下面的定理给出 (没有证明)。
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定理 21.3 对于 SL(n) 有

[µ1, µ2, . . . , µn−1] ≈ [µ1, µ1 − µn−1, . . . , µ1 − µ2] . (21.23)

在 Figure 21.1中，虚线 Young 图 [(21.3) 的等式右边] 与实线 Young 图 [(21.23) 的等式
左边] 相接时完成一个 n× µ1 矩形。

µ1

n− 1

1

Figure 21.1

注意到 (21.20) 可以被写成

对于SL(n) , [µ1, µ2, . . . , µn] ≈ [µ1 −m,µ2 −m, . . . , µn −m] , (21.24)

其中，m 是一个或正或负的任意整数。从 µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µn ⩾ 0 开始，则可以产生混合秩
的等价张量表示 [c.f. (20.77)。举例，[0, 0, . . . , 0,−1] 对应于张量 φµ(n 维表示)。

在 (21.24) 中欧给你取 m = −1，我们有

[0, 0, . . . , 0,−1] ≈ [1, 1, . . . , 1, 0] .

通过定理 21.1，等式右边对应于张量 cεi1...in−1ei1 ⊗ · · · ⊗ ein−1
，是一个 n 维张量 (由于

i1, . . . , in−1 可以取值 1, 2, . . . , n)。因此，φµ 等价于

εi1...in−1νφ
ν = φi1...in−1

, (21.25)

其中，εi1...in−1ν 是 Levi-Civita 符号。我们得出结论：Levi-Civita 符号额可以用作升降指标来
得到 SL(n) 的等价不可约表示。

考虑 SL(3)[或 SU(3)]。对应于 [1, 0,−1] 的混合张量 φνµ 等价于 φµνλ，通过下式对应于
[2, 1, 0]

( )
：

φµνλ = εµναφ
α
λ , φαλ =

1

2
εαµνφµνλ . (21.26)
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练习 21.6 运用 (2.12) 来从 (21.26) 的第一个方程得到第二个方程。

为了使 φαλ 不可约，它必须是无迹的：φλλ [c.f. (20.73)]。这说明

φµνλ + φνλµ + φλµν = 0 . (21.27)

(21.26) 的第一个方程也说明
φµνλ + φνµλ = 0 . (21.28)

相反地，如果 φµνλ 满足上面两个条件，则 φαλ = 1
2
εαµνφµνλ 满足无迹条件 φαα = 0。

最后，我们考虑 O(n) 和它的子群 SO(3)。回忆对于矩阵 (aji ) ∈ O(n)，正交性条件意味
着

n∑
k=1

aika
j
k =

n∑
k=1

aki a
k
j = δij , (21.29)

[c.f. (1.29)]。因此，在一个表示空间 T r(V ) 中，分量为 T i1...ir 的张量在 O(n) 下变换如下

(T ′)
i1...ir = ai1j1a

i2
j2
. . . airjrT

j1...jr , (21.30)

指标的缩并是在 O(n) 变换下的不变运算。换句话说，缩并与 O(n) 变换对易。实际上，考虑
例子 (12) 缩并 (缩并前两个指标)，(21.29) 和 (21.30) 说明∑

k

(T ′)
kki3...ir = δj1j2a

i3
j3
. . . airjrT

j1j2j3...jr = ai3j3 . . . a
ir
jr

∑
k

T kkj3...jr . (21.31)

对于一个秩-r 张量，有
(
r

2

)
= r(r−1)

2
种可能的缩并：

(
T(12)

)i3...ir ≡ n∑
k=1

T kki3...ir ,

(
T(13)

)i2i4...ir ≡ n∑
k=1

T ki2ki4...ir ,

...(
T(αβ)

)i1...iα−1iα+1...iβ−1iβ+1...ir ≡
n∑
k=1

T i1...iα−1kiα+1...iβ−1kiβ+1...ir ,

...

其中，每个是一个秩-(r − 2) 张量。括号内的下标表示张量指标缩并的位置。然后我们可以从
T 构造无迹张量 T0，如下所示。写做

T i1...ir =(T0)
i1...ir + δi1i2

(
V(12)

)i3...ir
+ . . .

+ δiαiβ
(
V(αβ)

)i1...iα−1iα+1...iβ−1iβ+1···ir
+ · · ·

(21.32)

要求 T0 无迹 (关于所有指标对)，我们得到
(
r

2

)
个方程，其中, 秩-(r − 2) 缩并张量 V(αβ) 可

以用秩-(r − 2) 缩并张量 T(αβ) 来求解。
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练习 21.7 展示将一般秩-3 张量 T i1i2i3 分解为无迹部分 T0 及其正交分量：

T i1i2i3 = (T0)
i1i2i3 + δi1i2

(
V(12)

)i3
+ δi1i3

(
V(13)

)i2
+ δi2i3

(
V(23)

)i1
. (21.33)

用 T(αβ) 求解 V(αβ)。

我们将一个张量 T 的分解 (21.32) 写成它的无迹部分 T0 和正交分量 V 的直和

T = T0 ⊕ V , (21.34)

其中，V i1...ir 有 (21.32) 的等式右边中给出的最后
(
r

2

)
的项。我们之前的讨论 (21.31) 给出了

以下定理，将仅表述而不证明。

定理 21.4 一个张量分解成它的无迹部分和正交分量 [(21.34)] 在 O(n) 变换下是不变的。

我们进一步注意到无迹张量的子空间 T r0 (V ) ⊂ T r(V )，在对称群 Sn 下是不变的。因此，
可以构造 T r(V ) 上的 O(n) 的所有不可约表示，通过从 T r0 (V ) 开始，然后通过应用 Young对
称子来得到给定对称类型的无迹张量。但是，并非所有可能的 Young 图都会产生非消失的无
迹张量，如下例所示。

考虑群 O(2) 及其在 T 3(V ), dim(V ) = 2 上的表示。将无迹张量 T0 ∈ T 3(V ) 写为

T0 = T i1i2i3φi1i2i3 , i1, i2, i3 = 1, 2 , (21.35)

其中，φi1i2i3 = ei1 ⊗ ei2 ⊗ ei3。从 (20.40)，我们有

Y3

(
1 2
3

)
T0 = T i1i2i3Mi1i2i3 , (21.36)

其中
Mi1i2i3 =

1

3
(φi1i2i3 + φi2i1i3 − φi3i2i1 − φi3i1i2) , (21.37)

[c.f. (20.41)]。唯一独立的 Mi1i2i3 为

M112 =
2

3
(φ112 − φ211) = −2M211 = −2M121 ,

M221 =
2

3
(φ221 − φ122) = −2M122 = −2M212 .

因此我们有

Y3

(
1 2
3

)
T0 =

(
T 112 − 1

2

(
T 211 + T 121

))
M112

+

(
T 221 − 1

2

(
T 122 + T 212

))
M221 .

(21.38)

由于 T0 是无迹的，它的分量满足∑
i

T iij =
∑
i

T iji =
∑
i

T jii = 0, j = 1, 2 . (21.39)
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这些条件意味着
T 112 = T 211 = T 121 , T 221 = T 122 = T 212 . (21.40)

则我们从 (21.38) 得到结论，即：

Y3

(
1 2
3

)
T0 = 0 . (21.41)

类似地，可以说明

Y3

(
1 3
2

)
T0 = 0 . (21.42)

练习 21.8 验证上面的方程。

练习 21.9 说明无迹张量 Y3

(
1
2
3

)
T0 在 n = 2 时也同样消失。

练习 21.10 计算无迹张量 Y2

(
1
2

)
T0，其中 T0 是一个秩-2 无迹张量 T0 = T i1i2φi1i2 , i1, i2 =

1, 2；并且说明它不同样地消失。

我们将表述下面重要的定理而不证明。

定理 21.5 T r(V ), dimV = n 中的无迹张量，对应于前两列长度之和大于 n 的 Young 图必
须同样地消失。

这个一般结论证实了之前研究的特殊例子的结果。

推论 21.1 O(n) 的不可约表示可以从对应于前两列长度小于等于 n 的 Young 图的无迹张
量构造。

举例，对于 O(3)，我们有无迹张量

· · · ,

· · · .

对于 O(4)，我们有

· · · , · · · , · · · , ,

· · ·
.
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对于 O(5)，有如下：

· · · , · · · , · · · , ,

· · ·
,

· · ·
,

· · ·
.

在上面的 Young 图中，内部带点的方格表示在同一行有任意数量的方格。

一些可能的图可以通过以下方式配对：第一列中有 c1 个方格的图与第一列中有 n− c1 并
且在其它每列中有相同数量的框的图配对。(这些配对在上图中表现为同一列图)。当 n 是偶
数时，例如在 O(4) 中，c1 = n

2
的图不是成对的。每个完全反对称图 [1n], (c1 = n) 可以被认

为是和没有方格的图配对，表示一个标量。

现在让我们关注 SO(n)。事实证明，对于这种情况，通过与 Levi-Civita 符号的缩并，配
对图的不可约表示是等价的。我们不会一般地证明这一事实，而是通过一些例子来说明。首先
要注意的是，对于 SO(n)，我们不必考虑完全反对称图 [1n]。

考虑 SO(3) 和对应于 Young 图 的不可约表示，具有张量 φµ。构成反对称张量

ψµν ≡ ελµνφλ = −ψνµ , (21.43)

其中，ε λ
µν 是 Levi-Civita 符号。假设 φλ 在 SO(3) 下变换根据

φλ → φ′
λ = aρλφρ . (21.44)

则从 (21.10) 有
ψµν → ψ′

µν = ε′µνλφ
′
λ = ελµνa

ρ
λφρ . (21.45)

因此

ψ′
12 = ε312a

ρ
3φρ = aρ3φρ = −ψ′

21 , (21.46a)

ψ′
23 = ε123a

ρ
1φρ = aρ1φρ = −ψ′

32 , (21.46b)

ψ′
31 = ε231a

ρ
2φρ = aρ2φρ = −ψ′

13 . (21.46c)

ψ12, ψ23, ψ31 组成了对应于 Young 图 的三维不可约表示的基并且分别和 φ3, φ1, φ2 变换完
全一样。我们对于 SO(3) 可以表示 和 之间的等价性如下：

λ ≈
µ λ
ν
λ

= µ
ν
, (21.47)

其中，中间的图中重复指标 λ 求和 (从 1 到 n)。类似地

φµν = µ ν ≈
µ ρ λ
ν
ρ

= ερµνφρλ ≡ ψµνλ = µ λ
ν

. (21.48)
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实际上，SO(3) 的所有张量型不等价不可约表示可以确定通过图

, , , . . .

其中，每个图由一个正整数 µ1 (= 0, 1, 2, 3, . . .) 来特征。

作为 GL(3) 的一个表示，根据 (20.71)，图 [µ1] 的维度为

(µ1 + 2) (µ1 + 1)

2
=

(
µ1 + 2

2

)
.

[µ1] 的完全对称张量的无迹条件由下式给出

S11i3...iµ1
+ S22i3...iµ1

+ S33i3...iµ1
= 0 , (21.49)

其中包含与 [µ1 − 2] 的维数一样多的方程，由 (20.72) 给出。对于 n = 3，该数字是
(
µ1

2

)
。因

此，对于 SO(3) 的表示，[µ1] 的维数为(
µ1 + 2

2

)
−

(
µ1

2

)
=

(µ1 + 2) (µ1 + 1)

2
− µ1 (µ1 − 1)

2
= 2µ1 + 1 . (21.50)

这是量子力学中轨道角动量理论的一个熟悉的结果。因此完全对称的无迹张量

µ1︷ ︸︸ ︷
· · ·

描述了自旋为 µ1 (µ1 = 0, 1, 2, . . .)的粒子，其自旋的 z-分量有 2µ1+1独立值。写做 µ1 = l(这
是量子理论中通常用于轨道角动量的符号)，该表示中的基本状态通常被写为 (在 Dirac 符号
中) 为 |lm〉，其中 m 的 2l + 1 值为 l, l − 1, . . . ,−l。角动量的半整数值来自所谓的 SO(3) 的
旋量表示 (spinor representation)，将在下一章中讨论。
对于 SO(4)，与 Levi-Civita 符号缩并产生：

φµν = µ ν ≈
λ µ ν
ρ
δ
ν

= ενλρδφµν ≡ ψλρδµ =
λ µ
ρ
δ

. (21.51)

对于 SO(5)，通过缩并得到下面等价性：

φµν = µ ν ≈

α µ ν
β
γ
δ
µ

= εµαβγδφµν ≡ ψαβγδν =

α ν
β
γ
δ

, (21.52)

φµνλ = µ ν
λ

≈

α µ ν
β λ
γ
µ
λ

= εµναβγφµνλ ≡ ψαβγν =
α ν
β
γ

, (21.53)
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φµνλρδ =
µ ν λ
ρ δ

≈

α µ ν λ
β ρ δ
γ
µ
ρ

= εµραβγφµνλρδ ≡ ψαβγνλδ =
α ν λ
β δ
γ

. (21.54)

类似地得到 SO(n), n > 5 的等价性。



22. SU(2)和 SO(3)的不可约表示

先前 (Chapter 1,4,9 和 11) 已经讨论过 SO(3)，即：三维旋转群，的许多方面。它还强调
了它在物理学应用中的基本作用，特别是涉及量子理论中旋转不变性的问题。在本章中，我们
将最终明确地确定该群的不可约表示。我们的方法补充了 Chapter 4 的方法，Chapter 4 侧重
于 SO(3) 的 Lie 代数 (无穷小生成元)。

我们首先构造 SU(2) 的不可约表示，SO(3) 的泛覆叠群 (参见 Chapter 11)。回想一下
[c.f. (11.69)] 每个 g ∈ SU(2) 可以写成

g =

(
a b

−b a

)
, a, b ∈ C , (22.1)

其中，|a|2 + |b|2 = 1。令 {e1, e2} 为复二维空间 C2 的基，其中 g 作用于

g (ei) = gji ej . (22.2)
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对于 j = n
2
, n = 0, 1, 2, 3, . . .，为 (2j + 1)-维复向量空间 V(j) 构造以下基：

{e(j)0 =
√
(2j)!S2j

(
e
(2j)
1

)
≡
√
(2j)!S2j(

2j个︷ ︸︸ ︷
e1 ⊗ · · · ⊗ e1) ,

e
(j)
1 =

√
(2j)!S2j

(
e2j−1
1 ⊗ e2

)
≡
√
(2j)!S2j(

(2j−1)个︷ ︸︸ ︷
e1 ⊗ · · · ⊗ e1⊗e2) ,

e
(j)
2 =

√
(2j)!S2j

(
e2j−2
1 ⊗ e22

)
,

...

e
(j)
k =

√
(2j)!S2j

(
e2j−k1 ⊗ ek2

)
,

...

e
(j)
2j =

√
(2j)!S2j

(
e2j2
)
} �

(22.3)

其中，S2j 是一个对称映射 [(16.21)]。上面的基向量可以被看成是在 e1 和 e2 中的 2j 阶齐次
多项式。举例，对于 j = 2，我么有很明显的记号

e
(2)
0 = e41 , e

(2)
1 = e31e2 , e

(2)
2 = e21e

2
2 , e

(2)
3 = e1e

3
2 , e

(2)
4 = e42 . (22.4)

根据 (22.1) 和 (22.2)，g ∈ SU(2) 作用在 V(j) 上如下。

g
(
e
(j)
k

)
= (g (e1))

2j−k
(g (e2))

k
= (ae1 + be2)

2j−k (−be1 + ae2
)k

=

2j−k∑
m=0

(
2j − k
m

)
(ae1)

2j−k−m
(be2)

m
k∑
l=0

(
k

l

)(
−be1

)k−l
(ae2)

l

=

2j−k∑
m=0

k∑
l=0

(
2j − k
m

)(
k

l

)
a2j−k−mbm(−b)k−l(a)le2j−(m+l)

1 em+l
2 .

(22.5)

令 m+ l = p，我们看到在上面的双求和中，p 可以假设为值 0, 1, 2, . . . , 2j。因此我们可以写(
e
(j)
k

)′
= g

(
e
(j)
k

)
=
(
D(j)

)p
k
e(j)p , (22.6)

其中

(
D(j)

)p
k
=
∑

m+l=p

(
2j − k
m

)(
k

l

)
a2j−k−mbm(−b)k−l(a)l ; k, p = 0, 1, . . . , 2j , (22.7)

并且空间 V(j) 被看作是 SU(2) 的不可约表示空间。(2j + 1) 个基向量 e
(j)
k , k = 0, 1, 2, . . . , 2j，

被称为秩-2j 的旋量 (spinors)。举一个例子，我们有以下结果：(
e
(2)
1

)′
=
(
−a3b

)
e
(2)
0 + a2

(
|a|2 − 3|b|2

)
e
(2)
1

+ 3ab
(
|a|2 − |b|2

)
e
(2)
2 − b2

(
|b|2 − 3|a|2

)
e
(2)
3 +

(
b3a
)
e
(2)
4 .

(22.8)
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练习 22.1 通过运用 (22.5) 验证上面的方程。

通过在 (22.3) 中重新调整基向量，可以使上述表示变成幺正的。定义归一化状态

|jm〉 ≡ ϵ(j)m ≡
e
(j)
k√

(2j − k)!k!
≡ ej+m1 ej−m2√

(j +m)!(j −m)!
, (22.9)

其中，m ≡ j−k。对于一个 j 的确定值，由于 k 遍历 0, 1, . . . , 2j，m可能值为 j, j−1, . . . ,−j+
1,−j。注意到在上面方程中 ej+m1 ej−m2 ≡ e(j)k 表示 e1 的 j +m 因子和 e2 的 j −m 因子的对
称乘积 [如 (22.3) 定义]。幺正性如下所示。令 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) 为 C2 中的标准基。则
u = (u1, u2) ∈ C2 可以被写成 u = u1e1 + u2e2。通过下式定义一个 C2 中 hermitian 内积

(u, v) = u1v1 + u2v2 . (22.10)

在张量空间

2j个︷ ︸︸ ︷
C2 ⊗ · · · ⊗ C2中向量

(
1√
(2j)!

) 2j个︷ ︸︸ ︷
u⊗ · · · ⊗ u投影在 V(j)上，给出了一个向量 u(j) ∈

V(j)，分量 ϵ
(j)
j , . . . , ϵ

(j)
−j 分别由下式给出

(
u(j)
)0

=
(u1)

2j√
(2j)!

,
(
u(j)
)1

=
(u1)

2j−1
(u2)√

(2j − 1)!
, . . . ,

(
u(j)
)k

=
(u1)

2j−k
(u2)

k√
(2j − k)!k!

, . . . ,
(
u(j)
)2j

=
(u2)

2j√
(2j)!

.

(22.11)

内积 (22.10) 在 V(j) 中推导出下面的 hermitian 内积：

(
u(j), v(j)

)
=

2j∑
k=0

(
u(j)
)k

(v(j))
k
. (22.12)

在由 (22.1) 给出的 g ∈ SU(2) 下，u(j) 变换如下 [与 (22.5) 相比]：

(
u(j)
)k −→ ((

u(j)
)′)k

=
1√

(2j − k)!k!
((u′))

2j−k
(
(u′)

2
)k

=
1√

(2j − k)!k!
(
au1 − bu2

)2j−k (
bu1 + au2

)k
,

(22.13)

则有

(2j)!
((
u(j)
)′
,
(
v(j)
)′)

=

2j∑
k=0

(2j)!

(2j − k)!k!

(
(u′)

1
)2j−k (

(u′)
2
)k (

(v′)
1
)2j−k (

(v′)
2
)k

=

2j∑
k=0

(
2j

k

)(
(u′)

1
(v′)

1
)2j−k (

(u′)
2
(v′)

2
)k

=
(
(u′)

1
(v′)

1
+ (u′)

2
(v′)

2
)2j

=
(
u1v1 + u2v2

)2j
=(2j)!

(
u(j), v(j)

)
,

(22.14)
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第四个等号来自于 p 的幺正性。因此
((
u(j)
)′
,
(
v(j)
)′)

=
(
u(j), v(j)

)
，以及 SU(2) 在 V(j) 上

的不可约 (2j + 1)-维表示由基 (22.9) 确定是幺正的。实际上，标记为 D(j)(对于 j = n
2
, n =

0, 1, 2, . . .) 的所有这些不可约表示的集合穷尽了 SU(2) 的所有不可约表示。(我们这里将省略
这个中心事实的证明)。类似于 (22.6)，我们可以写((

u(j)
)′)m

=
(
D(j)

)m
m′

(
u(j)
)m′

, (22.15)

其中 (
u(j)
)m

=
(u1)

j+m
(u2)

j−m√
(j +m)!(j −m)!

, (22.16)

其中，m,m′ = j, j−1, . . . ,−j+1,−j。[这些与 (22.11)中的量
(
u(j)
)k 相同，其中 m = j−k]。

注意，分量为
(
u(j)
)m 的一个向量可以看成 C2 中的 2j 阶齐次多项式的线性空间中的矢量。

该空间与 V(j)[(22.3)] 同构，并且也可以被看成 SO(3) 的 (2j + 1)-维不可约表示空间。根据
(22.13) 得出

((
u(j)
)′)m

=

(
(u′)

1
)j+m (

(u′)
2
)j−m

√
(j +m)!(j −m)!

=

(
au1 − bu2

)j+m
(bu1 + au2)

j−m√
(j +m)!(j −m)!

=
1√

(j +m)!(j −m)!

j+m∑
p=0

(
j +m

p

)(
au1
)j+m−p (−bu2)p

×
j−m∑
q=0

(
j −m
q

)(
bu1
)j−m−q (

au2
)q

(22.17)

=

j+m∑
p=0

j−m∑
q=0

√
(j +m)!(j −m)!

(p!)(j +m− p)!q!(j −m− q)!
(−1)paj+m−p(b)pbj−m−q(a)q

×
(
u1
)2j−(p+q) (

u2
)p+q

=

j+m∑
p=0

j−m∑
q=0

√
(j +m)!(j −m)! (j +m′) (j −m′)

(p!)(j +m− p)! (j −m′ − p)! (p+m′ −m)!
(−1)p

× aj+m−p(a)j−m
′−p(b)pbp+m

′−m (u1)
j+m′

(u2)
j−m′√

(j +m′)! (j −m′)!
,

其中，在最后一个等号，我们已经设 m′ ≡ j − (p+ q)。当 p 和 q 假设各种允许值 (由上面的
双求和上限表示) 时，m′ 的范围超过 2j + 1 个值 j, j − 1, . . . ,−j + 1,−j。Table 22.1显示了
j = 2, m = 1 的情况。对于这种情况，双求和

∑3
p=0

∑1
q=0 可以被重写为 m′ 和 p 的双求和，

Table 22.1

p 0 0 1 1 2 2 3 3
q 0 1 0 1 0 1 0 1

p+q 0 1 1 2 2 3 3 4
m′ 2 1 1 0 0 -1 -1 -2
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其中值的可能组合是：

m′ = −2, p = 3 ; m′ = −1, p = 2, 3 ; m′ = 0, p = 1, 2 ; m′ = 1, p = 0, 1 ; m′ = 2, p = 0 .

一般地，(22.17) 中的双求和可以重写成

j∑
m′=−j

p∑
p=p

,

其中，对于一个确定的 m′，p 的范围由下式给出

p = max {0,m−m′} , p = min {j −m′, j +m} . (22.18)

练习 22.2 对于 j = 2,m = 1 的情况验证上述断言；并且对于一般情况也验证上述断言。

方程 (22.25),(22.16) 和 (22.17) 意味着不可约幺正表示 D(j)(g) 有由下式给出的矩阵元素

(
D(j)

)m
m′ =

p∑
p=p

(−1)p
√
(j +m)!(j −m)! (j +m′) (j −m′)

p!(j +m− p)! (j −m′ − p)! (p+m′ −m)!

× aj+m−p(a)j−m
′−p(b)pbp+m

′−m ,

(22.19)

其中，p 和 p 由 (22.18) 给出。

让我们立刻将这种一般公式应用到 j = 1
2
情况。我们可以看到

(
D( 1

2)
) 1

2

1
2

= a,
(
D

1
2

)− 1
2

1
2

= b,
(
D( 1

2)
) 1

2

− 1
2

= −b,
(
D( 1

2)
)− 1

2

− 1
2

= a .

因此

D( 1
2) =

(
a b

−b a

)
= g , (22.20)

正如所料。

练习 22.3 运用 (22.19) 的结果来说明

D(1) =


(
D(1)

)1
1

(
D(1)

)0
1

(
D(1)

)−1

1(
D(1)

)1
0

(
D(1)

)0
0

(
D(1)

)−1

0(
D(1)

)1
−1

(
D(1)

)0
−1

(
D(1)

)−1

−1

 =


a2

√
2ab b2

−
√
2ab |a|2 − |b|2

√
2ab

b
2 −

√
2ab a2

 .

(22.21)
验证 det(D(1)) = 1 和

(
D(1)

)†。
在确定了 SU(2) 的不可约表示之后，回忆起：由 (11.19) 给出的群同态 ϕ|SU(2) 是从

SU(2) 到 SO(3) 的二对一的满射，随后得到 SO(3) 的不可约表示。假设对于某个确定的
g ∈ SU(2), ϕ(g) = ϕ(−g) = R ∈ SO(3)。对于 (u1, u2) ∈ C2，令
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(
(u′)

1
, (u′)

2
)
=
(
u1, u2

)
g , (22.22)(

(u′′)
1
, (u′′)

2
)
=
(
u1, u2

)
(−g) =

(
−u1,−u2

)
g . (22.23)

则从 (22.15) 和 (22.16) 有

((
u(j)
)′)m

=
(
D(j)(g)

)m
m′

(
u(j)
)m′

=
∑
m′

(
D(j)(g)

)m
m′

(u1)
j+m′

(u2)
j−m′√

(j +m′) (j −m′)
, (22.24)

((
u(j)
)′′)m

=
(
D(j)(−g)

)m
m′

(
u(j)
)m′

=
∑
m′

(
D(j)(g)

)m
m′

(−u1)j+m
′

(−u2)j−m
′√

(j +m′) (j −m′)

=(−1)2j
∑
m′

(
D(j)(g)

)m
m′

(
u(j)
)m′

.

(22.25)

因此，对于 2j = 一个偶数，D(j) 可以考虑成一个 SO(3) 的单值表示。这种表示不过是以下
面的 Young 图为特征的 (2j + 1)-维张量表示

j个方格︷ ︸︸ ︷
· · ·

[见 (21.50) 前面的讨论]。对于 2j = 奇数，D(j) 不能简化为张量表示。在这种情况下，它被
称为旋量表示 (spinor representation)，并且是双值的。在物理学中，旋量表示描述了半整
数自旋的基本粒子，比如电子，其自旋 j = 1

2
。

R 术语 SO(3) 的“旋量表示”，以及表示的“单值”和“双值”，在物理学文献中更常用。严格
地说，所有 D(j) 都是 SU(2) 的表示，而对于 j = 0, 1, 2, . . . 的 D(j) 是 SO(3) 的表示。

让我们对于任意旋转 R ∈ SO(3) 计算旋量表示 D( 1
2)(R)。根据 Euler 定理 (定理 6.3)，

R3 中的每个旋转 R 可以写成 R = R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ)。然后从 (11.55)，(11.56) 和 (22.20) 得
出 j = 1

2
的旋量表示的两个值由 ±D( 1

2) 给出，其中

D( 1
2) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ)) = exp

(
−iϕ

2
σ3

)
exp

(
−iθ

2
σ2

)
exp

(
−iψ

2
σ3

)
=

(
exp

(
−iϕ

2

)
0

0 exp
(
iϕ
2

) )( cos θ
2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)(
exp

(
−iψ

2

)
0

0 exp
(
iψ
2

) ) ,

(22.26)

或者上面三个矩阵的乘积

D( 1
2) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ))

=

(
exp

(
−iϕ

2

)
cos θ

2
exp

(
−iψ

2

)
− exp

(
−iϕ

2

)
sin θ

2
exp

(
iψ
2

)
exp

(
iϕ
2

)
sin θ

2
exp

(
−iψ

2

)
exp

(
iϕ
2

)
cos θ

2
exp

(
iψ
2

) )
.

(22.27)
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请注意，它应该是形式 (22.20)。

对 Euler 定理证明 (定理 6.3) 的回顾表明：D( 1
2)(ϕ, θψ) 表示旋转 R = g′g, g′, g ∈ SO(3)，

其中 g′ 是单位向量轴 n̂ 通过单位球面上的点 (θ, ϕ) 旋转角度 ψ，并且 g = R3(ϕ)R2(θ)。因此

Rn̂(ψ) = Rg−1 = gR3(ψ)g
−1 . (22.28)

设 ψ = 2π 和 4π，并运用 (11.56)，我们看到

D( 1
2) (Rn̂(2π)) = −e , D( 1

2) (Rn̂(4π)) = e , (22.29)

其中，e 是 SU(2) 中的恒元。因此，2-分量旋量 (描述自旋 1
2
粒子) 在绕 R3 中的任何轴旋转

2π 下改变符号，但在旋转 4π 下是不变的。这是自旋 1
2
粒子的量子力学表述中的一个重要特

征。

可以类似地计算出 j = 1(向量) 表示 [通过使用 (22.21)]。我们在回顾 (11.55) 和 (11.56)
时，有

D(1) (R3(ϕ)) =


e−iϕ 0 0

0 1 0

0 0 eiϕ

 , (22.30)

[和对于 D(1)(R3(ψ)) 类似的一个表达式]

D(1) (R2(θ)) =


1
2
(1 + cos θ) − sin θ√

2
1
2
(1− cos θ)

sin θ√
2

cos θ − sin θ√
2

1
2
(1− cos θ) sin θ√

2
1
2
(1 + cos θ)

 . (22.31)

通过乘以上述 3× 3 矩阵，我们可以得到：对于 R3 中的一般旋转，有

D(1) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ)) = D(1) (R3(ϕ))D
(1) (R2(θ))D

(1) (R3(ψ)) . (22.32)

练习 22.4 验证 (22.30) 和 (22.31)。

高阶 (j > 1) 表示直接被给出通过在下式中运用 (22.19)

D(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ)) = D(j) (R3(ϕ))D
(j) (R2(θ))D

(j) (R3(ψ)) , (22.33)

其中，Cayley-Klein 参数 (a, b) 在 (22.19) 中被用作为

D(j) (R3(ϕ)) : a = e−i
ϕ
2 , b = 0 ;

D(j) (R2(θ)) : a = cos
(
θ

2

)
, b = − sin

(
θ

2

)
;

D(j) (R3(ψ)) : a = e−i
ψ
2 , b = 0 .

(22.34)

由于 D(1)(R3(2π)) = e ∈ SO(3)，(22.28) 意味着：在 D(1) 的表示空间中一个向量，不同
于旋量，在任意轴旋转 2π 下是不变的，如预期的那样。
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练习 22.5 运用 (22.19) 来直接验证

(
D(j) (R3(ϕ))

)m
m′ = δm′me

−imϕ , (22.35)

其中，m, m′ = j, j − 1, . . . ,−j + 1,−j。

练习 22.6 运用上面练习中的结果来直接说明：所有 D(j) 矩阵是幺模矩阵，即：

det
[
D(j) (Rn̂)

]
= 1 . (22.36)

由于 D(j) 是幺正的，我们有(
D(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ))

)†
=
(
D(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ))

)−1

= D(j) (R3(−ψ)R2(−θ)R3(−ϕ)) .
(22.37)

练习 22.5[(22.35)] 的结论表明：R3(ϕ) 定义一个 hermitian 算符 J3 由下式给出

R3(ϕ) = exp
(
−iϕJ3

)
, (22.38)

使得：在 D(j) 的表示中，J3 是一个对角化并且由下式给出

(
J3
)m
m′ = δm′mm .

等价地，
J3|jm〉 = m|jm〉 , (22.39)

其中，|jm〉 是由 (22.9) 给出。

我们从 (4.39) 回忆：J3 与 Lie 代数 SO(3) 的基 {J ji } 有关。事实上，

J3 = −iJ2
1 , J1 = −iJ3

2 , J2 = −iJ1
3 . (22.40)

这些正是 Chapter 4 研究的角动量算符。我们现在可以写 [类似于 (4.21)]

Rn̂(θ) = exp(−iθn̂ · J) , (22.41)

其中，J = (J1, J2, J3)是作用于所有 SO(3)的不可约表示空间D(j)(张量和旋量)的 hermitian
算符。(在物理学文献中，符号 L 通常保留用于轨道角动量，而 J 表示总角动量，轨道和自
旋)。
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复共轭表示 D(j) 可以表示为等价于 D(j)。首先要注意的是

D(j) (R3(ψ)) =
((
D(j)

)†)T
(R3(ψ))

=
((
D(j)

)−1
(R3(ψ))

)T
=
(
D(j) (R3(−ψ))

)T
=D(j) (R3(−ψ))

=D(j) (exp (−i(−ψ)e3 · J))

=D(j) (exp (−iψ (−e3) · J))

=D(j) (R−e3
(ψ))

=D(j)
(
R2(π)R3(ψ) (R2(π))

−1
)

=D(j) (R2(π))D
(j) (R3(ψ))

(
D(j) (R2(π))

)−1
,

(22.42)

第四个等号位置来自于事实：J3 是对角化的 [c.f. (22.39)] 和引理 6.1中的第八个。从 (22.19)
和 (22.34)，我们看到 D(j) (R2(θ)) 是实的 (因为 a 和 b 对于这个旋转都是实的)。因此，类似
于 (22.42)，

D(j) (R2(θ)) = D(j) (R2(θ)) = D(j) (R2(π))D
(j) (R2(θ))

(
D(j) (R2(π))

)−1
, (22.43)

其中，最后的等号来自于 R2(π) 不旋转 e2 的事实。然后从 (22.42) 和 (22.43) 得出

D(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ)) =D(j) (R3(ϕ))D(j) (R2(θ))D(j) (R3(ψ))

=D(j) (R2(π))D
(j) (R3(ϕ))D

(j) (R2(θ))D
(j) (R3(ψ))

(
D(j) (R2(π))

)−1

=D(j) (R2(π))D
(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ))

(
D(j) (R2(π))

)−1
.

(22.44)

在物理学文献中，经常使用下面的符号：

d(j)(θ) ≡ D(j) (R2(θ)) , (22.45)

并且矩阵 D(j) 被称为旋转矩阵 (rotation matrices)。运用 (22.35)，D(j) 可以用 d(j)(θ) 表
示为 (

D(j) (R3(ϕ)R2(θ)R3(ψ))
)m
m′ =

〈
jm
∣∣D(j)(R)

∣∣ jm′〉
=e−imϕ

(
d(j)(θ)

)m
m′ e

−im′ψ
, (22.46)

其中，根据 (22.19)，有

(
d(j)(θ)

)m
m′ =

p∑
p=p

(−1)p
√
(j +m)(j −m) (j +m′) (j −m′)

p!(j +m− p)! (j −m′ − p)! (p+m′ −m)!

× (cos
(
θ

2

)
)2j+m−m′−2p(sin

(
θ

2

)
)2p+m

′−m

, (22.47)
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并且求和中的 p 的范围由 (22.18) 给出，(这等价于要求: 方程中的阶乘具有正整数阶乘的含
义)。

练习 22.7 证明对于 d(j)(θ) 有下面的对称关系：

(
d(j)(θ)

)m
m′ =

(
d(j)(−θ)

)m′

m
=
(
d(j)(θ)

)−m
−m′ (−1)m−m′

. (22.48)

我们现在想运用群特征标的属性来进一步研究 S0(3) 的不可约表示。回想一下群特征标
的正交性定理 (定理 18.6)，这是参照有限群描述的。对于无限紧致群 [其中 SU(2) 是一个例
子]，需要在群流形上定义积分来代替群元素之和。所需的积分测度必须推广到下面有限群不
变性要求：对于任意 h ∈ G，有 ∑

g∈G

f(g) =
∑
g∈G

f
(
h−1g

)
(22.49)

其中，f : G→ C 是 G 上的连续函数。因此∫
G

dg f(g) =

∫
G

dg f
(
h−1g

)
. (22.50)

这个测度被称为 Haar 测度 (Haar measure)。它的定义用差分形式书写最为简洁 (参见
Chapter 30)：对于 n-维群流形的 Haar 测度是在 G 上的不变 n-型 Ω(体积形式)。形式 Ω 被
认为是不变的，如果它满足：对于任意 h ∈ G，有

(Lh−1)
∗
Ω = Ω , (22.51)

其中，Lh−1 : G → G 是左乘以 h−1，而是 (Lh)
∗ 由 Lh 引出的拉回映射。这些微分几何概念

将在后面的章节中详细解释。现在我们只给出 S0(3) 的结论

Ω =
1

8π2
sin θdθ ∧ dϕ ∧ dψ , (22.52)

其中，∧ 是外积 (见 Chapter 28)，并且 1 ⩽ θ ⩽ π, 0 ⩽ ϕ, ψ ⩽ 2π，是 (22.27) 中的角度。选
择常数 1

8π2，使得群体积归一化为 1： ∫
G

Ω = 1 . (22.53)

定理 18.6对紧致群的情况的推广则给出了

定理 22.1 —紧凑群的性质的正交性 (Orthonormality of Characters of a Compact Group).∫
G

Ωχ(µ)(g)χ(ν)(g) = δµν . (22.54)

我们将不会在这里证明这个定理。在上面的方程中，µ 和 ν 是表示指标。因此，对于任
意表示，特征标字符 χ(µ)(g) 都是一个平方可积类的函数 (仅取决于等价类)：∫

G

Ω
∣∣χ(µ)(g)

∣∣2 = 1 . (22.55)
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事实上，我们有下面重要的结论 (表述而没有证明)：

定理 22.2 紧致群 G 的不可约表示的特征标 χ(µ)(g) 组成平方可积类函数的 Hilbert 空间的
标准正交基。

在这一点上，值得在紧致 Lie 群的不可约表示上表述几个基本和有用的结果。这些都是
关于有限群的对应定理的推广，并且取决于 Haar 测度的概念。(这些定理的证明超出了本书
的范围)。

定理 22.3 紧致 Lie 群的每个连续有界表示等价于幺正表示。

定理 22.4 紧致 Lie 群的所有连续幺正不可约表示都是有限维的。

定理 22.5 —紧致群的不可约表示的正交性 (Orthonormality of Irreducible Representations of a Com-

pact Group).

N(µ)

∫
G

Ω
(
D†

(µ)(g)
)k
i

(
D(ν)(g)

)j
l
= δµνδ

j
i δ
k
l . (22.56)

定理 22.6 — Peter-Weyl 定理 (Peter-Weyl Theorem). 紧凑群 G 上的平方可积函数的 Hilbert
空间，用 L2(G) 表示，分解为 G 的不可约表示的直和，每个都是有限维。等价地，任意
f(g) ∈ L2(G) 都可以扩展为

f(g) =
∑
µ, i,j

(
C(µ)

)j
i

(
D(µ)(g)

)j
i
, (22.57)

其中，µ 标记不可约表示和
(
C(µ)

)j
i
∈ C；并且∫

G

Ω|f(g)|2 =
∑
µ,i,j

∣∣∣(C(µ)

)j
i

∣∣∣2 . (22.58)

作为使用上述定理的一个例子，考虑群 (循环群)：

U(1) =
{
eiθ|0 ⩽ θ ⩽ 2π

}
, (22.59)

它们作用在 z ∈ C 是由下式给出
z → z′ = eiθz . (22.60)

这个群显然是紧致的，也是 Abel 的。因此，根据推论 18.1，其不可约表示都是一维的。这些
是由下式给出

D(µ)(θ) = eiµθ , (22.61)

其中，0,±1,±2, . . .。对于 µ 的积分值被下面事实要求

D(µ)(θ + 2π) = D(µ)(θ) .
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不变体积元素 (Haar 测度) 很简单由下式给出

Ω =
1

2π
dθ . (22.62)

因此，应用于 U(1) 的正交性表示定理 (定理 22.5) 给出

1

2π

∫ 2π

0

dθe−iµθeiνθ = δµν , (22.63)

其中，µ, ν = 0,±1,±2, . . .。这是 Fourier 级数理论中常见的结论 [c.f. (14.5)]。由于所有
D(µ)(θ) 都是一维的，χ(µ)(θ) = D(µ)(θ)，并且特征标正交性定理产生完全相同的结果。最后，
应用于 U(1) 的 Peter-Weyl 定理给出了 Fourier 级数理论的中心结论：

f(θ) =
∞∑

n=−∞

fn
einθ√
2π

,

[c.f. (14.7)]，其中 f(θ) ∈ L2(U(1))。

现在让我们计算 SO(3) 的不可约特征标 χ(µ)。我们首先注意到 (参见练习 6.3) 所有相同
角度 ϕ(关于任何轴) 的旋转属于 SO(3) 中的相同等价类。因此，χ(µ) 仅是 ϕ 的函数。表示指
标 µ 由 j = 0, 1

2
, 1, 3

2
给出，则设 V(j) 为不可约表示空间，D(j) 为幺正表示 (维度为 2j + 1)，

对应于一个特定的 j。通过我们先前的结论，V(j) 分解为 D(j) 的 (2j + 1) 个一维特征空间的
直和。实际上，通过 (22.38)，2j + 1 个特征值由下式给出：对于某些 0 ⩽ ϕ ⩽ π。

e−ijϕ, e−i(j−1)ϕ, . . . , e−i(−j+1)ϕ, e−i(−j)ϕ ,

因此

χ(j)(ϕ) =

j∑
m=−j

e−imϕ . (22.64)

举例
χ(0)(ϕ) = 1 ,

χ( 1
2 )(ϕ) = e−i

ϕ
2 + ei

ϕ
2 = 2 cos

(
ϕ

2

)
,

χ(1)(ϕ) = e−iϕ + eiϕ + 1 = 1 + 2 cosϕ .

(22.65)

练习 22.8 说明

χ(j)(ϕ) =
sin
(
j + 1

2

)
ϕ

sin ϕ
2

, (22.66)

其中，j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, . . .。

练习 22.9 运用由 (22.27)给出的 D( 1
2)(ϕ, θ, ψ)的显式表达式对于 j = 1

2
直接验证定理 22.4。
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练习 22.10 运用 (22.27) 对于 j = 1
2
直接验证定理 22.5。

我们可以对特征标 χj 运用我们的公式来确定积表示 D(j1) ×D(j2) 的 Clebsch-Gordon 分
解 [c.f. (18.75)]。通过 (18.76) 有

χ(j1×j2) = χ(j1)χ(j2) . (22.67)

写 z = eiϕ，它从 (22.64) 开始有

χ(j) = z−j + z−j+1 + · · ·+ zj =
z−j (1− z2j+1)

1− z
=
zj+1 − z−j

z − 1
. (22.68)

对于 j1 < j2，则我们有

χ(j1)(z)χ(j2)(z) =
(
z−j1 + · · ·+ zj1

)(zj2+1 − z−j2
z − 1

)
=
zj1+j2+1 − z−(j1+j2)

z − 1
+ · · ·+ zj2−j1+1 − z−(j2−j1)

z − 1

=χ(j1+j2) + χ(j1+j2−1) + · · ·+ χ(j2−j1) .

(22.69)

对于 j1 和 j2 的任意值，因此我们有

D(j1) ×D(j2) =

j1+j2∑
j=|j1−j2|

D(j) . (22.70)

举例
D( 1

2) ×D( 1
2) = D(0) +D(1) ,

D( 1
2) ×D(1) = D( 1

2) +D( 3
2) ,

D(1) ×D(1) = D(0) +D(1) +D(2) ,

D(1) ×D(2) = D(1) +D(2) +D(3),等.

(22.71)

方程 (22.70) 是量子力学中角动量相加理论的核心结论。





23. 球谐函数

球谐函数是在单位球面 (在 R3) 上定义的函数，并作为如下 Laplace 方程 (Laplace’s
equation) 的解：

∇2ψ(r) ≡
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψ(r) = 0 . (23.1)

我们将在本章中看到它们也是 SO(3) 的确定不可约表示空间中的基向量，并且实际上构成了
在单位球上定义的平方可积函数的一组基。我们从 SU(2) 的不可约表示开始。

考虑

g(θ) =

(
e−iθ 0

0 eiθ

)
∈ SU(2) .

我们前面的结论 [(22.35)] 说明

(
D(j)(g(θ))

)m
m′ = δmm′e−2imθ , (23.2)

其中，m,m′ = j, j − 1, . . . ,−j。参数 2θ 出现在分量中因为在由 (11.19) 给出的群同态 ϕ :

SU(2)→ SO(3) 下，g(θ) 对应于旋转 R3(2θ) [c.f. (11.33)]。很明显，exp(2ijθ) 是 D(j)(g(θ))

的一个特征值，它是 SU(2) 的一个 (2j + 1)-维表示。我们可以建立如下事实，将仅被表述而
不证明 (S. Sternberg 1995)。

引理 23.1 如果 D 是 SU(2) 的一个 (2j + 1)-维表示使得 exp(2ijθ) 出现为 D(g(θ)) 的一个
特征值，其中 j = 0, 1

2
, 1, 3

2
, . . .，并且 g(θ) ∈ SU(2) 如上给出，则 D 等价于 D(j) 的不可约

表示。

现在让我们回忆，通过 (22.25) 和其下面的讨论，如果 j 是一个整数 ⩾ 0，则对于任意
g ∈ SU(2)，有

D(j)(g) = D(j)(−g) . (23.3)
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由于 ϕ(g) = ϕ(−g) ∈ SO(3)，其中 ϕ : SU(2) → SO(3) 是 (11.9) 的同态，对于 SO(3) 的表
示定义为

(D′)(j) (R) ≡ D(j)

(
ϕ−1(R)

)
, (23.4)

对于 j = 0, 1, 2, . . . , R ∈ SO(3)，提供 SO(3) 的所有不可约表示。根据物理学文献中的时间，
我们仍将在后续的发展中对于非负整数 j，将 (D′)(j) 标记为 D(j)。

很容易看出 Laplace 算符 ∇2 与所有 Euclidean 运动 (旋转加平移) 对易，特别是它与所
有旋转对易。因此，对于一个表示 D : SO(3) → U(L2(S2))，[其中 L2(S2) 是在单位球面 S2

上所有平方可积函数的空间，并且 U(H) 是 Hilbert 空间 H 上的一群幺正变换] 使得：对于
R ∈ SO(3)，有

D(R)ψ(r) = ψ
(
R−1r

)
, (23.5)

[c.f. (18.6)]，我们有 (
∇2D(R)

)
ψ(r) = D(R)∇2ψ(r) . (23.6)

用球极坐标写 ∇2 [见 (31.45)]：

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∇2
S , (23.7)

其中

∇2
S ≡

1

sin θ
∂

∂θ
sin θ ∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
, (23.8)

我们进一步看到 (23.7) 中的三项中的每项都和 D(R) 对易。特别是，对于任意 R ∈ SO(3)，
球形 Laplace 算符 (spherical Laplacian) ∇2

S 与 D(R) 对易：

(
∇2
SD(R)

)
ψ(r) = D(R)∇2

Sψ(r) . (23.9)

练习 23.1 显式说明：对于任意 R ∈ SO(3)，∇2, ∂
2

∂r2
, ( 1
r
∂
∂r
) 和 ∇S 都与 D(R) 对易，其中

D(R) 的作用由 (23.5) 给出。

令 P k 表示 R3 上具有复系数的 k 阶齐次多项式的空间。举例

P 0 = span{1} , P 1 = span{x, y, z} , P 2 = span
{
x2, y2, z2, xy, yz, xz

}
.

一般地，pk(x, y, z) ∈ P k 可以被写成

pk(x, y, z) =
k∑
i=0

pi(x, y)zk−i , (23.10)

其中，pi(x, y) 是 R2 上复数值的 i 阶齐次多项式。很明显从二项式展开

(x+ y)i =

i∑
r=0

(
i

r

)
xryi−r (23.11)
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有 pi 属于维度为 i+ 1 的空间。因此，(23.10) 意味着

dim
(
P k
)
= 1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =

(k + 1)(k + 2)

2
. (23.12)

空间 P k，在 SO(3) 下不变，构成 SO(3) 的表示空间。然而，它不是不可约的。实际上，
考虑由一个子空间 Hk ⊂ P k 定义为

Hk ≡ ker
(
∇2
)
. (23.13)

Hk 被称为 k 阶调和多项式 (harmonic polynomial) 的空间。除了在物理应用中经常出现
之外，它在分析和几何中也是至关重要的。我们有以下基本定理。

定理 23.1 在 R3 上的 k 阶复数值多项式的空间 Hk 提供了 SO(3) 不可约表示，其等价于
Dk[c.f. (23.4) 及它后面的讨论]。

证明：首先注意到，通过 (23.6) 和 (23.1)，Hk 明显地在 SO(3) 下不变。所以，它为 SO(3)

提供了一个表示空间。这种表示记为 D : SO(3) → U(Hk)。则我们注意到 Laplace 算符
∇2 : P k → P k−2 是一个满射，即：P k−2 = Im(∇2)。在定理 17.3 [方程 (17.10)] 和 (23.12) 之
后有

dim
(
Hk
)
= dim

(
ker
(
∇2
))

= dim
(
P k
)
− dim

(
P k−2

)
= 2k + 1 . (23.14)

现在
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
=

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
, (23.15)

和 (
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(x+ iy)k = k(x+ iy)k−1

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(x+ iy) = 0 . (23.16)

因此
∇2(x+ iy)k = 0 , (23.17)

意味着
(x+ iy)k ∈ Hk . (23.18)

另一方面，从 (11.33)和 (11.32)后面的讨论中，(x+iy)k 是 D(g(θ))的一个特征值为 exp(2ikθ)
的特征向量。从引理 23.1得到 D 等价于不可约表示 D(k)。 □

为了进一步减少 P k 的不可约分量，我们需要下面的事实，将只表述而不证明。

引理 23.2 对于 l = 0, 1, 2, . . .，有

P l = H l ⊕ r2P l−2 , (23.19)

其中，r2 = x2 + y2 + z2。

上面引理的特殊情况是：

P 0 = H0 =常数 ∈ C, P 1 = H1, P 2 = H2 ⊕
{
r2
}
. (23.20)
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最后一个方程来自于总是可以将 P 2 中的一般多项式表述如下的事实：

ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz =

(
a+ b+ c

3

)(
x2 + y2 + z2

)
+

{
a−

(
a+ b+ c

3

)}
x2 +

{
b−

(
a+ b+ c

3

)}
y2 +

{
c−

(
a+ b+ c

3

)}
z2

+dxy + exz + fyz ,

(23.21)

其中，a, b, c, d, e, f ∈ C，并且

H2 =
{
ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz|a+ b+ c = 0

}
. (23.22)

作为引理 23.1的结果，P l 分解为不可约子空间如下：

P l = H l ⊕ r2H l−2 ⊕ r4H l−4 ⊕ · · · . (23.23)

由于调和函数 H l 都是 l 阶齐次多项式，因此任何函数 f (l)(x, y, z) ∈ H l 都可以用球极坐
标表示为

f (l)(x, y, z) = rlYl(θ, ϕ) . (23.24)

函数 Yl(θ, ϕ) 被称为 l 阶球谐函数 (spherical harmonics)，并且定义在单位球面上。运用
(23.7) 和 (23.8)，我们有

0 = ∇2f (l) = rl−2
{
∇2
SYl + l(l − 1)Yl + 2lYl

}
, (23.25)

这意味着
∇2
SYl = −l(l + 1)Yl . (23.26)

令 H̃ l 表示由球谐函数 Yl 生成的空间。从 (23.14) 有

dim
(
H̃ l
)
= 2l + 1 . (23.27)

H̃ l 的一组标准基由 D(l)(g(
ϕ
2
)) 或者 D(l)(R3(ϕ)) [c.f. (22.38)] 的特征向量组成，其中 g(ϕ)

由 (23.1) 给出。对于 l = 1，很容易看出它们与 x + iy, x − iy 和 z 成比例，特征值分别为
exp(2iθ), exp(−2iθ) 和 1。我们选择下面的函数 Y m

1 ,m = 1, 0,−1，当在单位球面上积分时，
它们被 L2-归一化为 1：

Y 1
1 = −

√
3

8π

(
x+ iy

r

)
, Y 0

1 =

√
3

4π

z

r
, Y −1

1 =

√
3

8π

(
x− iy
r

)
. (23.28)

它们组成 H̃1 的一组基，1 阶球谐函数空间。对于任意 l(= 0, 1, 2, . . .)，H̃1 是由归一化函数
Y m
l ,m = l, l − 1, . . . ,−l，它们与与下面的多项式成比例

(x+ iy)l

rl
,
(x− iy)l

rl
,
zl

rl
,
(x+ iy)l−1(x− iy)

rl
, · · · .

回忆旋转矩阵 D(l)(ϕ, θ, ψ) 由 (22.46) 给出。球谐函数 Y m
l (θ, ϕ) 实际上通过下式与它们
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相关：

Y m
l (θ, ϕ) = (−1)m

√
2l + 1

4π

(
D(l)(ϕ, θ, 0)

)m
0

, (23.29)

其中，上面的横线表示复共轭。相关函数是伴随 Legendre 多项式 (associated Legendre
polynomials) Pml (cos θ) 和 Legendre 多项式 (Legendre polynomials) Pl(cos θ) 由下式
给出

Pml (cos θ) =

√
(l + |m|)!
(l − |m|)!

(
d(l)(θ)

)m
0
, (23.30)

Pl(cos θ) = P 0
l (cos θ) =

(
d(l)(θ)

)0
0
, (23.31)

其中，
(
d(l)(θ)

)m
m′ 由 (22.47) 给出。从 (22.46) 得出

Y m
l (θ, ϕ) = (−1)m

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
Pml (cos θ)eimϕ . (23.32)

Pml (cos θ) =
(
1− cos2 θ

) |m|
2

d|m|

d(cos θ)|m|Pl(cos θ)

=
(1− cos2 θ)

|m|
2

2ll!

dl+|m|

d(cos θ)l+|m|

(
cos2 θ − 1

)l
.

(23.33)

很容易说明
Y −m
l (θ, ϕ) = (−1)mY m

l (θ, ϕ) , (23.34)

和
Y m
l (π − θ, ϕ+ π) = (−1)lY m

l (θ, ϕ) ,

即：
Y m
l (−n̂) = (−1)lY m

l (n̂) . (23.35)

在物理学术语中，波函数 Y m
l 在坐标反转下具有 (−1)l 的宇称 (parity)。
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我们列出了前几个 (低阶) Y m
l 以供参考。

Y 0
0 =

1√
4π

,

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ ,

Y 0
2 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)
,

Y 1
1 = −

√
3

8π
sin θeiϕ ,

Y 1
2 = −

√
15

8π
sin θ cos θeiϕ ,

Y 2
2 =

√
15

32π
sin2 θe2iϕ ,

Y 0
3 =

√
7

16π

(
5 cos3 θ − 3 cos θ

)
,

Y 1
3 = −

√
21

64π
sin θ

(
5 cos2 θ − 1

)
eiϕ ,

Y 2
3 =

√
105

32π
sin2 θ cos θeiϕ ,

Y 3
3 = −

√
35

64π
sin3 θe3iϕ .

(23.36)

练习 23.2 说明如上面给出的 Y m
2 和 Y m

3 可以由 x+ iy, x− iy 和 z 的米次的齐次多项式构
成。

球谐函数 Y m
l (θ, ϕ) 组成量子力学系统的波函数的角度部分，它是旋转不变的 Hamilton

量的特征函数。现在让我们考虑装备 Hilbert 空间 HR(由可归一化和非可归一化状态组成) 上
的 SO(3) 的幺正表示，UR : SO(3) → U(HR)(见 Chapter 18 中的练习 18.1)，以及一个旋转
不变的 Hamilton 函数 H 作用于 HR 中的状态。H 的旋转不变性意味着

对于任意g ∈ SO(3) , [H,UR(g)] = 0 . (23.37)

等价地， [
H, J i

]
= 0 , i = 1, 2, 3, (23.38)

其中，J i 是角动量算符的第 i-分量 [回忆 (22.41)]。H 的标准正交特征态的集合在 Dirac 符号
中标记为 |Elm〉，假设可观测量的完备集合是 {H,J · J , J3}。它们满足

H|Elm〉 = E|Elm〉 , (23.39)

J · J |Elm〉 = l(l + 1)|Elm〉 , (23.40)

J3|Elm〉 = m|Elm〉 , (23.41)

其中，l = 0, 1, 2, . . . ;m = l, l−1, . . . ,−l。对于一个给出能量特征值 E，这些特征态组成 SO(3)

的一个不可约表示空间，名为 D(l) 表示。
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|Elm〉 的 Schrödinger 波函数是 [c.f. (15.11)]

ψElm(x) = 〈x|Elm〉 = 〈r, θ, ϕ|Elm〉 . (23.42)

现在
|x〉 ≡ |r, θ, ϕ〉 = |R3(ϕ)R2(θ)rẑ〉

= exp
(
−iϕJ3

)
exp

(
−iθJ2

)
|r, 0, 0〉 = UR(ϕ, θ, 0)|r, 0, 0〉 .

(23.43)

因此

ψElm(x) =
〈
r, 0, 0

∣∣∣U †
R(ϕ, θ, 0)

∣∣∣Elm〉 =
(
D†

(l)(ϕ, θ, 0)
)m′

m
〈r, 0, 0|Elm′〉 . (23.44)

绕 ẑ-轴的旋转一定使得 |rẑ〉 不变的。因此

exp
(
−iαJ3

)
|r, 0, 0〉 = |r, 0, 0〉 , (23.45)

或者
J3|r, 0, 0〉 = 0 , (23.46)

方程 (22.42) 则说明
|r, 0, 0〉 = fEl(r)|El0〉 , (23.47)

其中，fEl(r) 是 r 的一些 (可归一化) 函数。因此，我们有

〈r, 0, 0|Elm〉 = fEl(r)δm0 , (23.48)

并且从 (23.44) 有
ψElm(x) = fEl(r)

(
D(l)(ϕ, θ, 0)

)m
0
, (23.49)

鉴于 (23.29)，它转化为
ψElm(x) = ψEl(r)(−1)mY m

l (θ, ϕ) , (23.50)

其中

ψEl(r) ≡
√

4π

2l + 1
fEl(r) . (23.51)

上面的 ψElm(x) 的一般形式是 Hamilton 量转动对称性的直接结果，并且独立于势函数 V (r)

的细节。

在旋转 R ∈ SO(3)，|Elm〉 变换根据如下

|ψ′〉 = U(R)|Elm〉 =
∑
m′

(
D(l)(R)

)m′

m
|Elm′〉 . (23.52)
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因此

ψ′(x) = 〈x|ψ′〉 =
∑
m′

(
D(l)(R)

)m′

m
〈x|Elm′〉

=
∑
m′

(
D(l)(R)

)m′

m
ψElm′(x) =

∑
m′

(
D(l)(R)

)m′

m
ψEl(r)(−1)m

′
Y m′

l (θ, ϕ) .
(23.53)

在另一方面上，
ψ′(x) = ψ

(
R−1x

)
= ψEl(r)(−1)mY m

l

(
R−1x̂

)
, (23.54)

因此
Y m
l

(
R−1x̂

)
=
∑
m′

(−1)m+m′ (
D(l)(R)

)m′

m
Y m′

l (x̂) . (23.55)

波函数 ψElm(x) 描述无自旋粒子 (j = 0) 的状态。对于一个具有自旋 (j = 1
2
, 1, 3

2
, 2, . . .)

的粒子，装备 Hilbert 空间 (H′)R 形式为 |x, σ〉, σ = j, j − 1, . . . ,−j 的状态，满足完备性条件

j∑
σ=−j

∫
d3x |x, σ〉〈x, σ| = 1 . (23.56)

在这个空间中 SO(3) 的幺正表示由下式给出

U(R)|x, σ〉 =
∑
λ

(
D(j)(R)

)λ
σ
|Rx, λ〉 . (23.57)

通过运用 (23.56)，一个任意 |ψ〉 ∈ (H′)R 可以表述为

|ψ〉 =
∑
σ

∫
d3x |x, σ〉〈x, σ|ψ〉 =

∑
σ

∫
d3x |x, σ〉ψσ(x) , (23.58)

其中
ψσ(x) ≡ 〈x, σ|ψ〉, σ = j, j − 1, . . . ,−j , (23.59)

被称为自旋 j 的不可约域分量 (irreducible field components)。对于 j = 1
2
，二-分量对

象 (ψ
1
2 (x), ψ− 1

2 (x)) 被称为在非相对论量子力学中的 Pauli 自旋波函数 (Pauli spin wave
function)。对于任意 j，我们有：在旋转 R ∈ SO(3) 下，

|ψ′〉 = U(R)|ψ〉 =
∑
σ

∫
d3 xU(R)|x, σ〉ψσ(x)

=
∑
σλ

∫
d3 x|Rx, λ〉

(
D(j)(R)

)λ
σ
ψσ(x)

=
∑
λ

∫
d3 x|x, λ〉

∑
σ

(
D(j)(R)

)λ
σ
ψσ
(
R−1x

)
.

(23.60)

因此，在一个旋转 R ∈ SO(3) 下对于自旋 j 的不可约域分量的变换规则由下式给出

(ψ′)
λ
(x) =

j∑
σ=−j

(
D(j)(R)

)λ
σ
ψσ
(
R−1x

)
(23.61)
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其中，D(j)(R) 由 (22.46) 给出。





24. 半单纯 Lie代数结构

半单纯 Lie 代数 (定义 7.11) 在 Lie 代数的分类中起着重要作用 [c.f. 定理 7.1 (Levi 分解
定理）)。它们的代表作为 Lie 群的代表，在物理应用中也非常重要。
设 G 是一个 n-维半单纯 Lie 代数，其基为 {ei}, i = 1, . . . , n。假设 A,X ∈ G, X 6= 0 满足

AdAX = [A,X] = αX , α ∈ C . (24.1)

则 X 是具有特征值 α 的 AdA ([c.f. 7.15] 的伴随表示) 的一个特征向量。如果我们写 A =

aiei, X = xiei，则 (24.1) 变为
aixj [ei, ej ] = αxkek , (24.2)

或者，用结构常数 cijk 写，依赖于 {ei}，有(
aickij − αδkj

)
xj = 0 . (24.3)

由于假设 X 6= 0，xj 并非全为零，我们得到了久期方程

det
∣∣aickij − αδkj ∣∣ = 0 . (24.4)

为了继续，我们需要下面的引理 (将仅表述而不证明)。

引理 24.1 令 G 是一个半单纯 Lie代数。如果 AdA, A ∈ G 有不同特征值 (在所有 AdY , Y ∈ G
中) 的最大可能的数，那么在这些特征值中，只有零特征值可以是简并的。

定义 24.1 假设 G 是半单纯 Lie 代数并且 AdA, A ∈ G 有不同特征值的最大可能的数，则
AdA 的特征值 0 的简并度 m(重数) 被称为 Lie 代数 G 的秩 (rank)。我们写作 rank(G) =
m。元素 A 被称为 G 的正则元素 (regular element)。
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令 G 是半单纯 Lie 代数，秩 rank(G) = m, dim(G) = n。则 AdA 的 O-特征空间，其中 A

是 G 的正则元素，维度为 m。令 {Hi}, i = 1, . . . ,m 是该特征空间的基，用 G0 表示。则

AdAHi = [A,Hi] = 0 , i = 1, . . . ,m . (24.5)

子空间 G0 组成 G 的 m-维子代数，称为 G 的 Cartan 子代数 (Cartan subalgebra)。如下
所示，G0 是 G 中的最大 Abel 子代数，使得如果 H ⊂ G0，AdH 是可对角化的。确切来说

[A, [Hi,Hj ]] = [A,HiHj ]− [A,HjHi]

= [A,Hi]Hj +Hi [A,Hj ] + [Hj , A]Hi +Hj [Hi, A] = 0 ,
(24.6)

意味着 [Hi,Hj ] ∈ G0。

现在令 α 非零，因此根据引理 24.1，AdA 的非简并特征值，有特征向量 Eα：

[A,Eα] = αEα . (24.7)

考虑一个元素 [Hi, Eα] ∈ G。我们有

[A, [Hi, Eα]] = [A,HiEα − EαHi]

= [A,HiEα]− [A,EαHi]

= [A,Hi]Eα +Hi [A,Eα]− [A,Eα]Hi − Eα [A,Hi]

=αHiEα − αEαHi

=α [Hi, Eα]

(24.8)

因此，[Hi, Eα]也是有特征值 α 的 AdA 的特征向量。由于 α 是非简并的，[Hi, Eα]必须与 Eα

成正比：
[Hi, Eα] = αiEα , i = 1, . . . ,m , (24.9)

根据定理 17.14(准素分解定理)，G 是 AdA 的特征空间的 (向量空间) 直和。因此，我们
可以写

A = aiHi +
∑
α

aαEα , (24.10)

其中，第二项求和遍历所有非零特征值 α；所以，通过 (24.9)，有

0 = [Hj , A] = ai [Hj ,Hi] +
∑
α

aα [Hj , Eα] = ai [Hj ,Hi] +
∑
α

αja
αEα . (24.11)

由于对于每个 j 和 α 有 [Hj ,Hi] ⊂ G0 和 αjEα 6= 0，对于任意 α 有 aα = 0。因此

A = aiHi ∈ G0 . (24.12)

更进一步由于很明显 ai 可以不全为零，(24.11) 也意味着

[Hi,Hj ] = 0 . (24.13)
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方程 (24.7)，(24.9) 和 (24.12) 意味着 AdA 的非零特征值由下式给出：

α = aiαi , i = 1, . . . ,m (= dim (G0)) . (24.14)

注意到 α 通常是复数，实际上等于 α∗(aiHi)，其中 α∗ = αi (H
∗)
i ∈ G∗0 是 G0 的对偶空间 G∗0

中的一个元素，并且 (H∗)
i ∈ G∗0 是 Hi 的对偶基向量 [由 (H∗)

i
(Hj) = δij 给出]。每个 α 被称

为 Lie代数 G 的一个根 (root)。(函数 α∗ 也称为 G 的根)。从 Jacobi的恒元 [(4.26)]，我们有

[A, [Eα, Eβ]] + [Eα, [Eβ, A]] + [Eβ, [A,Eα]] = 0 . (24.15)

从 (24.7) 得出
[A, [Eα, Eβ]]− β [Eα, Eβ] + α [Eβ, Eα] = 0 ,

或者
[A, [Eα, Eβ]] = (α+ β) [Eα, Eβ] . (24.16)

因此，如果 Eα 和 Eβ 分别是是特征值为 α 和 β 的 AdA 的特征向量，则 [Eα, Eβ] 是零向量
(在这种情况下 α+β 不是根)，或特征值为 α+β 的 AdA 的特征向量。然后，如果 α+β = 0，
即：如果 β = −α，(24.5) 意味着

[Eα, E−α] = ciα,−αHi , (24.17)

其中，结构常数中的下标 α 指的是根的特定值而不是数值张量指数。如果 α + β 是非零根，
我们有

[Eα, Eβ] = NαβEα+β , (24.18)

其中，常数 Nαβ 可以根据结构常数依赖于 G 的基 {Hi, Eα} 来写为

Nαβ = cα+βαβ . (24.19)

接下来我们将说明：如果 α 是半单纯 Lie 代数 G 的一个根，那么 −α 也是 G 的一个根。
实际上考虑由 Killing 形式 [(8.40)] 给出的 G 上的对称度量张量 gij：

gij = clikc
k
jl . (24.20)

我们将考虑 gij 和依赖于 G 的基 {Hi, Eα}, i = 1, . . . ,m 的结构常数，其中 α 指的是一个根。
到目前为止，我们的结果表明 (拉丁字母遍历从 1 到 m，同时希腊字母指的是 G 的不同的非
零根)

cσiα = αiδ
σ
α, cjiα = 0 ,

ckij = cαij = 0 ,

ciαβ =

{
ciα,−α, 如果α+ β = 0 ,

0, 如果α+ β 6= 0 ,

cσαβ =

{
cα+βαβ , 如果σ = α+ β,并且α+ β是一个根,
0, 如果α+ β不是一个根

(24.21)
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可以按如下方式分块度量张量：

g =

(
gij giα

gαi gαβ

)
. (24.22)

我们有

giα =
m∑
k=1

clikc
k
αl +

∑
β

cliβc
β
αl

=
m∑
k=1

 m∑
l=1

clik︸︷︷︸
=0

ckαl︸︷︷︸
=0

+
∑
β

cβik︸︷︷︸
=0

ckαβ

+
∑
β

 m∑
l=1

cliβ︸︷︷︸
=0

cβαl +
∑
γ

cγiβc
β
αγ


=
∑
βγ

cγiβc
β
αγ =

∑
β

cβiβc
β
αβ =

∑
β

βi c
β
αβ︸︷︷︸ = 0 ,

(24.23)

gαβ =
m∑
k=1

clαkc
k
βl +

∑
γ

clαγc
γ
βl

=
m∑
k=1

 m∑
l=1

clαk︸︷︷︸
=0

ckβl︸︷︷︸
=0

+
∑
σ

cσαkc
k
βσ

+
∑
γ

(
m∑
l=1

clαγc
γ
βl +

∑
τ

cταγc
γ
βτ

)

=
m∑
k=1

(−αk) ckβα +
m∑
l=1

clαβ (−βl) +
∑
γ

cα+γαγ cγβ,α+γ .

(24.24)

最后一个等号右边的每项都消失，除非 β = 0α。因此，gαβ 消失，除非 α+ β = 0。将上述两
个方程的结果放在一起，我们看到：det(g) = 0 除非 α+ β = 0。α 是半单纯 Lie 代数的一个
根的断言意味着从定理 8.2 (Cartan 的第一个标准) 我们知道 −α 也是一个根。

练习 24.1 用在 (24.22)中的度量张量 g的分块矩阵形式说明如果 giα = gαβ = 0，有 det(g) =
0。

由于非零根成对出现，±α，并且由于 gαβ = 0，除非 α + β = 0，因此度量张量 (24.22)
出现为

g =



gij 0 0 · · · · · · 0 0

0 0 A 0 · · · 0 0

0 A 0 0 · · · 0 0
... 0 0 · · · · · · 0 0
... · · · · · · · · · · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 B

0 0 0 · · · 0 B 0


. (24.25)

在这种形式中，很容易看出 det(g) 6= 0 意味着 det(gij) 6= 0。

练习 24.2 验证上面的表述。
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现在

gij =
m∑
k=1

clik︸︷︷︸
0

ckjl︸︷︷︸
=0

+
∑
α

cliαc
α
jl =

∑
α

 m∑
l=1

cliα︸︷︷︸
=0

cαjl +
∑
β

cβiαc
α
jβ


=
∑
α

∑
β

cβiαc
α
jβ =

∑
α

cαiαc
α
jα =

∑
α

αiαj = gji .

(24.26)

因此，gij (i, j = 1, . . . ,m)，(将 g 限制到 G0)，也用作对于由根生成的实 m-维空间 P (称为
根空间 (root space)) 的一个 (对称且非简并的) 度量张量。P 是 m-维的事实将在下面的定
理 24.5 中证明。使用 gij，结构常数 ciα,−α [(24.17) 中] 被看成是与 αi 是对偶的。事实上，

ciα,−α = δilc
l
α,−α = gikgklc

l
α,−α = gikck,α,−α

= gikc−α,k,α = gikg−αβc
β
kα = gikg−α,αc

α
kα

= gikg−α,ααk = g−α,αα
i .

(24.27)

然后，对于任意根 α, gα,−α = 1，我们可以将 (24.7) 中的 Eα 归一化。对于归一化的 Eα，有

ciα,−α = αi , (24.28)

因此 (24.17) 变成
[Eα, E−α] = αiHi . (24.29)

从现在开始，我们将假设 Eα 是归一化的，除非另有说明。两个根之间 α 和 β 的标量积
由下式定义

α · β ≡ (α∗, β∗) = gijα
iβj = αjβ

j = αjβig
ij (24.30)

注意到，这个标量积是在 G∗0 上定义的。

收集上述几个结果，我们可以分辨出复的半单纯 Lie代数的所谓 Cartan-Weyl-Chevalley
标准形式 (Cartan-Weyl-Chevalley normal form)，如下所示。

定理 24.1 令 G 是一个复的半单纯 Lie 代数并且

G0 = span {H1, . . . , Hm}

是它的 Cartan 子代数。G 分解为 G0 及其一维根空间 Gα = span{Eα} 的直和，使得

[Hi,Hj ] = 0, i, j = 1, . . . ,m , (24.31)

[Hi, Eα] = αiEα , (24.32)

[Eα, E−α] = αiHi, αi = gijαj , (24.33)

[Eα, Eβ] = NαβEα+β , (24.34)

其中，Nαβ = 0，除非 α+ β 是一个根。

我们现在将研究这些根的一些更重要的性质。
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定理 24.2 如果 α 和 β 是半单纯 Lie 代数 G 的根，则 2(α·β)
(α·α) 是整数，β −

2α(α·β)
(α·α) 也是 G 的

一个根。

证明：假设 α+ β 不是一个根。从 (24.34)，有

[E−α, Eβ] = N−α,βEβ−α ≡ E′
β−α ,

[
E−α, E

′
β−α

]
≡ E′

β−2α , · · · · · ·[
E−α, E

′
β−jα

]
≡ E′

β−(j+1)α , · · · · · ·
(24.35)

其中，E′
β−jα (j > 0) 是对应根空间中的非归一化元素。由于只有有限数量的根空间，因此存

在一个正整数 h，使得在 h 次迭代之后，有

[
E−α, E

′
β−hα

]
= E′

β−(h+1)α = 0 . (24.36)

从 (24.34) 我们也看到 [
Eα, E

′
β−(j+1)α

]
= Nj+1E

′
β−jα , (24.37)

其中，常数 Nj+1 由方程定义。它可以在 (24.37) 和最后显示的等式 (24.35) 之间通过消去 Eβ

得到：
Nj+1E

′
β−jα =

[
Eα,

[
E−α, E

′
β−jα

]]
=−

[
E′
β−jα, [Eα, E−α]

]
−
[
E−α,

[
E′
β−jα, Eα

]]
=αi

[
Hi, E

′
β−jα

]
+Nj

[
E−α, E

′
β−(j−1)α

]
=αi(β − jα)iE′

β−jα +NjE
′
β−jα

=
{
αi(β − jα)i +Nj

}
E′
β−jα ,

(24.38)

其中，第二个等号来自于 Jacobi 恒元。因此，我们得到迭代公式

Nj+1 = αi(β − jα)i +Nj = α · β − j(α · α) +Nj , j ⩾ 1 . (24.39)

如果我们定义 N0 ≡ 0，则 (24.39) 产生

N0 = 0, N1 = (α · β), N2 = (α · β)− (α · α) +N1 ,

N3 = (α · β)− 2(α · α) +N2, . . . ,

Nj = (α · β)− (j − 1)(α · α) +Nj−1 .

(24.40)

或者
Nj = j(α · β)− (α · α)(1 + 2 + · · ·+ (j − 1))

= j(α · β)−
(
j(j − 1)

2

)
(α · α) .

(24.41)

现在 (24.36) 和 (24.37) 说明了这一点

Nh+1 = 0 . (24.42)
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因此，它来自于 (24.41)(通过设 j = h+ 1)

(α · β) = h

2
(α · α) . (24.43)

代入 (24.41)，我们有
Nj =

j

2
(h− j + 1)(α · α) . (24.44)

注意到 (α · α) 6= 0 。实际上，假设 (α · α) = 0。那么 (24.41) 意味着 Nj = j(α · β), j ⩾，如果
α · β 6= 0，则与 (24.42) 相矛盾。方程 (24.43) 说明 2(α·β)

(α·α) 必须是一个正整数。另外，(24.36)，
(24.37) 和 (24.44) 给出的 Nj 值说明：如果 α 和 β 是根，而 α+ β 不是根，那么

β, β − α, β − 2α, . . . , β − hα

都是根，其中 h = 2(α·β)
(α·α) 是正整数。上面的根序列称为 β 的 α-根串 (α-root string)。

现在假设 α+ β 是一个根。则存在正整数 k 使得

[Eα, Eβ] = E′
α+β, . . . ,

[
Eα, E

′
β+jα

]
= E′

β+(j+1)α, . . .[
Eα, E

′
β+(k−1)α

]
= E′

β+kα ,
[
Eα, E

′
β+kα

]
= E′

β+(k+1)α = 0 .
(24.45)

定义常数 Nj 通过 [
E−α, E

′
β+(j+1)α

]
= Nj+1E

′
β+jα , (24.46)

我们可以通过完全类似于那些推导 (24.41) 的步骤得到

Nj = −j(α · β)−
(
j(j − 1)

2

)
(α · α) . (24.47)

在设 Nk+1 = 0 时，我们得出结论
2(α · β)
(α · α)

= −k (24.48)

是一个负整数。然后我们有下面的根串：

β, β + α, . . . , β + kα ,

上面的最后一个根是 β − 2(α·β)
(α·α) α。一个半单纯 Lie 代数的整数 2(α·β)

(α·α) 称为 Cartan 整数
(Cartan integer)。 □

定理 24.3 如果 α 是一个根，那么，在 α 的所有整数倍数 nα 中，只有 α, 0 和 −α 是根。

证明：由于 [Eα, Eα] = 0，因此从 (24.34) 得出 2α 不是一个根。现在假设 nα 对于一个确定
的 n > 1 是一个根个。然后，通过前面的定理，由于

h =
2(α · nα)
α · α

= 2n , (24.49)

nα 有一个 α-根串
nα, (n− 1)α, . . . ,−nα ,
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其中，包括 2α。这与 2α 不是一个根的事实相矛盾。因此，nα 对于任意 n > 1 不是一个根。
同样，假设 −nα 对于某些 n > 1 是一个根。则有

k = −2(α · (−nα))
(α · α)

= 2n , (24.50)

并且 −nα 有 α-根串
−nα,−(n− 1)α, . . . , nα ,

它又包括 2α。这个定理得证。 □

定理 24.4 假设 α 和 β 都是非零根，那么 β 的 α-根串最多包含四个根。因此

2(α · β)
(α · α)

= 0,±1,±2,或者± 3 . (24.51)

证明：我们假设 β 6= ±α；我们已经证明了该定理：如果 β = ±α，则 β 的 α-根串仅由三个
根 α, 0,−α 组成。

假设 α-根串有五个根。令它们为

β, β = α, β − 2α, β − 3α, β − 4α .

β − (β − 2α) = 2α 和 β + (β − 2α) = 2β − 2α 都不是根。因此，β 的 (β − 2α)-根串只由一个
根组成，即：β。方程 (24.43) 则说明

β · (β − 2α) = β · β − 2α · β = 0 . (24.52)

类似地，β − α 的 (β − 3α)-根串仅一个根组成，β − α；β − 2α 的 (β − 4α)-根串仅一个根组
成。再有就是通过 (24.43) 有

(β − α) · (β − 3α) = β · β − 4α · β + 3α · α = 0 , (24.53)

(β − 2α) · (β − 4α) = β · β − 6α · β + 8α · α = 0 . (24.54)

最后三个方程一起可以用如下矩阵形式写出：
1 −2 0

1 −4 3

1 −6 8




β · β
α · β
α · α

 = 0 . (24.55)

由于系数矩阵的行列式不会消失 (等于 −4)，唯一的解变成零：

α · α = β · β = α · β = 0 . (24.56)

显然与 α 和 β 都是非零根的假设相矛盾。因此，假设 β 的 α-根串有五个根必须是错误的。类
似地，根串

β, β + α, β + 2α, β + 3α, β + 4α
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不可能存在。另一方面，考虑 β 的 α-根串

β, β − α, β − 2α, β − 3α .

方程 (24.52) 和 (24.53) 仍然有效，它们共同产生

2(α · β)
(α · α)

= 3 , (24.57)

确定 (24.43)。对于根串
β, β + α, β + 2α, β + 3α ,

相反，我们有
2(α · β)
(α · α)

= −3 . (24.58)

随后得到方程 (24.52)，从而证明了该定理。 □

现在让我们在 (24.34) 中计算 Nαβ，其中 α + β 是一个根 (否则 Nαβ = 0)。考虑下面 β

的 α-根串：
β + jα, β + (j − 1)α, . . . , β + α, β, β − α, . . . , β − kα . (24.59)

令
γ ≡ β + jα , (24.60)

这可以等价地写成
γ, γ − α, . . . , γ − hα , (24.61)

其中
h = j + k . (24.62)

从 (24.37) 开始，我们有 (在该等式中用 γ 替代 β 和 j + 1 替代 j)

[
Eα, E

′
γ−jα

]
= NjE

′
γ−(j−1)α , (24.63)

或者，从方程 (24.35) 的最后一个有

[
Eα,

[
E−α, E

′
γ−(j−1)α

]]
= NjE

′
γ−(j−1)α . (24.64)

因为根据 (24.35)，E′
γ−(j−1)α 用一个常数区分于 Eγ−(j−1)α，上面的方程和 (24.60) 一起说明

NjEα+β = [Eα, [E−α, Eα+β]] = N−α,α+β [Eα, Eβ] = NαβN−α,α+βEα+β . (24.65)

因此，在回忆 (24.44)，并在该方程中用 j + k 代替 h[(24.62)] 时，我们有

NαβN−α,α+β =
j(k + 1)(α · α)

2
. (24.66)
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接下来，我们使用 Jacobi 恒元 [(4.26)] 来得到

[[Eα, Eβ] , E−α−β] = [Eα, [Eβ, E−α−β]] + [Eβ, [E−α−β, Eα]] , (24.67)

并且通过 −α 代替 α 和 −β 代替 β 得到类似方程式。(这是允许的，因为 α 是根说明 −α 也
是根)。使用 Cartan-Weyl-Chevalley 形式 [(24.31) 至 (24.34)]，这些方程产生

Nαβ(α+ β)iHi =
(
Nβ,−α−βα

i +N−α−β,αβ
i
)
Hi , (24.68)

N−α,−β(α+ β)iHi =
(
N−β,α+βα

i +Nα+β,−αβ
i
)
Hi . (24.69)

我们因此有

Nαβ = N−β,−α−β = N−α−β,α , (24.70)

N−α,−β = N−β,α+β = Nα+β,−α . (24.71)

则方程 (24.66) 可以重写

−NαβN−α,−β =
j(k + 1)(α · α)

2
, (24.72)

这意味着
NαβN−α,−β < 0 . (24.73)

我们现在观察在缩放变换下

Eα → Ẽα = CαEα , (24.74)

Nαβ → Ñαβ =
CαCβ
Cα+β

Nαβ , (24.75)

Cartan-Weyl-Chevalley 形式 [(24.32) 至 (24.34)] 保持不变性提供了

CαC−α = 1 . (24.76)

练习 24.3 验证上面的表述。

通过这种缩放的自由，人们可以随时设

N−α,−β = −Nαβ . (24.77)

方程 (24.72) 则给出 Nαβ 下面结果：

Nαβ =

√
j(k + 1)(α · α)

2
. (24.78)

在上面的方程中，正整数 j 和 k 由与根 α 和 β 相关的根串 (24.59) 确定，而 α+ β 也是根。

在我们开始之前，我们用 SU(2) ∼ SO(3) 的简单但重要的例子来说明迄今为止得到的结
果，正如我们多次看到的那样，是角动量量子理论的 Lie 代数。
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回想一下 Chapter 4，SO(3) 是一个三维 Lie 代数，其生成元为 J3
2 , J

1
3 和 J2

1。写作

L =
(
L1, L2, L3

)
(角动量算符的三个分量)[c.f.(9.26)]

L1 = −ih̄J3
2 , L2 = −ih̄J1

3 , L3 = −ih̄J2
1 , (24.79)

并定义无量纲角动量算符 J 为

L ≡ h̄J = h̄ (J1, J2, J3) , (24.80)

对于 SO(n)[(4.35)] 的结构方程应用于 SO(3) 给出

[Jj , Jk] = i
∑
l

εjklJl (24.81)

作为 SO(3) 的结构方程 [c.f. (9.23)]。如果我们定义

J+ ≡
J1 + iJ2√

2
, (24.82)

J− ≡
J1 − iJ2√

2
= J†

+ , (24.83)

从 (24.81) 得到

[J3, J±] = ±J± , (24.84)

[J+, J−] = J3 . (24.85)

因此，SO(3) 的 Cartan 子代数是一维的：

(SO(3))0 = {aJ3} , a ∈ C .

只有两个根：α+ = 1 和 α0 = −α+ = −1，度规张量由 gij = gij = 1 给出。AdJ3 的对应的特
征向量是 J+ 和 J−。(结构常数 Nαβ 不进入这个代数)。

如前面的讨论，量 αi可以表示为根向量 α∗ = αi (H
∗)
i ∈ G∗0 的协变分量，其中 (H∗)

i
(Hj) =

δij。在我们稍微滥用符号之后，我们仍然会使用符号 α 来表示 α∗，记住 G∗0 中对称正定的内
积是由下式给出

α · β = (α∗, β∗) = gijαiβj = αjβj , i, j = 1, . . . ,m =秩 . (24.86)

基于这个内积，我们可以定义根向量 α 和 β 的角度 θαβ 由下式得到

cos θαβ ≡
(α · β)√

(α · α)(β · β)
, (24.87)
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或者

cos2 θαβ =
(α · β)2

(α · α)(β · β)
. (24.88)

还可以指定根向量 α 和 β 的长度比 rαβ：

rαβ ≡

√
(α · α)
(β · β)

=

√
2(α · β)/(β · β)
2(α · β)/(α · α)

. (24.89)

根据定理 24.4得出 θαβ 的可能值由下式给出

cos2 θαβ = 0 ,
1

4
,
1

2
,
3

4
, 1 , (24.90)

其中，最后一个值是 α = β。因此，可能的锐角是

θαβ = 0 , 30◦ , 45◦ , 60◦ , 90◦ ; (24.91)

相应地，通过 (24.89)，(24.43) 和 (24.48)，有

θαβ = 30◦, rαβ =
√
3

θαβ = 45◦, rαβ =
√
2

θαβ = 60◦, rαβ = 1

θαβ = 90◦, rαβ 不定

(24.92)

对于秩-1 和秩-2 (m = 1, 2) 半单纯 Lie 代数，可以非常方便地通过定义了普通 Euclid
度规并满足 (24.92) 的平面上的一组向量来表示每个代数的根的集合。这些平面被称为根图
(root diagram)，每个图都确定了一个特定的半单纯 Lie 代数。

对于 m = 1，只有经典代数 A1 [∼ SO(3) ∼ SU(2)]。其根图如 Figure 24.1所示。对于

A1

−α 0 α

Figure 24.1

A2

60◦
−α− β α+ β

β−α

−β α

Figure 24.2

m = 2，我们有经典代数 A2 [∼ SU(3)]，B2 [∼ SO(5)] 和特殊代数 G2。这些根图如 Figure
24.2至24.4所示；并且标量积可以使用 Euclidean 度规用这些图通过基本方法计算。
对于秩高于 2 的半单纯 Lie 代数，不可能通过平面根图表示所有根。然而，E.B. Dynkin

表明，所有半单纯 Lie 代数仍然可以通过一类平面图表示，并且确定分类，称为 Dynkin 图
(Dynkin diagram)。在本章的其余部分，我们将讨论 (但省略证明) 此过程。最终结果将在
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定理 24.7中给出。首先，我们必须定义非零根的序。
定义 24.2 如果 α 的第一个非零分量是正数，则称根 α 为正。如果两个根 α′ 和 α 使得
α′ − α 是正的，则称 α′ 大于 α。

举例，A1 中，α, β 和 α+β；B2 中，α, β, β+α, β+2α；G2 中，α, β, β+α, β+2α, β+3α

和 2β+3α 都是正根 (参见 Figure 24.2, 24.3和24.4)。这些例子说明：排序只是将根空间 P 分
成两半的一种方式。

B2

45◦−α− β β + α

β + 2αα−β

−2α− β −α β

Figure 24.3

G2

30◦
β + 2α

2β + 3α

β + 3α

β + α

α

β

Figure 24.4

让我们用 P+ 表示正根的集合。

定义 24.3 如果不是另外两个正根的和，那么正根 γ ∈ P+ 被认为是单纯的 (simple) 或基
本的 (fundamental)。

我们将用 Π 表示所有单纯根的集合，用 Σ 表示所有根的集合。

定理 24.5 Π (所有单纯根的集合) 的元素构成 m-维实向量空间 P = Σ 的生成 (其中 Σ 是
所有根的集合) 的一组基。如果 αI 6= αJ 属于 Π (即：两个都是单纯的)，则 αI · αJ ⩽ 0。
此外，每个正根是单纯根与正整数系数的线性组合。
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证明：如果 αI ·αJ > 0，则 (24.43) 意味着 αI −αJ 和 αJ −αI 都是根，其中一个是正的。假
设 αI − αJ 是正的，则 αI = αJ + (αI − αJ) 不是单纯的，与 αI 和 αJ 都是单纯的假设相矛
盾。由此得出 αI · αJ ⩽ 0(这也意味着 θαIαJ ⩾ π

2
)。

让我们接下来说明单纯根是线性无关的。设单纯根的集合是 Π = {αI}。如果 {αI} 是线
性相关的，则存在 x′ ∈ R 的一个集合，不是全零，使得 xIαI = 0。将此求和中的非零项分为
两个群，一个群的元素 xI > 0(称这些为 pI)，另一个群元素 xI1 < 0(称这些为 −nJ)，并写

pIαI − nJαJ = 0 , (24.93)

其中，pI , nJ > 0。考虑向量
α ≡ pIαI = nJ .αJ (24.94)

我们有
α · α = pInJ (αI · αJ) ⩽ 0 , (24.95)

其中，不等式来自定理的第一部分 (刚刚证明)。但 α 是一个正根，因为它是一个正根的求和。
因此 α · α ⩾ 0。由于 α · α = 0，这意味着 α = 0。但这是一个矛盾，因为 pI 都应该 > 0。

现在假设 α ∈ P+不单纯。则它可以写成 α = α1+α2，其中 α1, α2 ∈ P+。由于 α1 = α−α2

和 α2 = α− α1 都是正数，α 大于 α1 和 α2。如果 α1 或 α2 不单纯，则非单纯根可以进一步
减少到正根的和。该过程必须最终终止。因此证明了该定理的最后一个表述。

到目前为止，我们已经证明：单纯根 Π 的集合是线性无关的，并且它生成 P+。然后它
也必须生成 Σ (所有根的集合，正和负都有)，从而组成 P (根空间)。因此，Π 构成了 P 的基。
我们最终将说明：对于秩-m 的半单纯 Lie 代数，确实存在 m 个单纯根，这意味着 P 是 m

维的。

显然，不能超过m个单纯根，因为它们是线性无关的m-向量 (具有分量 αi, i = 1, . . . ,m)。
假设有少于 m 个单纯根。令它们为 α(1), . . . , α(k)。则每个根 α 都可以表述为

α =
k∑
i=1

xiα(i), k < m . (24.96)

因此，P 最多是 k-维的。因此存在 Cartan 子代数 G0 的一组基 {Hi, i = 1, . . . ,m} 依赖于所
有根的 m(协变量) 分量第一个消失了：

α = {0, α2, . . . , αm} . (24.97)

因此，对于所有的根 α

[H1, Eα] = 0 . (24.98)

但与此同时，
[H1,Hj ] = 0, j = 1, . . . ,m . (24.99)

因此，{H1, 0} 生成 G 的 Abel 理想，这与 G 是半单纯的事实相矛盾。 □

如果 α 和 β 都是单纯的，则 α · β ⩽ 0 的事实意味着两个单纯根之间的角度 θαβ 必须满
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足
π

2
⩽ θαβ ⩽ π . (24.100)

然后，我们得到了如下所述定理 24.4的直接结果。

定理 24.6 如果 α 和 β 是两个单纯根，则 θαβ 是 π
2
, 2π

3
, 3π

4
或 5π

6
。另外，如果 α · α ⩽ β · β，

则

β · β
α · α

=


不定, θαβ = π

2
,

1, θαβ = 2π
3
,

2, θαβ = 3π
4
,

3, θαβ = 5π
6
.

(24.101)

练习 24.4 运用定理 24.4的结论证明上述定理。

上述两个定理揭示了半单纯 Lie 代数的单纯根的知识足以确定代数的结构。Dynkin 图只
是表示单纯根的简写图形符号。构造 Dynkin 图的规则如下：

(1) 每个单纯根都用一个空心圆圈表示。
(2) 成对的圆圈由 n 条线连接，其中 n = 0, 1, 2 或 3 分别对于 θαβ = π

2
, 2π

3
, 3π

4
或 5π

6
[如

(24.101) 中]。
(3) 当圆圈通过两条或更多条线连接时，会从较短的根到较长的根绘制一个箭头。

令 e(i) 为第 i 归一化根：
e(i) =

α(i)√
α(i) · α(i)

. (24.102)

那么，对于 i 6= j，有

e(i) · e(j) =
α(i)·α(j)√(

α(i) · α(i)

) (
α(j) · α(j)

) = cos θα(i)α(j)
= −1

2

√
nij , (24.103)

其中，nij 是 Dynkin 图中连接表示第 i 和第 j 根的圆圈的线数。然后，可以将每个图与根空
间 P 中的实正定二次型 x · x 相关联，其中 x ∈ P 由下式给出：

x = xie(i) . (24.104)

从 (24.103)，我们有

x · x =
∑
i

(
xi
)2

+ 2
∑
i<j

xixje(i) · e(j) =
∑
i

(
xi
)2 −∑

i<j

xixj
√
nij . (24.105)

上面的方程的等号右边的正定性要求决定了所有可允许的 Dynkin 图由上述规则构造。我们
表述下面的事实而不证明。

引理 24.2 可允许的 Dynkin 图没有环，并且每个圆圈最多会遇到三行。此外，由一条线连接
的任何一对圆圈都可以合并为一个圆圈，并且得到的图仍然是可允许的。

运用 (可允许的) Dynkin图，我们可以根据下面的定理表示单纯 Lie代数的所谓 Cartan
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分类 (Cartan classification)。(半单纯 Lie 代数的分类可以简化为单纯 Lie 代数的分类。)

定理 24.7 通过下面的分类，复单纯 Lie 代数穷尽，达到等价：经典 Lie 代数 (classical
Lie algebra) 的四个系列

Am (m ⩾ 1), Bm (m ⩾ 1), Cm (m ⩾ 3), Dm (m ⩾ 4),

其中，m 是 Lie 代数的秩，以及五个特殊 Lie 代数 (exceptional Lie algebra)

G2, F4, E6, E7, E8,

其中，每种情况下的下标等于代数的秩。这些代数具有如下所示的对应 Dynkin 图 (Figure
24.5)。

秩 根的数量
Am m ⩾ 1 m2 +m
Bm m ⩾ 2 2m2

Cm m ⩾ 3 2m2

Dm m ⩾ 4 2(m2 −m)

G2 2 12
F4 4 48

E6 6 72

E7 7 126

E8 8 240

Figure 24.5

每个图中的圆圈的数量等于代数 (或秩) 的根的数量。

练习 24.5 说明 不是一个可允许的 Dynkin 图。

练习 24.6 说明 SO(4) ∼ SO(3)⊕ SO(3)[c.f. (9.28)] 是半单纯的但不是单纯的。

四个无穷级数的复半单纯 Lie代数可以用对应的经典 Lie群的 Lie代数的复合来辨别，如
下表所示。
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Table 24.1

G 约束 维度
SL(n) = An−1(实形式 = SU(n)) TrX = 0 n2 − 1
SO(2n+ 1) = Bn XT +X = 0 n(2n+ 1)

SP(2n) = Cn

(
A B
C −AT

)
, BT = B,

n(2n+ 1)
CT = C

SO(2n) = Dn XT +X = 0 n(2n− 1)

SP(2n) 是辛群 Sp(2n) 的 Lie 代数，X,A,B,C 是满足所列的约束的复矩阵。注意，SU(n)
是一个实 Lie 代数 (无迹反-hermitian n× n 矩阵)，其复合是 SL(n)。换句话说，它是 SL(n)
的实形式 (real form)。





25. 半单纯 Lie代数表示

Lie 代数表示的一般定义已在定义 7.12中给出。特别地，可约和不可约表示的基本概念，
以及表示的等价，完全类似于群表示 (c.f. 定义18.1和18.3)。在本章中，我们将发展出半单纯
Lie代数表示理论的特定的基本概念，事实和技术，它的完整的分类已经在上一章的最后给出。
这些代数对应于物理学中重要的紧致 Lie 群。

我们从下面的定理开始 (没有证明)，这是定理 22.3的一个结果。

定理 25.1 紧致 Lie 群的每个表示都等价于 hermitian 算符在幺正空间 (定义 hermititian 内
积的空间) 的表示；并且每个不可约表示等价于有限 hermitian 矩阵的表示。

注意到，伴随表示，就上一章中的理论已经制定出来而言，并不是由 hermitian矩阵表示，
因为伴随表示的矩阵元素是结构常数 [c.f. (7.18)]，一般不满足 hermitian 性的要求。这个事
实也可以如显式看出。Cartan 子代数中的元素 Hi 必然是 hermitian 的 [依赖于 (24.20) 的度
量]，因此 α[c.f. (24.32)] 都是实的。但是在取 (24.32) 的 hermitian 共轭时，我们有

[Hi, Eα]
†
= [HiEα − EαHi]

†
= E†

αHi −HiE
†
α = −

[
Hi, E

†
α

]
= αiE

†
α . (25.1)

因此 [
Hi, E

†
α

]
= −αiE†

α , (25.2)

意味着
E†
α = −E−α . (25.3)

由于 Cartan 子代数的基 {Hi} 中的元素相互对易，因此在任意表示 D 中存在线性算符
D(Hi) 的同时特征向量。
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定义 25.1 在 Lie 代数表示 D : G → T (V ) 中，其中 V 是一个幺正空间，D(Hi), i =

1, . . . ,m(= G 的秩) 的同时特征值 λ1, . . . , λm 的一个集合，其中 {Hi} 是 Cartan 子代数
G0 的基，构成 m-维线性空间中的一个向量的协变分量。这样一个向量被称为表示 D 的一
个权重向量 (weight vector)。由所有权重向量生成的对应的 m-维空间 ∆D 被称为表示
D 的权重空间 (weight space)。

将一个对应于特征值 λ1, . . . , λm 的同时特征向量写为

|λ(ν)〉 = |λ1, . . . , λm(ν)〉 , (25.4)

我们对于权重有下面定义的方程：

Hi|λ(ν)〉 = λi|λ(ν)〉, i = 1, . . . ,m , (25.5)

其中，稍微滥用符号，我们已经写了 Hi 而不是 D(Hi)，ν 是一个退化指标。在上一章中介绍
的根被看成伴随表示中的权重。

对于根 α，Eα 和 E−α 是 Hi 的特征态 |λ〉 的升降算符。实际上，它是从 (24.32) 得出的

HiE±α|λ〉 = ([Hi, E±α] + E±αHi) |λ〉 = (λi ± αi)E±α|λ〉 . (25.6)

因此，如果 λi ± αi 是权重，E±α|λ〉 是具有特征值 λi ± αi 的 Hi 的特征态；如果 λi± αi 不
是一个权重，则它等于零向量。与根的情况一样，权重 λi 取决于 Cartan 子代数 G0 中的基
{Hi} 的选择。与定义 24.2类似，我们有下面的内容。
定义 25.2 如果一个权重 λ 的第一个非消失成分是正的，则称权重 λ 为正。如果两个权重
λ′ 和 λ 使得 λ′ − λ 是正的，则 λ′ 被称为比 λ 更高的权重。在一个表示 D 中，一个权
重 λ 是一个比所有其它权重更高的权重，那么 λ 被称为是表示 D 中最高权重 (highest
weight)。

让我们在同一个权重空间中定义两个权重向量 λ 和 γ 的内积

λ · γ =
∑
i

λiγi , (25.7)

并且也写成
(λ+ α)i = λi + αi, λ · α ≡

∑
i

λiαi , (25.8)

其中，α 是一个根。然后，我们有关于权重系统的下面有用的定理 (没有证明)，其中一些定理
与上一章为根发展的那些定理类似。

定理 25.2 如果 λ是任意权重 (某个表示)并且 α是任意根，则 2(λ·α)
α·α 是整数，并且 λ− 2α(λ·α)

α·α

也是相同表示的权重。该权重是权重 λ 在垂直于 α 的超平面 (在权重空间 ∆ 中) 的反射
(见 Figure 25.1)。所有根的所有这些反射的集合构成一个群称为代数的 Weyl 群 (Weyl
group)。(与定理 24.2比较)。



Chapter 25.半单纯 Lie代数表示 247

α

λ− 2(λ·α)
(α·α) α λ

Figure 25.1

练习 25.1 说明上面定义的 Weyl 群确实是一个群。

练习 25.2 运用基本向量代数 (并借助于 Figure 25.1) 来验证 λ− 2(λ·α)
(α·α) α 确实是上面的定理

中所述的反射。

定理 25.3 在任意表示空间中至少存在一个权重。

定理 25.4 如果 |λ〉 是属于一个权重 λ 的特征向量，并且可以表述为一个集合的特征向量的
线性叠加 (属于权重 λ(k)) 其中没有权重 λ(k) 等于 λ，则 |λ〉 = 0。

作为这个定理的直接结果，我们有如下。

定理 25.5 属于不同权重的 Hi 的特征向量是线性无关的。在维度 N 的一个表示空间中，最
多可以有 N 个不同的权重。

如前所述 [c.f. (25.4)]，特定的权重可能是非简并的。如果对应于简并权重 λ 的特征空间
是 l-维的，那么我们说 λ 是 l-重简并，或者 λ 的重数 (multiplicity) 是 l。

定理 25.6 不可约表示的最高权重是非简并的。如果两个不可约表示具有相同的最高权重，则
这两个表示是等价的。

定理 25.7 权重向量 λ 是一个不可约表示的最高权重，当且仅当

λ(α) ≡
2(λ · α)
(α · α)

(25.9)

是对于任意单纯根 α 的非负整数 (包括 0)。如果 |Λ〉 是对应于最高权重 Λ 的特征向量，则

(E−α)
k |Λ〉

{
6= 0 如果 k ⩽ Λ(α) ,

= 0 如果 k > Λ(α) .
(25.10)

[回忆 (24.43)]。
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作为上述两个定理的结果，我们有下面重要而有用的事实。

定理 25.8 秩 m 的半单纯 Lie 群代数 G 的一个不可约表示由其最高权重 Λ 唯一确定，并完
全确定由 m 个非负整数：

Λα(i)
=

2Λ · α(i)

α(i) · α(i)

, i = 1, . . . ,m , (25.11)

每个单纯根一个，其中 α(i), i = 1, . . . ,m，是代数的 m 个单纯根。

通常在 Dynkin 图中的每个圆的顶部写非负整数 λ(αi) 以确定不可约表示。举例，对于代
数 SU(3)，有

Λα(1)

α(1)

Λα(2)

α(2)

.

给定 Λα(i)
，可以从 (25.11) 计算出最高权重 Λ。假设，对于 SU(3)，有

Λ = ζ1α(1) + ζ2α(2) , (25.12)

其中
α(1) = β , α(2) = α . (25.13)

(参见 Figure 24.2中的根图)。由于

α(1) · α(2)

α(1) · α(1)

=
α(1) · α(2)

α(2) · α(2)

= −1

2
, (25.14)

我们有
Λ · α(1)

α(1) · α(1)

= ζ1
α(1) · α(1)

α(1) · α(1)

+ ζ2
α(2) · α(1)

α(1) · α(1)

= ζ1 −
ζ2
2
, (25.15)

并且，通过 (25.9)，有

Λα(1)
=

2Λ · α(1)

α(1) · α(1)

= 2ζ1 − ζ2 . (25.16)

类似地，
Λα(2)

= −ζ1 + 2ζ2 . (25.17)

上述两个方程对于为 SU(3) 的最高权重给出了下面的表达式：

Λ =

(
2Λα(1)

+ Λα(2)

3

)
α(1) +

(
Λα(1)

+ 2Λα(2)

3

)
α(2) . (25.18)

因此，举例
Λ 1 0 =

2

3
α(1) +

1

3
α(2) . (25.19)

从最高权重 Λ，可以计算不可约表示的所有权重，并得到所谓的表示的权重系统 (weight
system)(参见下面的定理 25.13)。
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练习 25.3 说明对于 SU(2) ∼ A1 的不可约表示有 Dynkin 图

Λ(α+) = l

© ,

α+

其中，l 是非负整数并且 α+ = 1 是唯一的单纯根，最高权重 (所谓的自旋-j 表示) 由下式
给出：

Λ
l
≡ j = l

2
. (25.20)

这是角动量子量子理论中的一个熟悉的结果。

让我们首先通过基本方法计算出 SU(2)[由 (24.84) 和 (24.85) 给出的角动量代数] 的自
旋-j 表示的一些细节。方程 (25.5) 出现为

J3|m(ν)〉 = m|m(ν)〉 , (25.21)

其中，m 是 J3 的特征值，ν 是简并指数。则通过 (25.6)，有

J3J±|m(ν)〉 = (J±J3 ± J±) |m(ν)〉 = (m± 1)J±|m(ν)〉 , (25.22)

证明 J+ 和 J− 分别是升降算符。由于 j 是最高权重 (最高 J3 特征值)，我们必须有

J+|j(ν)〉 = 0 . (25.23)

定义一个归一化常数 Nj(ν) 通过

J−|j(ν)〉 ≡ Nj(ν)|j − 1(ν)〉 . (25.24)

则对于任意简并指标 µ 和 ν，有

Nj(µ)Nj(ν)〈j − 1(µ)|j − 1(ν)〉 = 〈j(µ) |J+J−| j(ν)〉

= 〈j(µ) |[J+, J−]| j(ν)〉

= 〈j(µ) |J3| j(ν)〉

=j〈j(µ)|j(ν)〉 .

(25.25)

通过选择 |j(µ)〉 为一个标准正交集：

〈j(µ)|j(ν)〉 = δµν , (25.26)

通过令 |Nj(ν)|2 = 1，可以对 |j − 1(µ)〉 进行标准正交化。我们选择一个相位，使得

Nj(ν) = Nj =
√
j . (25.27)
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则
J+|j − 1(ν)〉 = 1

Nj

J+J−|j(ν)〉 =
1

Nj

[J+, J−] |j(ν)〉

=
1

Nj

J3|j(ν)〉 =
j

Nj

|j(ν)〉 = Nj |j(ν)〉 .
(25.28)

上面的方程和 (25.24) 说明 J± 不改变简并指标 ν。重复 J− 的作用，我们发现存在标准正交
态 |j − k(ν)〉 使得 [类似于 (25.24) 和 (25.28)]：

J−|j − k(ν)〉 = Nj−k|j − k − 1(ν)〉 , (25.29a)

J+|j − k − 1(ν)〉 = Nj−k|j − k(ν)〉 . (25.29b)

因此，归一化常数 Nj−k(选为实数) 满足

N2
j−k = 〈j − k(ν) |J+J−| j − k(ν)〉

= 〈j − k(ν) |[J+, J−]| j − k(ν)〉+ 〈j − k(ν) |J−J+| j − k(ν)〉

= N2
j−k+1 + j − k .

(25.30)

结合 (25.27)，这种递归关系可以显式展示如下：

N2
j = j, N2

j−1 −N2
j = j − 1, . . . , N 2

j−k −N2
j−k+1 = j − k . (25.31)

对上面求和，我们得到

N2
j−k = (k + 1)j − k(k + 1)

2
=

1

2
(k + 1)(2j − k) . (25.32)

令
j − k = m , (25.33)

我们有

Nm =
1√
2

√
(j +m)(j −m+ 1) , (25.34)

这也是角动量子量子理论的标准结论。方程 (25.32) 意味着

Nj−2j = N−j = 0 . (25.35)

因此，在 2j 次应用 J− 在 |j(ν)〉 之后，其中 j 是最高权重，系列 (25.29a) 终止，并且表示分
解为 n 个不可约表示 (n = 简并度)，每个维度 2j + 1。因此，SU(2) 的自旋-j 不可约表示具
有 2j + 1 的维数，其中 J3 的特征值是 j, j − 1, . . . , −j，其中对应的特征态标记为 |jm〉。这
些特征态是标准正交的：

〈jm′|jm〉 = δm′m ,

由于 J3 是 hermitian [c.f. (13.17) 之前的讨论]。方程 (25.29a) 和 (25.34) 意味着

J+|jm〉 =
1√
2

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m+ 1〉 , (25.36a)
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J−|j,m+ 1〉 = 1√
2

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m〉 . (25.36b)

练习 25.4 说明 σi
2
, i = 1, 2, 3，其中 σi 是由 (11.16)给出的 Pauli自旋矩阵，给出一个 SU(2)

的自旋- 1
2
的表示。

对于开始于最高权重 Λ 的一个不可约表示的权重系统的一般计算，引入一些额外的术语
是有用的。

定义 25.3 在不可约表示 D 中，如果可以通过 k 个单纯根中减去最高权重 Λ 而从 Λ 来得
到权重 λ ∈ ∆D，则 λ 被称为属于权重空间 ∆D 的第 k 级 (level) ∆

(k)
D 。因此，最高权重

Λ 属于第 0 级 ∆
(0)
D 。最低级权重，由 TD 表示，被称为不可约表示 D 的高度 (height)。

因此
∆D = ∆

(0)
D ∪∆

(1)
D ∪ · · · ∪∆

(TD)
D . (25.37)

让我们用 Sk(D) 表示属于 ∆D 的第 k 级权重 (包括重数) 的数量。然后，不可约表示 D

的维数 N 由下式给出

N = 1 + S1(D) + S2(D) + · · ·+ STD(D) . (25.38)

定义 25.4 整数
mD ≡ maxSk(D) (25.39)

被称为不可约表示的宽度 (width) D.

关于权重的乘法，我们有下面的定理 (给出而没有证明)。

定理 25.9 最高权重为 Λ 的一个表示 D 的一个权重 λ 的重数 νλ 由下面的迭代公式给出：

{(Λ+ g) · (Λ+ g)− (λ+ g) · (λ+ g)}νλ = 2
∑
α∈P+

∞∑
k=0

{(λ+ kα) · α}νλ+kα , (25.40)

其中，P+ 是正根的集合，并且
g ≡ 1

2

∑
α∈P+

α . (25.41)

定理 25.10 一个不可约表示 D 的权重空间 ∆D 的各种级的重数满足以下条件：

Sk(D) = STD−k(D) , (25.42)

Sh(D) ⩾ Sh−1(D) ⩾ · · · ⩾ S1(D) ⩾ 1 , (25.43)

其中

h ≡

{
TD/2 , TD偶数 ,

(TD − 1) /2 , TD奇数 .
(25.44)
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推论 25.1 一个不可约表示 D 的权重系统的宽度 D 由下式给出

mD =

{
Sh(D) , TD = 2h ,

Sh+1(D) , TD = 2h+ 1 .
(25.45)

关于不可约表示的高度和维度的显式结果由下面两个定理给出

定理 25.11 假设 Λ 是半单纯 Lie 代数的不可约表示 D 的最高权重，则不可约表示 D 的权
重系统的高度 TD 由下式给出：

TD =
∑

i,α⟨i∈Π

riΛα(i)
, (25.46)

其中，求和遍历单纯根 α(i)，Λα(i)
由 (25.11) 给出，系数 ri 完全根据 Table 25.1中复单纯

Lie 代数 (c.f. 定理24.7) 的 Cartan 分类给出。

定理 25.12 最高权重为 Λ 的半单纯 Lie 代数的不可约表示 D 的维数 N 由下式给出

N =
∏
α∈P+

(
Λ · α
g · α

+ 1

)
, (25.47)

其中，连乘在正根，而 g 在 (25.41) 中定义。

下面的定理给出了当已知最高权重时确定不可约表示的权重系统的过程。

定理 25.13 假设在半单纯 Lie 代数的不可约表示 D 中，权重 λ 属于 ∆
(k−1)
D 级，那么

λ− α ∈ ∆
(k)
D , α ∈ Π(α是一个单纯根) (25.48)

当且仅当
2(λ · α)
α · α

+ q ⩾ 1 , (25.49)

其中，整数 q 由下面的条件确定：

λ+ α,λ+ 2α, . . . ,λ+ qα

是权重，但 λ+ (q + 1)α 不是一个权重。

作为一个例子，让我们计算代数 A2 ∼ SU(3) 的表示

0 1

的权重系统。对于这种情况，Λα(1)
且 Λα(2)

，而 (25.18) 意味着最高权重由下式给出：

Λ =
1

3
α(1) +

2

3
α(2) =

1

3
(α+ 2β) , (25.50)
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Table 25.1

Am Bm Cm Dm

m

2(m − 1)

3(m − 2)

k(m − k + 1)

2(m − 1)

m

m(m+1)
2

(m − 1)(m + 2)

(m − 2)(m + 3)

(m − k + 1)

·(m + k)

2(2m − 1)

2m

m2

(m − 1)(m + 1)

(m − 2)(m + 2)

(m − k + 1)

·(m + k − 1)

2(2m − 2)

2m − 1

m(m−1)
2

m(m−1)
2

(m − 2)(m + 1)

(m − 3)(m + 2)

(m − k + 1)

·(m + k − 2)

2(2m − 3)

2m − 2

G2
6 10

F4
22 42 30 16

E6

16 30 42

22

30 16

E7

34 66 96

49

75 52 27

E8

92 182 270

136

220 168 114 58
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其中，α 和 β 是 Figure 24.2中的单纯根。方程 (25.46)与 Table 25.1一起说明该表示的高度为

TD = 2(0) + 2(1) = 2 ,

所以有三级。为了在第一级 ∆
(1)
D 中找到权重，我们考虑量 Λ− α 和 Λ− β。我们有

2(Λ · α)
α · α

=
2

3

(α+ 2β) · α
α · α

=
2

3

(
1 +

2α · β
α · α

)
=

2

3

(
1 + 2

(
−1

2

))
= 0 , (25.51)

2(Λ · β)
β · β

=
2

3

(α+ 2β) · β
β · β

=
2

3

(
α · β
β · β

+ 2

)
=

2

3

(
−1

2
+ 2

)
= 1 . (25.52)

由于 Λ 是最高权重，Λ− α 和 Λ− β 不是一个权重。所以对于单纯根 α 和 β，在 (25.49) 中
q = 0。接着则是

2(Λ · α)
α · α

+ q =
2(Λ · α)
α · α

= 0 < 1 , (25.53)

2(Λ · β)
β · β

+ q =
2(Λ · β)
β · β

= 1 , (25.54)

并且条件 (25.49) 仅对单纯根 β 满足。因此 Λ − α 不是权重而 Λ − β = 1
3
(α − β) 是第一级

∆
(1)
D 中的唯一权重。为了继续第二级，我们计算

2(Λ− β) · α
α · α

=
2

3

(α− β) · α
α · α

=
2

3

(
1− α · β

α · α

)
=

2

3

(
1−

(
−1

2

))
= 1 , (25.55)

2(Λ− β) · β
β · β

=
2

3

(α− β) · β
β · β

=
2

3

(
α · β
β · β

− 1

)
=

2

3

(
−1

2
− 1

)
= −1 . (25.56)

写出系列
Λ− β, (Λ− β) + α, . . . , Λ− β, (Λ− β) + β, . . . , (25.57)

我们看到第一种情况 q = 0(Λ+α−β 不是一个权重)，第二种情况 q = 1(因为 Λ−β+β = Λ

是最高权重)。因此

2(Λ− β) · α
α · α

+ q = 1 + 0 = 1 , (25.58)

2(Λ− β) · β
β · β

+ q = −1 + 0 < 1 . (25.59)

从条件 (25.49) 得出 Λ− β − α = − 1
3
(2α+ β) 是第二级 ∆

(2)
D 中的唯一权重，而 (Λ− β)− β

不是一个权重。我们不需要再进一步，因为已经确定只有三级。A2 ∼ SU(3) 的不可约表示
(Λα = 0, Λβ = 1) 的整个权重系统由下式给出：

Λ =
1

3
(α+ 2β) ∈ ∆

(0)
D ,

Λ− β =
1

3
(α− β) ∈ ∆

(1)
D ,

Λ− β − α = −1

3
(2α+ β) ∈ ∆

(2)
D .

(25.60)

我们有 S1(D) = 1, S2(D) = 1。因此，这种表示的宽度是 mD = S1(D) = 1，并且该表示的维
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数是 3 [用过 (25.38)]。

练习 25.5 找到 A2 的不可约表示

0 2

的权重系统。

在半单纯 Lie 代数的所有不可约表示中，所谓的基本表示和初级表示尤为重要。
定义 25.5 除了值为 1，所有 Λα(i)

(i = 1, . . . ,m = 代数的秩) 为 0 的一个不可约表示被称为
一个基本表示 (fundamental representation)。

秩-m 代数有 m 个基本表示。举例，C3 的三个基本表示为

1 0 0 0 1 0 0 0 1

.

定义 25.6 值为 1(对于 Λα(i)
) 连接到 Dynkin 图的末位圆圈的基本表示称为一个初级表示

(primary representation)。

举例，C3 的两个主要表示是

1 0 0 0 0 1

.

初级表示的重要性取决于以下事实 (表述而没有证明)。

定理 25.14 半单纯 Lie 代数的所有根都可以用代数的一个初级表示的权重来表达。

举例，A2 的表示

0 1

显然是一个初级表示，其权重已经计算出来并在 (25.60) 中给出。这些权重记为

λ(1) ≡ Λ, λ(2) ≡ Λ− β, λ(3) ≡ Λ− (α+ β) .

则对于单纯根 α 和 β，可以求解方程 (25.60)，因此对于 A2 的所有根，可以写成 λ(1),λ(2) 和
λ(3) 的形式。

定理 25.15 一个半单纯 Lie 代数的任意不可约表示的最高权重 Λ 可以写成代数的一个初级
表示的权重 λ(k) 的线性组合：

Λ =
∑
k

ckλ(k) , (25.61)

其中，系数 ck 仅取决于 m 个量 [c.f. (25.11)]

Λα(i)
=

2Λ · α(i)

α(i) · α(i)

, i = 1, . . . ,m ,



256 当代数学物理专题

其中，α(i) 为单纯根和 m 为代数的秩。

定理 25.16 假设 [c.f. (25.41)]
g ≡ 1

2

∑
α∈P+

α ,

(所有正根的和的一半)，则有
i) 对于一个单纯根 α(∈ Π) 有

gα ≡
2(g · α)
α · α

= 1 ; (25.62)

ii) g 可以写成初级表示的权重 λ(k) 的线性叠加：

g =
∑
k

gkλ(k) , (25.63)

其中，gk 是代数的数值常数特征。

关于如何根据 Cartan 分类实现上述三个定理的具体细节可以在 Lie 代数的标准参考文
献中找到 (参见，举例，W. Foulton 和 J. Harris，1991)，并且这里将不给出。

运用定理 25.12的 (25.47) 的结果，结合 (25.61) 和 (25.63)，可以用 ck 和 gk 表达不可约
表示的维度 N，因此最终仅用 Λα(i)

表达 [c.f. (25.11)]。举例，对于代数 A2 ∼ SU(3)，各种
不可约表示的维度由下式给出

N =
(
1 + Λα(1)

) (
1 + Λα(2)

)(
1 +

Λα(1)
+ Λα(2)

2

)
. (25.64)

维度记为 N(λα(1)
, λα(2)

)，我们因此有

N(0, 0) = 1 ,

N(1, 0) = N(0, 1) = 3 ,

N(1, 1) = 8 ,

N(2, 0) = N(0, 2) = 6 ,

N(1, 2) = N(2, 1) = 15 ,

N(2, 2) = 27 ,

N(3, 0) = N(0, 3) = 10,等.

(25.65)

表示 (j, i) 实际上是 (i, j) 的复共轭表示。这可以看作如下。回想一下定义代数的对易
关系 (24.31) 到 (24.34)。使用相同的符号 Hi 和 Eα 来表达特定表示中的各个表示矩阵，以
及事实对于一个一般矩阵 A，复共轭矩阵 A 由 (A†)T (hermitian 共轭矩阵的转置) 给出，
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(Hi)
† = Hi, E

†
α = E−α 和 (24.77)，方程 (24.31) 至 (24.34)，被视为矩阵方程，等价于

[
−Hi,−Hj

]
= 0, i, j = 1, . . . ,m , (25.66)[

−Hi,−E−α
]
= αi

(
−E−α

)
, (25.67)[

−E−α,−Eα
]
= αi

(
−Hi

)
, (25.68)[

−E−α,−E−β
]
= Nαβ

(
−E−α−β

)
. (25.69)

因此，作为表示矩阵
Hi −→ −Hi, Eα −→ −E−α , (25.70)

也是一个表示，称为复共轭表示，记为 D，原始的为 D。D 与 D 的尺寸相同，D 的权重的
集合是 D 的权重的集合的负数。其次是 D 的最高的权重是 D 的最低权重的负数。如果 D

等价于 D，则表示 D 被称为是实的 (real)，否则它被称为是复的 (complex)。因此，如果
D 的最低权重是 D 的最高权重的负数，则 D 是实数。举例，对于 SU(3)，很容易看出 (0, 1)

的最高权重是 (1, 0) 的最低权重的负数。因此，(1, 0) 和 (0, 1) 是彼此的复共轭表示。在物理
学文献中，通过表示的维度确定表示是很常见的。因此我们写 (1, 0) = 3⃝ 和 (0, 1) = 3⃝。现
在考虑 SU(3) 的一个表示 (i, j)。它可以被认为是由初级表示 (1, 0) 和 (0, 1) 构成的。事实上，
(i, j) 的最高权重由下式给出

Λ(i,j) = iΛ(1,0) + jΛ(0,1) , (25.71)

其中，Λ(1,0) 和 Λ(0,1) 分别是 (1, 0) 和 (0, 1) 的最高权重。但是 (j, i) 的最低权重是由 (1, 0) 的
最低权重的 j 倍加上最低权重 (0, 1) 的最低权重的 i 倍给出的，或者

−jΛ(0,1) − iΛ(1,0) ,

这只是 (i, j) 的最高权重 Λ(i,j) 的负数。因此，(j, i) 是 (i, j) 的复共轭表示。形如 (i, i) 的表
示必然是实的。

我们在本章的结尾部分描述了一个过程 (没有证明)：使用 Young 图来确定 Lie 代数的不
可约表示的直积的 Clebsch-Gordon 分解为不可约表示的和。该过程与 Chapter 21 中描述的
群表示非常相似 [c.f. 讨论引出 (21.13)]。

给定一个最高权重为 Λ 的不可约表示，并且以 m 个非负整数 Λα(1)
, . . . ,Λα(m)

为特征，
其中 α(1), . . . , α(m) 是代数的单纯根，对应一个 Young 图形式如下

· · ·· · ·
· · ·· · ·
· · ·· · ·

· · ·· · ·· · ·· · ·
· · ·· · ·· · ·· · ·

(25.72)

最多有 m 行，第一行有

Λα(m)
+ Λα(m−1)

+ · · ·+ Λα(3)
+ Λα(2)

+ Λα(1)
个方格 ,
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第二行有
Λα(m)

+ Λα(m−1)
+ · · ·+ Λα(3)

+ Λα(2)
个方格 ,

等。并且第 m 行有 Λα(m)
个方格。因此总共有

Λα(1)
+ 2Λα(2)

+ · · ·+mΛα(m)

个方格。举例，对应于表示 (Λα(1)
= 1,Λα(2)

(2) = 2) 的 Young 图是

.

完全没有方格的图，或仅包含多于 m 个方格的列的图都被视为对应于表示

Λα(1)
= Λα(2)

= · · · = Λα(m)
= 0 ,

这是一维的。Clebsch-Gordon 分解的规则与 Chapter 21[在以 (21.13) 结尾的段落] 中描述的
规则完全相同，最后的附加步骤是：任何超过 m(= 代数的秩) 的列可以从图中删除。如果在
从图中删除之后没有留下方格，则该图对应于一维表示。我们用以下示例来说明对于 SU(3)：

⊗ 1 = 1 ⊕
1

= (2, 0) ⊕ (0, 1) , (25.73)

或者
3⃝ ⊗ 3⃝ = 6⃝ ⊕ 3⃝ ; (25.74)

⊗ 1 = 1 ⊕
1

= (1, 1) ⊕ (0, 0) , (25.75)

或者
3⃝ ⊗ 3⃝ = 8⃝ ⊕ 1⃝ ; (25.76)

⊗ 1 1
2

= 1 1
2

⊕
1 1

2
⊕ 1

1 2

⊕
1

1
2

⊕
1

1
2

⊕ 1
1 2

= ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ © ,

(25.77)

或者
8⃝ ⊗ 8⃝ = 27⃝ ⊕ 10⃝ ⊕ 10⃝ ⊕ 8⃝ ⊕ 8⃝ ⊕ 1⃝ . (25.78)

练习 25.6 对于 SU(3) 的找到 ⊗ 的 Clebsch-Gordon 分解。

最后，我们给出了一个方便的公式来计算由特定 Young 图确定的 SU(n) 的不可约表示
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的维度。

定理 25.17 假设对应于 SU(n) 的表示 D 的 Young 图在第一行中有 r1 个方格，在第二行中
有 r2 个方格，. . .，在第 (n− 1) 行 [n− 1 = SU(n) 的秩] 中有 rn−1 个方格。然后通过以
下步骤得到 D 的维度 N(D)：

(1) 将数字 n, n + 1, n + 2, . . . , n + (r1 − 1) 从左到右依次放入第一行方格中；将数字
n − 1, n, n + 1, . . . , (n − 1) + (r2 − 1) 从左到右依次放入第二行方格中；将数字 n − 2, n −
1, . . . , (n− 2)+ (r3− 1) 从左到右依次放入第三行方格中，等等，直到所有的方格都被填满。

(2) 将方格中的所有数字相乘，称为结果 M。
(3) 计算 Young 图的所有钩长的乘积 (参见定义 20.3)，称为结果 h。
(4)

N(D) =
M

h
. (25.79)

作为示例，考虑 SU(3) 的 D1 = 和 SU(4) 的 D2 = 。我们有

N(D1) =

(
3 4 5 6
2 3

)
÷
(

5 4 2 1
2 1

)
=

3 · 4 · 5 · 6 · 2 · 3
5 · 4 · 2 · 1 · 2 · 1

= 27 , (25.80)

N(D2) =

 4 5
3
2

÷
 4 1

2
1

 =
4 · 5 · 3 · 2
4 · 1 · 2 · 1

= 15 . (25.81)





26. SU(3)和强相互作用

行列式为 1 的 3× 3 幺正矩阵群 SU(3) 的 Lie 代数 SU(3) 的不可约表示已经在强相互作
用物理中找到了众多有趣的应用。在这些之中我们将重点关注早期的一个，称为强子 (重子和
介子) 的味道 (flavor)−SU(3) 夸克模型。

我们将开始于在物理文献中常用的生成元 [对于 SU(3)]的一个标准集合。这些生成元会用
所谓的 Gell-Mann 矩阵 (Gell-Mann matrices)Gi, i = 1, . . . , 8 的形式给出，它们是 Pauli 自旋
矩阵的推广，并且对应于 SU(3)的三维 (1, 0)表示。对于任意 g ∈ SU(3), g = exp( i

2
ϵiGi), i =

1, . . . , 8 有

G1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , G2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , G3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

G4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , G5 =


0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 , G6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 , (26.1)

G7 =


0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 , G8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

生成元为
Ti =

Gi
2
, i = 1, . . . , 8 . (26.2)

注意到所有的生成元都是无迹 hermitian 矩阵。这些性质的要求来自于 SU(n) 的 Lie 代数中
的任意元素；无迹来自于幺模性 (行列式 = 1) 的要求，hermitian 性质来自于幺正性的要求。
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也注意到
Tr (TiTj) =

1

2
δij . (26.3)

T1, T2 和 T3 生成 SU(3) 的一个子群同构于 SU(2)，称为同位旋子群 (isospin sub-
group)。实际上，G1, G2, G3 的左上方 2 × 2 分块正好是 Pauli 自旋矩阵 σ1, σ2 和 σ3 [c.f.
(11.16)]。由于 G3 是对角化的，我们将 T3 作为 Cartan 子代数的一个元素。很容易地看出唯
一与 T3 对易的其它生成元是 T8。因此，Cartan 子代数是二维的，并且我们设

H1 = T3, H2 = T8 . (26.4)

由于 T3 和 T8 已经是对角化的，同时特征向量是
1

0

0

 =

∣∣∣∣12 ,
1

2
√
3

〉
,


0

1

0

 =

∣∣∣∣−1

2
,

1

2
√
3

〉
,


0

0

1

 =

∣∣∣∣0,− 1√
3

〉
, (26.5)

其中，|λ1, λ2〉[c.f. (25.5)] 是非简并态满足

H1 |λ1λ2〉 = λ1 |λ1λ2〉 , H2 |λ1λ2〉 = λ2 |λ1λ2〉 . (26.6)

该表示的权重向量是 (
1

2
,

1

2
√
3

)
,

(
0,− 1√

3

)
,

(
−1

2
,

1

2
√
3

)
,

第一个权重最高。我们可以在 λ1 − λ2 平面上绘制这些权重向量 λ(Figure 26.1)。

为了比较，在同一个平面上绘制根向量 (c.f. Figure 24.2) ±α,±β, α + β,−α − β 也是有
用的。注意到在 Figure 26.2 中，我们也已经用两个叉在原点指出两个零根。

用生成元 Eα 的表达式不难计算出升降算符 Ti。我们有

E(±1,0) =
1√
2
(T1 ± iT2) ,

E(±1/2,±
√
3/2) =

1√
2
(T4 ± iT5) ,

E(∓1/2,±
√
3/2) =

1√
2
(T6 ± iT7) .

(26.7)

练习 26.1 验证 (26.7) 中的三个方程。

开始于 | 1
2
, 1
2
√
3
〉，特征向量对应于最高权重，(26.5) 中其它啷个由下式得到∣∣∣∣0,− 1√

3

〉
= E

(− 1
2 ,−

√
3

2 )

∣∣∣∣12 , 1

2
√
3

〉
= E−β

∣∣∣∣12 , 1

2
√
3

〉
, (26.8)

∣∣∣∣−1

2
,

1

2
√
3

〉
= E

(− 1
2 ,

√
3

2 )

∣∣∣∣0,− 1√
3

〉
= E−α

∣∣∣∣0,− 1√
3

〉
= E−αE−β

∣∣∣∣12 , 1

2
√
3

〉
.

(26.9)
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Figure 26.1. (0, 1) = 3⃝ 表示

Figure 26.2
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每个都是通过应用降算符以独特的方式得到的。由于最高权重的特征向量是非简并的，其它
两个特征向量也是非简并的。事实上，对于半单 Lie 代数的任意表示的特征向量的一个类似
且更一般的表述是：通过在最高权重特征向量上应用降算符的唯一方法得到的任何状态都是
非简并的。

从我们上一章的讨论中 [(25.77) 之后]，另一个主要表示的权重，(1, 0) = 3⃝ 的复共轭表
示，即： 3⃝，仅是这些 3⃝ 的负数。这些可以表示在 λ1 − λ2 平面如 Figure 26.3。 3⃝ 的最高
权重是 ( 1

2
,− 1

2
√
3
)，如前所示，是 3⃝ 的最低权重 (− 1

2
, 1
2
√
3
) 的负数。

Figure 26.3. (0, 1) = 3⃝ 表示

回忆一下 SU(3) 的任何不可约表示的最高权重由 (25.18) 给出，简单的根由下式给出

α(1) = β =

(
1

2
,

√
3

2

)
, α(2) = α =

(
1

2
,−
√
3

2

)
. (26.10)

一旦知道最高权重，定理 25.13已经给出了确定完全权重系统的一般过程。在没有说明显式计
算的情况下，我们将对于权重系统的表示

(2, 0) = 6⃝ , (3, 0) = 10⃝ , (2, 1) = 15⃝

分别在 Figure 26.4, 26.5 和 26.6 中呈现结果。
在这些 Figure 中

Λ(1) ≡ Λ(1, 0) =

(
1

2
,

1

2
√
3

)
, Λ(2) ≡ Λ(0, 1) =

(
1

2
,− 1

2
√
3

)
, (26.11)

权重由叉表示，简并权重通过多个叉表示 (其中叉的数量等于简并度)。
Figure 26.4, 26.5 和 26.6 表明 SU(3) 的任意不可约表示的权重图是三角形或六边形。任

意在权重最外层的权重始终是非简并的。从任何六边形层向内一层向内每进一步增加一个简
并度，直到达到三角形层，此时简并度在进一步移动时保持不变。

最初的夸克模型假设所有强子都由三种夸克——up，down，strange——和它们各自的反
粒子组成，每个反粒子都是带有内禀自旋 J = 1

2
的带电费米子。up，down 和 strange 夸克由
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Figure 26.4. (2, 0) = 6⃝ 表示

Figure 26.5. (3, 0) = 10⃝ 表示
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Figure 26.6. (2, 1) = 15⃝ 表示

SU(3)[或 SU(3)]的三维不可约表示空间中的标准正交基向量表示，并且将分别被记为 |u〉, |d〉
和 |s〉。该表示空间取为 (1, 0) = 3⃝(c.f. Figure 26.1)。反粒子状态通过 3⃝ 的共轭表示类似地
表示，即：(0, 1) = 3⃝；并且对应的基态记为 |ū〉, |d̄〉 和 |s̄〉。在 SU(3) 下， 3⃝ 中的状态根据
Gell-Mann 矩阵给出的生成元 Ti [(26.2)] 进行变换。注意，同位旋 SU(2) 是味道 SU(3) 的一
个子群，其中 |u〉 = | ↑〉 和 |d〉 = | ↓〉 组成同位旋单态 (isospin singlet)[回顾 (26.3) 后面的
讨论]。因此，可以从 3⃝⊗ 3⃝ 表示的积获得复合夸克——反夸克状态。从 3⃝⊗ 3⃝⊗ 3⃝ 得到
3-夸克态。

我们已经从 (25.70) 知道
3⃝ ⊗ 3⃝ = 8⃝ ⊕ 1⃝ . (26.12)

运用从 (25.68) 的结论，我们得到

3⃝ ⊗ 3⃝ ⊗ 3⃝ =
(

6⃝ ⊕ 3⃝
)
⊗ 3⃝ = ( 6⃝ ⊗ 3⃝) ⊕

(
3⃝ ⊗ 3⃝

)
. (26.13)

则我们可以用 Young图方法来减少不可约表示的直积 [类似于导出 (25.67)到 (25.71)的过程]
来得到

6⃝ ⊗ 3⃝ = ⊗ 1 = 1 ⊕
1

= (3, 0)⊕ (1, 1) = 10⃝ ⊕ 8⃝ .

(26.14)

因此
3⃝ ⊗ 3⃝ ⊗ 3⃝ = 10⃝ ⊕ 8⃝ ⊕ 8⃝ ⊕ 1⃝ . (26.15)

夸克——反夸克状态，被已知为介子 (meson)，在本质上被实现为 8⃝的八重态 (octet)，
而 3-夸克 (或 3-反夸克)状态，重子及其反粒子，以 8⃝中的八重态和 10⃝中的十重态 (decaplet)
出现。介子和重子一起构成了所谓的强子 (hadron)。任何这些多重态中粒子的质量实际上并
不完全相同，因此 SU(3) 对称性仅是近似的。我们将不会详细介绍破坏这种对称性的相互作
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用。
在强子之间，我们有内部对称性 I(同位旋 (isospin))，S(奇异数 (strangeness))，B(重

子数 (baryon number))和 Q(电荷数 (electric charge))。S,B 和 Q标记同构于 U(1)的三
个相互对易规范群的一维表示，因此这些量子数是可相加的。在这些 U(1)变换 [类似于 (4.10)
和 (4.21)] 下，我们有

| 〉 → exp(−iαB)| 〉, | 〉 → exp(−iβQ)| 〉, | 〉 → exp(−iγS)| 〉 , (26.16)

其中，α, β, γ ∈ R 和 | 〉 表示一个任意的强子态。我们安排夸克 B = 1
3
。因此，介子有 B = 0

同时重子有 B = ±1。
I2[特征值为 I(I + 1)] 为 Casimir 算符并且 I3(同位旋的第三分量，特征值为 I, I −

1, . . . ,−I) 为生成同位旋子代数 SU(2) 的 Cartan 子代数的唯一元素。如果我们定义超荷
(hypercharge)Y 通过

Y ≡ B + S , (26.17)

则我们有：对于所有强子，经验规律

Q = I3 +
Y

2
. (26.18)

此外，观察到在平面图像上绘制已知强子的位置 (I3, Y ) 时，它们很明显的出现八重态和十重
态。因此我们有，举例，自旋为 0 的 Π-八重态介子 (Figure 26.7)，自旋为 1

2
的 N -八重态重

子 (Figure 26.8) 和自旋为 3
2
的 ∆-十重态共振态 (Figure 26.9)。

Figure 26.7. Π-八重态 (自旋为 0) Figure 26.8. N -八重态 (自旋为 0)

将 Figure 26.7, 26.8 和 26.9 与 Figure 26.2 和 26.5 比较，可以看出超荷算符 (也写作 Y )
与 T8[(26.2)] 由下式相关联

Y =
2√
3
T8 , (26.19)

同时
I3 = T3 . (26.20)
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Figure 26.9. ∆-十重态

练习 26.2 验证 (26.18)，与 Q, I3 和 Y 相关，对于 Figure 26.7, 26.8 和 26.9 所示的所有强
子都满足。

如前所示，夸克的三种味道 u, d 和 s 出现在 Y − I3 图中，如 Figure 26.10所示。

Figure 26.10

方程 (26.18) 说明 up(u) 夸克有 2
3
的电荷，而 down 和 strange 夸克各自有 − 1

3
的电荷

(以 e 为单位，质子所带电荷)。

练习 26.3 说明依赖于夸克的基 [c.f.(26.5)]：

|u〉 = |λ1, λ2〉 = | 12 ,
1

2
√
3
〉 ,

|d〉 = |λ1, λ2〉 = | − 1
2
, 1
2
√
3
〉 ,

|s〉 = |λ1, λ2〉 = |0,− 1√
3
〉 ,

(26.21)
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其中，λ1 和 λ2 分别是 T3 和 T8 的特征值，I3, Y, S 和 Q 的矩阵表示由下式表示

I3 =


1
2

0 0

0 − 1
2

0

0 0 0

 , Y =


1
3

0 0

0 1
3

0

0 0 − 2
3

 (26.22)

S = Y −B =


0 0 0

0 0 0

0 0 −1

 , Q = I3 + Y /2 =


2
3

0 0

0 − 1
3

0

0 0 − 1
3

 (26.23)

如前所述，味道-SU(3) 只是一种近似的对称性。在标准模型 (standard model) 呈现的目
前图片中，有六种味道夸克，分成三个世代，每个世代有两种味道：(u, d), (c, s) 和 (t, b)，其
中，除了 u, d, s 已经遇到了之外，还有 c, t, b 分别表示 charm，top，bottom 夸克。由于狭
义相对论要求的自旋和统计之间的关系，夸克被要求有另一个内部量子数，称为颜色 (color)，
它可以假设成三个值。颜色是电动力学中电荷的类比，并被理解为负责强相互作用的规范场
的源，称为胶子场 (gluon field)。在物理学文献中，强相互作用的规范群 (见 Chapter 37)是
SU(3)[与味道-SU(3) 相对] 称为颜色-SU(3)(color-SU(3))。类似于术语“电动力学”，强相
互作用的动力学理论称为色动力学 (chromodynamics)。
在本章结束时，我们将指定 SU(3) 的各种不可约表示的 Young 图和对应的张量特征标。

回忆 (25.66)，Young 图最多只有两行需要考虑，因为 SU(3) 的秩是 2。考虑如此图的一般例
子：

[m+ n,m, 0] = · · · · · ·
· · · , (26.24)

根据定理 21.2，这等价于 [n, 0,−m]，它对应于如下形式的张量

xj1...jmi1...in
,

通过 Levi-Civita 张量升高指标从 [m+ n,m, 0] 得到：

xj1...jmi1...in
= xk1...kmi1...inl1...lmε

j1k1l1 . . . εjmkmlm . (26.25)

由于 (26.24)中Young图的对称特征标和 Levi-Civita张量的反对称性，xj1...jmi1...in
必须在 {j1, . . . , jm}

和 {i1, . . . , in} 中是完全对称的。此外，由于 xj1...jmi1...in
是不可约的，它必须满足无迹条件

xjj2...jmji2···in = 0 . (26.26)

我们在下表中总结了 Young 图和对应 SU(3) 的一些低秩不可约表示的张量。
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Table 26.1. SU(3) 的不可约表示

表示 Young 矩阵 张量

(0, 0) = 1⃝ 1

(1, 0) = 3⃝ xi, i = 1, 2, 3

(0, 1) = 3⃝ xi

(2, 0) = 6⃝ xij

(0, 2) = 6⃝ xij

(1, 1) = 8⃝ xij (x
i
i) = 0

(3, 0) = 10⃝ xijk

(0, 3) = 10⃝ xijk

(2, 1) = 15⃝ xijk (xiik − 0)

(1, 2) = 15⃝ xijk (xiji − 0)

(2, 2) = 27⃝ = 27⃝ xijkl (x
ij
il − 0)



27. Clifford代数

在物理学中，Clifford 代数的使用始于 Dirac 试图将相对论 (Lorentz 不变) 二阶 Klein-
Gordon 方程 (Klein-Gordon equation)

∇2ψ − ∂2ψ

∂t2
= m2ψ (27.1)

(h̄ = c = 1,m = 粒子的质量) 分解为一阶系统的相对论性方程组。为此，他提出了一个形如
γµ∂µ 的 Lorentz 协变一阶算符满足(∑

µ

γµ∂µ

)2

= ∂2
t −∇2 , (27.2)

其中，∇2 是 Euclidean R3 上的 Laplacian 算符，并且 γµ, µ = 0, 1, 2, 3 是未指定的代数对象。
在正式计算 (27.2) 的等式左边的时候，我们看到方程要求∑

µ,ν

γµγν∂µ∂ν = ∂2
0 − ∂2

i , (27.3)

其中，µ, ν = 0, 1, 2, 3，同时 i = 1, 2, 3。运用 Minkowski 度规

ηµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , (27.4)
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[这等价于 (8.3) 中的度规]，(27.3) 等价于

{γµ, γν} = 2ηµν , (27.5)

其中，{γµ, γν} 是反对易的 [c.f. (13.36)]。Dirac 找到了满足 (27.5) 的 4× 4 矩阵的集合，并
因此构造了方程 ∑

µ

γµ∂µψ − imψ = 0 , (27.6)

被称为 Dirac 方程 (Dirac equation)。γµ 是 4 × 4 矩阵的事实要求波函数 ψ 是 4-分量旋
量。这引导 Dirac 预言反物质的存在。

回忆由 (11.14) 给出的从 Minkowski 空间 M 到 2 × 2hermitian 矩阵 H2 的集合的同态
f :M → H2：

f(x) =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
. (27.7)

还有一个相关的同构 f ′ :M → H2 由下式给出

f ′(x) =

(
x0 − x3 −x1 + ix2

−x1 − ix2 x0 + x3

)
. (27.8)

练习 27.1 说明由 (27.8) 定义的 f ′ 是一个同构。注意到 [c.f. (11.8)]

det (f ′(x)) =
(
x0
)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = det(f(x)) . (27.9)

考虑一个线性映射 γ :M → GL(4,C) 由下面定义

γ(x) ≡

(
0 f(x)

f ′(x) 0

)
, (27.10)

其中等式右边的项是 2× 2 矩阵。对于 M, {e0, e1, e2, e3} 的标准基，由 (11.16) 给出，我们
有

γ0 ≡ γ (e0) =

(
0 1

1 0

)
, γ1 ≡ γ (e1) =

(
0 σ1

−σ1 0

)
, (27.11a)

γ2 ≡ γ (e2) =

(
0 σ2

−σ2 0

)
, γ3 ≡ γ (e3) =

(
0 σ3

−σ3 0

)
. (27.11b)

其中，类似地，项为 2× 2 矩阵，并且 σ1, σ2, σ3 是由 (11.16) 给出的 Pauli 自旋矩阵。很
容易看到矩阵 γ0, γ1, γ2, γ3 满足条件 (27.5)。它们被称为 Dirac 矩阵 (Dirac matrices)。

练习 27.2 直接验证 Dirac 矩阵 γµ, µ = 0, 1, 2, 3 满足 (27.5)。运用练习11.5中 Pauli 自旋矩
阵的性质。
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Dirac 矩阵 γµ, µ = 0, 1, 2, 3 可以被看成是一个定义了如下内积四维向量空间的基向量

(γµ, γν) = ηµν . (27.12)

以矩阵乘法作为内部乘法，γµ 也生成一个具有单位元 (unit) 等于 4× 4 单位矩阵 (表示为 1)
的代数，称为 Dirac 代数 (Dirac algebra)。这是名为 Clifford 代数的一个特殊例子。事实
上，由于 (27.5)，它的代数本身可以被视为 16 维线性向量空间具有基

{1, γµ, γµ1
γµ2

, γµ1
γµ2

γµ3
, γµ1

γµ2
γµ3

γµ4
} ,

其中，µi = 0, 1, 2, 3 同时 µi < µi+1。我们现在给出一个 Clifford 代数的一般性定义。
定义 27.1 令 V n

(s), s ∈ Z+(非负整数)，s ⩽ n，为定义内积 ( , ) 和一组基 {ei}, i = 1, . . . , n

的 n 维实向量空间使得

(ei, ej) = 0 , i 6= j ,

(ei, ei) = 1 , i = 1, . . . , s ,

(ei, ei) = −1 , i = s+ 1, . . . , n .

(27.13)

引入一个内部乘积 vw, v, w ∈ V n
(s) 满足向量加法结合律与分配律，并且满足条件

{v, w} = 2(v, w) , (27.14)

其中
{v, w} ≡ vw + wv . (27.15)

由 V n
(s) 中向量的所有可能的求和和 (内部) 乘积生成的代数被称为 V n

(s) 的 Clifford 代数
(Clifford algebra)C(V n

(s))。

方程 (27.13) 和 (27.14) 说明了

{ei, ej} = 0, i 6= j , (27.16)

(ei)
2
=

{
1, i = 1, . . . , s ,

−1, i = s+ 1, . . . , n ,
(27.17)

其中，1 是代数的单位元。因此 C(V n
(s)) 本身是一个维度为

∑n
r=0

(
n

r

)
= 2n 的线性向量空

间具有基
{1, ei1 , ei1ei2 , . . . . . . , ei1ei2 . . . ein} ,

其中，ik = 1, . . . , n, 1 ⩽ k ⩽ n 并且 ij < ij+1。

一个常见的 Clifford 代数
C
(
V 1
(0)

)
= C , (27.18)

为复数的代数。实际上，V 1
(0) 的基由元素 1和 i组成，其中 i2 = −1[c.f.(27.17)]。然后，C(V 1

(0))

的一般元素是 x + yi, x, y ∈ R 的形式。类似地，C(V 2
(0)) 是四元数 (quaternions) 的代数。
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设 {1, e1, e2} 为 V 2
(0) 的基，满足 (27.13)。那么，C(V 2

(0)) 的一般元素的形式为

a+ be1 + ce2 + de1e2 ,

其中，a, b, c, d ∈ R。C(V 2
(0)) 的基向量重命名为

i = e1, j = e2, k = e1e2 . (27.19)

则
i2 = j2 = k2 = −1 , (27.20)

ij = −ji = k , jk = −kj = i , ki = −ik = j . (27.21)

练习 27.3 验证 Dirac 代数为 C(V 4
(1))，并且代数由 Pauli 自旋矩阵生成，称为 Pauli 代数

(Pauli algebra)，为 C(V 3
(3))。

定义 27.2 用 Cp(V
n
(s)) 表示由

(
n

r

)
个乘积

(
ei1ei2 . . . eip

)
生成的 C(V n

(s)) 的线性子空间。

线性子空间
C+ ≡

∑
⊕p 偶⩽n

Cp 和 C− ≡
∑

⊕p 奇⩽n
Cp (27.22)

分别称为 C(V n
(s)) 的偶数子空间 (even subspace) 和奇数子空间 (odd subspace)。

练习 27.4 说明 C+ 和 C− 的维度都是 2n−1。

我们将表述下面事实而不证明。

定理 27.1 对于某些 t 的值，Clifford 代数 C(V n
(s)) 的偶子代数 C+ 同构于 Clifford 代数

C(V n−1
(t) )。

从 Dirac 代数 C(V 4
(1))，人们可以成功地展开偶子代数并且得到下面常见的 Clifford 代数

的有趣的层次结构：

(
C
(
V 4
(1)

))
+
∼ C

(
V 3
(3)

)
(Pauli 代数) , (27.23)(

C
(
V 3
(3)

))
+
∼ C

(
V 2
(0)

)
(四元数) , (27.24)(

C
(
V 2
(0)

))
+
∼ C

(
V 1
(0)

)
(= C,复数) , (27.25)(

C
(
V 1
(0)

))
+
∼ C

(
V 0
(0)

)
(= R,实数) . (27.26)

方程 (27.23)，举个例子可以按如下验证。Dirac 代数的偶子代数的一组基为 [c.f. (27.1)]

1, γ0γ1, γ0γ2, γ0γ3, γ1γ2, γ1γ3, γ2γ3, γ0γ1γ2γ3 . (27.27)

同构由下面给出
γ0γ1 7→ σ1, γ0γ2 7→ σ2, γ0γ2 7→ σ3 . (27.28)



Chapter 27. Clifford代数 275

练习 27.5 验证 (27.24) ,(27.25) 和 (27.26)。





28. 外积

外积是三维向量空间中的向量叉积到任意维度的向量空间的推广。对于这种积及其产生
的代数结构的研究已经引出了非常基本的结论，这些结论在主要是由几何学家 Elie Cartan 发
展的所谓的外微分 (exterior differential calculus) 中发挥了至关重要的作用。同张量分析
一起，在微分形式 (differential form) 上使用外微分已经彻底改变了现代微分几何，这一学
科对物理学变得越来越重要。运用微分形式的强大技术，我们将看到如何以比传统物理学文
献更优雅的方式进行向量和张量计算。本章将介绍微分形式研究的代数背景。

回想一下 Chapter 16 介绍的交错张量空间 Λr(V ) 和 Λr(V ∗)。一个阶为 r 的交错逆变张
量，x ∈ Λr(V )，称为一个 r 阶外向量 (exterior vector of degree r)，或外 r-向量 (exterior
r-vector)。Λr(V ) 被称为 r 阶 V 的外空间 (exterior space)。[类似的命名法适用于 Λr(V ∗)

中的交错协变张量]。当然，注意 x ∈ Λr(V ) 是 (r, 0) 张量，而 x ∈ Λr(V ∗) 是 (0, r) 张量。为
方便，我们设定

Λ0(V ) = F , (28.1)

其中，F 是向量空间 V 相关的域，并且

Λ1(V ) = V . (28.2)

关于外矢量的关键事实是存在称为外积 (exterior product) 或楔积 (wedge product) 的
算符，使得两个外向量的外积是另一个外向量。

定义 28.1 令 ξ 为一个外 k-向量并且 η 为一个外 l-向量。ξ 和 η 的外积，写作 ξ ∧ η，是外
(k + l)-向量定义为

ξ ∧ η = Ak+l(ξ ⊗ η) , (28.3)

其中，Ak+l 是由 (16.22) 给出的交错映射。
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注意，即使 ξ 和 η 是上面的定义单独交错，它们的张量积 ξ ⊗ η 也不一定是交错的，并
且必须应用交错映射 Ak+l 来实现它。

我们将表述下面的定理而不证明，这个定理给出了外积运算的代数规则。

定理 28.1 外积满足下面的规则：假设 ξ, ξ1, ξ2 ∈ Λk, η, η1, η2 ∈ Λl(V ) 并且 ζ ∈ Λk(V )。则我
们有

1) 分配律： {
(ξ1 + ξ2) ∧ η = ξ1 ∧ η + ξ2 ∧ η ,
ξ ∧ (η1 + η2) = ξ ∧ η1 + ξ ∧ η2 ;

(28.4)

2) 反对易规则：
ξ ∧ η = (−1)klη ∧ ξ ; (28.5)

3) 结合律：
(ξ ∧ η) ∧ ζ = ξ ∧ (η ∧ ζ) . (28.6)

练习 28.1 证明 (28.4)。

反对易关系立刻说明：如果 ξ, η ∈ Λ1(V ) = V，则

ξ ∧ η = −η ∧ ξ .

因此，如果 ξ ∈ Λ1(V )，则 ξ ∧ ξ = 0。通常，如果楔积中存在重复的外 1-向量，则楔积消失。

现在假设 {e1, . . . , en} 是 V 的一组基。根据结合律

ei1 ∧ · · · ∧ eir = Ar (ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) , 1 ⩽ i1, . . . , ir ⩽ n . (28.7)

当且仅当 i1, . . . , ir 不同时，外积是非零的。如果 r > n，则 i1, . . . , ir 中指标必有重复，外积
(28.7) 消失，即：

如果 r > n = dim(V ), ei1 ∧ · · · ∧ eir = 0 . (28.8)

假设一个外 r-向量 ξ ∈ Λr(V ) 写成分量形式：

ξ = ξi1...irei1 ⊗ · · · ⊗ eir . (28.9)

由于任意交错映射是线性的，我们有

ξ = Arξ = ξi1...irAr (ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) = ξi1...irei1 ∧ · · · ∧ eir . (28.10)

凭借 (28.8)，这意味着
对于 r > n = dim(V ), Λr(V ) = 0 . (28.11)

对于 r ⩽ n，定理 16.1断言依赖于任意指标的分量 ξi1...ir 是反对称的。通过定理 28.1后面的
讨论，外积 ei1 ∧ · · · ∧ eir 也一样是成立的。由于 r 个指标 i1, . . . , ir 有 r! 个排列，ξ 可以被
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表述成
ξ = r!

∑
i1<···<ir

ξi1...irei1 ∧ · · · ∧ eir , (28.12)

其中，求和仅包括 i1 < i2 < · · · < ir 的项。

我们现在将说明：对于 r ⩽ n，集合 {ei1 ∧ · · · ∧ eir |1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n} 组成了 Λr(V )

的一组基。方程 (28.12) 已经说明：任意 ξ ∈ Λr(V ) 可以被表述成这个集合中向量的一个线性
组合。因此，我们仅需要说明 (

n

r

)
=

n!

r!(n− r)!

向量在集合中是线性无关的。首先，我们推导出估计 ei1 ∧ · · · ∧ eir 的公式。令 v∗1, . . . , v∗r 是
V ∗ 中任意 r 个向量。则根据定义

(ei1 ∧ · · · ∧ eir)
(
v∗1, . . . , v∗r

)
=

1

r!

∑
σ∈S(r)

(sgnσ)σ (ei1 ⊗ · · · ⊗ eir)
(
v∗1, . . . , v∗r

)
=

1

r!

∑
σ∈S(r)

(sgnσ) (ei1 ⊗ · · · ⊗ eir)
(
v∗σ(1), . . . , v∗σ(r)

)
=

1

r!

∑
σ∈S(r)

(sgnσ)
〈
ei1 , v

∗σ(1)〉 . . . 〈eir , v∗σ(r)〉 .
(28.13)

通过表达成 (16.77) 给出的行列式，我们看到

(ei1 ∧ · · · ∧ eir)
(
v∗1, . . . , v∗r

)
=

1

r!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈ei1 , v∗1〉 · · · · · · 〈ei1 , v∗r〉
〈ei2 , v∗1〉 · · · · · · 〈ei2 , v∗r〉

...
...

〈eir , v∗1〉 · · · · · · 〈eir , v∗r〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (28.14)

这个公式称为对于外积 ei1 ∧ · · · ∧ eir 的估计公式 (evaluation formula)。特别地

(ei1 ∧ · · · ∧ eir)
(
e∗j1 , . . . , e∗jr

)
=

1

r!
det
(〈
eiα , e

∗jβ
〉)

=
1

r!
δj1...jri1...ir

, (28.15)

其中

δj1...jri1...ir
=


1 如果i1, . . . , ir是不同的，且 {j1, . . . , jr}是 {i1, . . . , ir}的偶排列 ;

−1 如果i1, . . . , ir是不同的，且 {j1, . . . , jr}是 {i1, . . . , ir}的奇排列 ;

0 其它情况 .

(28.16)

被称为广义 Kronecker δ-符号 (generalized Kronecker δ-symbol)。我们立刻从 (28.5)
看到

(e1 ∧ · · · ∧ en)
(
e∗1, . . . , e∗n

)
=

1

n!
. (28.17)

因此 e1 ∧ · · · ∧ en 6= 0。(后面我们将看到这对于 {e1, . . . , en} 是线性无关的是充分必要条件)。
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现在我们将说明集合
{ei1 ∧ · · · ∧ eir |1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n}

是线性无关的。反向假设，即：线性相关的。则存在标量 ai1...ir ∈ F(域与 V 有关) 不全是零，
使得 ∑

1⩽i1<···<ir⩽n
ai1...irei1 ∧ · · · ∧ eir = 0 . (28.18)

假设其中一个非零标量为 aj1...jr，1 ⩽ j1 < · · · < jr ⩽ n，并且使用剩余的指标集合可以记为
{k1, k2, . . . , kn−r}，其中 k1 < · · · < kn−r。因此 (j1, . . . , jr, k1, . . . , kn−r) 是 (1, . . . , n) 的排列。
(28.18) 的两边同时乘以 ek1 ∧ · · · ∧ ekn−r，我们得到

aj1...jrej1 ∧ · · · ∧ ejr ∧ ek1 ∧ · · · ∧ ekn−r (不求和) = ±aj1...jre1 ∧ · · · ∧ en = 0 . (28.19)

由于所有其它术语都涉及外积中重复因子的 ei 而因此消失，因此在 (28.18) 的等式左边总和
中只选择了一项。由于 e1 ∧ · · · ∧ en 6= 0，如前所示，它遵循 aj1...jr = 0，这是一个矛盾。我
们得出结论：

{ei1 ∧ · · · ∧ eir |1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n}

是线性无关的，并组成 Λr(V ) 的一组基。这意味着

dim (Λr(V )) =

(
n

r

)
(28.20)

特别地，如果 dim(V ) = n，dim(Λn(V )) = 1 如在 Chapter 16 中所声明的那样。

练习 28.2 当 dim(V ) = 4 时，显式写下 Λ3(V ) 的一组基。

从外空间 Λr(V )，我们可以构造所谓的外或者 Grassmann 代数 (Grassmann alge-
bra)。假设 dim(V ) = n。考虑如下求和形式

Λ(V ) =
n∑
r=0

Λr(V ) . (28.21)

令 ξ, η ∈ Λ(V ) 被写成

ξ =
n∑
r=0

ξr, η =
n∑
s=0

ηs , (28.22)

其中，ξr ∈ Λr(V ) 和 ηs ∈ Λs(V )。定义 ξ 和 η 的外积如下

ξ ∧ η =
n∑

r,s=0

ξr ∧ ηs . (28.23)

则 Λ(V ) 成为依赖于外积的代数，称为 V 的外代数 (exterior algebra) 或 Grassmann 代
数 (Grassmann algebra)。

如果 {e1, . . . , en} 是 V 的一组基，则从我们之前的讨论中得出，以下集合是 Λ(V ) 的一
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组基：
{1, ei(1 ⩽ i ⩽ n), ei1 ∧ ei2 (1 ⩽ i1 < i2 ⩽ n) , . . .

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eir (1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n) , . . . , e1 ∧ · · · ∧ en} .
(28.24)

这个集合元素的总数是
∑n

r=0

(
n

r

)
，其中在二项式定理中令 x = 1 有

(1 + x)n =
n∑
r=0

(
n

r

)
xr , (28.25)

等于 2n。因此
如果dim(V ) = n, dim(Λ(V )) = 2n . (28.26)

类似地，我们有对偶空间 V ∗ 的 Grassmann 代数：

Λ (V ∗) =
n∑
r=0

Λr (V ∗) . (28.27)

一个元素被称为 r 阶外形式 (exterior form)，或者外 r-形式 (exterior r-form)。它是一
个 V 上的交错 F-值 r 阶线性方程。
向量空间 Λr(V )和 Λr(V ∗)分别是 T r(V )和 T r(V ∗)的子空间。T r(V )和 T r(V ∗)之间的

配对，互为对偶空间，已经由 (16.4) 给出。因此，Λr(V ) 和 Λr(V ∗) 互为对偶并且继承 T r(V )

和 T r(V ∗) 之间的配对。然而，我们将定义 Λr(V ) 和 Λr(V ∗) 之间的配对

〈
v1 ∧ · · · ∧ vr, v∗1 ∧ · · · ∧ v∗r

〉
= det

(〈
vα, v

∗β〉) , (28.28)

其中与继承的配对不同的地方仅是参数 r!。虽然我们将依旧使用一样的符号 〈 , 〉 来表示两个
不同的配对，如果我们记住我们正在使用的空间，就不会产生混淆。

练习 28.3 用估计公式 (28.14) 和行列式性质，显式说明

〈 , 〉T r(V ),T r(V ∗) =
1

r!
〈 , 〉Λr(V ),Λr(V ∗) . (28.29)

以下练习将说明外积的几何 (和直观) 含义。

练习 28.4 在 V = R2 中，选择一组标准正交基 {e1, e2}，定向为 e1∧e2。说明边界为 ξ1, ξ2 ∈
R2(Figure 28.1) 的平行四边形的定向区域 (oriented area) 由下式给出

〈
ξ1 ∧ ξ2, e∗1 ∧ e∗2

〉
= (ξ1 ∧ ξ2, e1 ∧ e2) . (28.30)

等价地

定向区域 =

∣∣∣∣∣ ξ11 ξ21

ξ12 ξ22

∣∣∣∣∣ , (28.31)

其中
ξ1 = ξ11e1 + ξ21e2 , ξ2 = ξ12e1 + ξ22e2 . (28.32)
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Figure 28.1

形式 e∗1 ∧ e∗2 被称为区域形式 (area form)。

练习 28.5 在 V = R3 中，选择一组标准正交基 {e1, e2, e3}，定向为 e1 ∧ e2 ∧ e3。3-形式
e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 被称为体积形式 (volume form)。说明边界为 ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R3(Figure 28.2)
的平行六面体的定向体积 (oriented volume) 由下式给出

〈
ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3, e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3

〉
= (ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3, e1 ∧ e2 ∧ e3〉 , (28.33)

等价地

定向体积 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ11 ξ21 ξ31

ξ12 ξ22 ξ32

ξ13 ξ23 ξ33

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (28.34)

其中

ξ1 = ξ11e1 + ξ21e2 + ξ2 = ξ12e1 + ξ22e2 + ξ32e3, ξ3 = ξ13e1 + ξ23e2 + ξ33e3 . (28.35)

我们可以很容易的推广上面两个练习中定向区域和定向体积的表述来给出 Euclidean 空
间 Rn 中平行六面体的定向体积，边缘为 ξ1, . . . , ξn：

V (ξ1, . . . , ξn) =
〈
ξ1 ∧ · · · ∧ ξn, e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n

〉
= (ξ1 ∧ · · · ∧ ξn, e1 ∧ · · · ∧ en)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ11 · · · ξn1
...

...
ξ1n · · · ξnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(28.36)

其中
ξi = ξji ej , i, j = 1, . . . , n . (28.37)
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Figure 28.2

在下面的意义下，由外积产生的 Grassmann 代数的代数结构由线性映射保持。假设 f :

V → W 是从向量空间 V 到在同一个域上的另一个向量空间 W 的映射。则 f 引出一个线性
映射 f∗ : Λr(W ∗)→ Λr(V ∗) 定义如下。令 φ ∈ Λr(W ∗)。对于任意 v1, . . . , vr ∈ V，我们有

(f∗φ) (v1, . . . , vr) = φ (f (v1) , . . . , f (vr)) . (28.38)

f∗ 被称为从 Λr(W ∗) 到 Λr(V ∗) 的拉回 (pullback) 映射，并且唯一地由 f 决定。很显然是
线性的。(拉回映射的概念已经在 Chapter 16中介绍过，作为定义一个线性算符的行列式的先
决条件)。

练习 28.6 证明 f∗ 是线性的，即：对于 a, b ∈ F 和 φ1, φ2 ∈ Λr(W ∗) 有

f∗ (aφ1 + bφ2) = af∗ (φ1) + bf∗ (φ2) . (28.39)

定理 28.2 假设 f : V →W 是一个线性映射。则 f∗ 和外积对易，即：对于任意 φ ∈ Λr(W ∗)

和 ψ ∈ Λs(W ∗) 有
f∗(φ ∧ ψ) = (f∗φ) ∧ (f∗ψ) . (28.40)
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证明：选择任意 v1, . . . , vr+s ∈ V。则

f∗(φ ∧ ψ) (v1, . . . , vr+s) = (φ ∧ ψ) (f (v1) , . . . , f (vr+s))

=
1

(r + s)!

∑
σ∈S(r+s)

(sgnσ)φ
(
f
(
vσ(1)

)
, . . . , f

(
vσ(r)

))
ψ
(
f
(
vσ(r+1)

)
, . . . , f

(
vσ(r+s)

))
=

1

(r + s)!

∑
σ∈S(r+s)

(sgnσ) (f∗φ)
(
vσ(1), . . . , vσ(r)

)
(f∗ψ)

(
vσ(r+1), . . . , vσ(r+s)

)
=((f∗φ) ∧ (f∗ψ)) (v1, . . . , vr+s) .

(28.41)

便得到方程 (28.40)。 □
从上面的定理，很明显 f∗ 是从外代数 Λ(W ∗) 到外代数 Λ(V ∗) 的同态，即：

f∗ : Λ (W ∗) −→ Λ (V ∗)

保持两个外 (Grassmann) 代数的代数结构。
外代数的概念最初由 H. Grassmann引入，目的是研究向量空间的线性子空间。在伟大的

几何学家 Elie Cartan 的手中，它随后被发展为外微分理论，并应用于微分方程和微分几何的
研究。目前，外积和微分形式的外微分已经成为现代微分几何中的强大且不可替代的工具。
我们将用五个外积的有用的定理来总结，这些定理将只表述而不证明。

定理 28.3 当且仅当
v1 ∧ · · · ∧ vr = 0 . (28.42)

向量 v1, . . . , vr ∈ V 的集合是线性相关的。

定理 28.4 — Cartan引理 (Cartan’s Lemma). 假设 {v1, . . . , vr} 和 {w1, . . . , wr} 是 V 中向量的
两个集合使得

r∑
α=1

vα ∧ wα = 0 . (28.43)

如果 v1, . . . , vr 是线性无关的，则每个 wα 可以被表述成一个 vβ 的线性组合：

wα = aβαvβ, 1 ⩽ α ⩽ r , (28.44)

其中，aβα = aαβ。[矩阵
(
aβα
)
是对称的]。

下一个定理给出充分必要条件：对于一个任意 ω ∈ Λs(V ) 可以被表述为线性无关向量的
线性组合，其中外向量作为“参数”。

定理 28.5 令 ω ∈ Λs(V ) 并且 v1, . . . , vr 是 V 中 r 个线性无关的向量。ω 可以表述成形式

ω = v1 ∧ ψ1 + · · ·+ vr ∧ ψr , (28.45)
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其中，ψ1, . . . , ψr ∈ Λs−1(V )，当且仅当

v1 ∧ · · · ∧ vr ∧ ω = 0 . (28.46)

通常我们将 (28.45) 表述成
ω = 0 mod (v1, . . . , vr) . (28.47)

定理 28.6 假设 {v1, . . . , vk, w1, . . . , wk} 和 {v′1, . . . , v′k, w′
1, . . . , w

′
k} 是 V 中向量的两个集合

使得 {v1, . . . , vk, w1, . . . , wk} 是线性无关的并且

k∑
α=1

vα ∧ wα =
k∑

α=1

v′α ∧ w′
α . (28.48)

则集合 {v′1, . . . , v′k, w′
1, . . . , w

′
k}也是线性无关的并且集合中的任意向量可以表述成 v1, . . . , vk,

w1, . . . , wk 的线性组合。

除了估计公式 (28.14) 和方程 (28.28) 给出外向量空间与其对偶之间的配对之外，以下定
理还说明了外代数中行列式的自然出现。

定理 28.7 假设 v1, . . . , vk ∈ V，并且 w1, . . . , wk 是它们的线性组合由下式给出

wα = tβαvβ .

则
w1 ∧ · · · ∧ wk = det

(
tβα
)
v1 ∧ · · · ∧ vk . (28.49)

练习 28.7 证明上面的定理。

练习 28.8 证明下面。
假设 {e1, . . . , en} 是一个 n 维向量空间 V，其中 V ∗ 的对偶基 {e∗1, . . . , e∗n}。则 {ei1 ∧
· · · ∧ eir |1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n} 和 {e∗j1 ∧ · · · ∧ e∗jr |1 ⩽ j1 < · · · < jr ⩽ n} 分别是 Λr(V )

和 Λr(V ∗)，并且互为对偶基。它们之间的配对由下式给出

〈
ei1 ∧ · · · ∧ eir , e∗j1 ∧ · · · ∧ e∗jr

〉
= det

(〈
eiα , e

∗jβ
〉)

= δj1...jri1...ir
, (28.50)

其中 δj1...jri1...ir
是由 (28.16) 给出的 Kronecker δ-符号。在这种情况下

δj1...jri1...ir
=

{
1 如果 {j1, . . . , jr} = {i1, . . . , ir} ,
0 如果 {j1, . . . , jr} 6= {i1, . . . , ir} .

(28.51)





29. Hodge-Star算符

由 (28.28) 给出的对偶空间 Λr(V ) 和 Λr(V ∗) 引出了 Λr(V ) 中的内积：

(v1 ∧ · · · ∧ vr, w1, · · · ∧ wr) ≡
〈
v1,∧ · · · ∧ vr, w∗1 ∧ · · · ∧ w∗r〉

= det
(〈
vα, w

∗β〉) , (29.1)

同时
w∗α = g (wα) , (29.2)

其中，g : V → V ∗ 是 V 中非简并内积引入的规范同构 [c.f. 在 Chapter 8 和 (8.26b) 中讨论]。
因此，引入的规范同构 g : Λr(V )→ Λr(V ∗) 由下式给出：

g (w1 ∧ · · · ∧ wr) = w∗1 ∧ · · · ∧ w∗r . (29.3)

当且仅当 V 中引入的初始内积 ( , ) 是非简并的，内积 (29.1) 是非简并的。

练习 29.1 证明上述表述。

V 中非简并的内积和 V 的定向概念生成一个线性映射

⋆ : Λr(V ) −→ Λn−r(V ) ,

其中，r ⩽ n 并且 dim(V ) = n，称为 Hodge star 算符 (Hodge star operator)，或者简
称 star 算符 (star operator)。我们将首先解释一个向量空间的定向。

定义 29.1 假设 {e1, . . . , en} 和 {e′1, . . . , e′n} 是由一个非奇异矩阵
(
aji
)
联系起来的 V 的两
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组基：
e′i = ajiej . (29.4)

如果 det(aji ) > 0，则两组基被称为等价，或者决定了相似的定向。则所有基的集合被分成
两个等价类，每个等价类被称为 V 的定向 (orientation)。

根据定理 28.7，如果 dim(V ) = n，如 e1 ∧ · · · ∧ en，每个 V 的定向由 V n(V ) 中的一个
非零向量确定。

现在假设 λ ∈ Λr(V )，其中 r ⩽ n。则：对于任意 ω ∈ Λn−r(V )，有

λ ∧ ω ∈ Λn(V ) . (29.5)

由于 Λn(V ) 是一维的并且 e1 ∧ · · · ∧ en 是 Λn(V ) 的一组基，我们可以写

λ ∧ ω = fλ(ω)e1 ∧ · · · ∧ en , (29.6)

其中，fλ : Λn−r(V ) → R 是由 λ 特征的 Λn−r(V ) 上的一个线性函数，并且因此是对偶空间
Λn−r(V ) 中的元素，即：

fλ ∈
(
Λn−r(V )

)∗
= Λn−r (V ∗) . (29.7)

Λn−r(V ) 中的内积 [由 (29.1) 给出] 则引出一个规范同构：

g : Λn−r(V ) −→ Λn−r (V ∗) , (29.8)

并且因此 Λn−r(V ) 中一个独有的元素，称为 λ 的 Hodge-star，使得

g(⋆λ) = fλ , (29.9)

并且对于任意 ω ∈ Λn−r(V )

(ω, ⋆λ) = 〈ω, fλ〉 = fλ(ω) . (29.10)

方程 (29.6) 可以被重写成如下。如果 λ ∈ Λr(V )，则：对于任意 ω ∈ Λn−r(V )，有

λ ∧ ω = (⋆λ, ω)σ , (29.11)

在这个方程中
σ = e1 ∧ · · · ∧ en (29.12)

确定了 V 的一个定向。实际上，上面两个方程也可以被看出 Hodge-star 算符的定义式。我们
注意到定义取决于两件事：

1) V 中一个给定的内积 ( , )，引出 Λr(V ) 中的一个内积；

2) V 中一个给定的定向 σ。

在给出 star 算符的一般结论之前，让我们定义标量积符号的概念 (可能是非正定的，如
在 Minkowski 空间中的 Lorentz 度规相关的概念)。
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定义 29.2 假设 {e1, . . . , en}是定义了内积的向量空间的一个标准正交基，可能非正定的，所
以

(ei, ej) = ±δij , i, j = 1, . . . , n . (29.13)

如果在上面的一群方程中，数字 +1 出现 P 次，数字 −1 出现 N 次，则整数

S = P −N (29.14)

称为内积的符号 (signature)。

练习 29.2 说明内积的符号不依赖于标准正交基的选择。

我们现在准备表述关于 ⋆ 算符 (没有证明) 一些有用的结果。这些不是很难证明。

假设 dim = n, σ = e1 ∧ · · · ∧ en 确定 V 的定向，V 被赋予符号 S 的内积 ( , ) 并且 λ, µ

是 Λr(V ) 中的任意外向量。则

⋆σ = 1 (标量1) (29.15)

⋆1 = (−1)
(n−S)

2 σ , (29.16)

(σ, σ) = (−1)
(n−S)

2 , (29.17)

⋆ ⋆ λ = (−1)r(n−r)+
(n−S)

2 λ , (29.18)

(λ, µ) = ⋆ ⋆ ⋆(µ ∧ ⋆λ) = ⋆ ⋆ ⋆(λ ∧ ⋆µ) , (29.19)

µ ∧ ⋆λ = λ ∧ ⋆µ = (−1)
(n−S)

2 (λ, µ)σ , (29.20)

(⋆λ, ⋆µ)a = ⋆(λ ∧ ⋆µ) = ⋆(µ ∧ ⋆λ) . (29.21)

在本章的其余部分，我们将通过两个经常遇到的示例来说明 ⋆ 算符的用法。

考虑定义了 Euclidean 标量积的 V = R3。选择一组标准正交基 {e1, e2, e3} 和定向 σ =

e1 ∧ e2 ∧ e3，由 Figure 29.1中的右手参考系表示。

标量积由下式给出
(ei, ej) = δij , i, j = 1, 2, 3 . (29.22)

由于 S = 3 = n

(σ, σ) = 1 . (29.23)
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Figure 29.1
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应用 (29.11)，我们有

σ = (e1 ∧ e2) ∧ e3 = (⋆ (e1 ∧ e2) , e3)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e2) = e3 ; (29.24)

σ = (e2 ∧ e3) ∧ e1 = (⋆ (e2 ∧ e3) , e1)σ, 所以 ⋆ (e2 ∧ e3) = e1 ; (29.25)

σ = (e3 ∧ e1) ∧ e2 = (⋆ (e3 ∧ e1) , e2)σ, 所以 ⋆ (e3 ∧ e1) = e2 ; (29.26)

−σ = (e1 ∧ e3) ∧ e2 = (⋆ (e1 ∧ e3) , e2)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e3) = −e2 ; (29.27)

−σ = (e3 ∧ e2) ∧ e1 = (⋆ (e3 ∧ e2) , e1)σ, 所以 ⋆ (e3 ∧ e2) = −e1 ; (29.28)

−σ = (e2 ∧ e1) ∧ e3 = (⋆ (e2 ∧ e1) , e3)σ, 所以 ⋆ (e2 ∧ e1) = −e3 ; (29.29)

σ = e2 ∧ (e3 ∧ e1) = (⋆e2, e3 ∧ e1)σ, 所以 ⋆ e2 = e3 ∧ e1 ; (29.30)

σ = e2 ∧ (e3 ∧ e1) = (⋆e2, e3 ∧ e1)σ, 所以 ⋆ e2 = e3 ∧ e1 ; (29.31)

σ = e3 ∧ (e1 ∧ e2) = (⋆e3, e1 ∧ e2)σ, 所以 ⋆ e3 = e1 ∧ e2 . (29.32)

更进一步

⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e3) = 1 , (29.33)

⋆ 1 = e1 ∧ e2 ∧ e3 . (29.34)

方程 (29.24) 到 (29.29) 验证了在 Chapter 28 开头的表述：外积是三维向量代数中平凡叉积
的推广。这一关联实际上是通过 ⋆-算符和 dim(R3) = 3 的特殊事实实现的。

现在让我们来看看 V 是四维 Minkowski 时空的情况，其标量积由 Lorentz 度规 ηµν 确定
[c.f. (2.20)]。令 e1 为时间轴，e2, e3 和 e4 分别为 x, y 和 z 空间轴。选择 {e1, e2, e3, e4} 为基，
同时 σ = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 为定向。Lorentz 标量积由下式给出

(e1, e1) = −1 ,
(ei, ei) = +1 , i = 2, 3, 4 ,

(ei, ej) = 0 , i 6= j .

(29.35)

符号 S 是 2。因此，从 (29.17) 有

(σ, σ) = (−1)
(4−2)

2 = −1 . (29.36)

一如既往，从 (29.15)
⋆σ = ⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4) = 1 . (29.37)
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我们可以再一次应用 (29.11) 来确定 r-向量的 ⋆，其中 r = 1, 2, 3。因此

σ = (e1 ∧ e2 ∧ e3) ∧ e4 = (⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e3) , e4)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e3) = e4 ; (29.38)

−σ = (e1 ∧ e2 ∧ e4) ∧ e3 = (⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e4) , e3)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e2 ∧ e4) = −e3 ; (29.39)

σ = (e1 ∧ e3 ∧ e4) ∧ e2 = (⋆ (e1 ∧ e3 ∧ e4) , e2)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e3 ∧ e4) = e2 ; (29.40)

−σ = (e2 ∧ e3 ∧ e4) ∧ e1 = (⋆ (e2 ∧ e3 ∧ e4) , e1)σ, 所以 ⋆ (e2 ∧ e3 ∧ e4) = e1 ; (29.41)

σ = (e1 ∧ e2) ∧ (e3 ∧ e4) = (⋆ (e1 ∧ e2) , e3 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e2) = e3 ∧ e4 ; (29.42)

−σ = (e1 ∧ e3) ∧ (e2 ∧ e4) = (⋆ (e1 ∧ e3) , e2 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e3) = −e2 ∧ e4 ; (29.43)

σ = (e1 ∧ e4) ∧ (e2 ∧ e3) = (⋆ (e1 ∧ e4) , e2 ∧ e3)σ, 所以 ⋆ (e1 ∧ e4) = e2 ∧ e3 ; (29.44)

σ = (e2 ∧ e3) ∧ (e1 ∧ e4) = (⋆ (e2 ∧ e3) , e1 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ (e2 ∧ e3) = −e1 ∧ e4 ; (29.45)

−σ = (e2 ∧ e4) ∧ (e1 ∧ e3) = (⋆ (e2 ∧ e4) , e1 ∧ e3)σ, 所以 ⋆ (e2 ∧ e4) = e1 ∧ e3 ; (29.46)

σ = (e3 ∧ e4) ∧ (e1 ∧ e2) = (⋆ (e3 ∧ e4) , e1 ∧ e2)σ, 所以 ⋆ (e3 ∧ e4) = −e1 ∧ e2 ; (29.47)

σ = e1 ∧ (e2 ∧ e3 ∧ e4) = (⋆e1, e2 ∧ e3 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ e1 = e2 ∧ e3 ∧ e4 ; (29.48)

−σ = e2 ∧ (e1 ∧ e3 ∧ e4) = (⋆e2, e1 ∧ e3 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ e2 = e1 ∧ e3 ∧ e4 ; (29.49)

σ = e3 ∧ (e1 ∧ e2 ∧ e4) = (⋆e3, e1 ∧ e2 ∧ e4)σ, 所以 ⋆ e3 = −e1 ∧ e2 ∧ e4 ; (29.50)

−σ = e4 ∧ (e1 ∧ e2 ∧ e3) = (⋆e4, e1 ∧ e2 ∧ e3)σ, 所以 ⋆ e4 = e1 ∧ e2 ∧ e3 . (29.51)

最后
⋆1 = −e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 . (29.52)



30. 微分形式与外微分

在 Chapter 8 中，我们对在流形中特定点处的微分流形的切空间的概念进行了初步讨论。
这是微分几何中非常基本且直观的概念，并且是引入微分形式的起点。在这个发展过程中，我
们目标不是完整性也不是数学严格性，而是要依靠直观的方法。

一个有限维可微流形 M 的局部表现像一个有限维 Euclid 空间的一个邻域，因此局部的
一个点 x ∈ M 可以由 n 个坐标 {x1, . . . , xn} 的一个集合表征，其中 n 是流形的维度。这种
表征通常不能全局应用，并且需要不同的 Euclid 空间“补丁 (patch)”来覆盖一个流形。考
虑以一个二维球体为例，在局部，一个点可以通过两个坐标 (纬度和经度) 来描述；但是不能
在整个表面上使用同一个集合的坐标。(北极的经度是多少？) 显然，参考地图制作，我们说
的是可微流形由坐标卡 (chart) 覆盖，每个坐标卡记为 (U, ui)，包括邻域 U ⊂ M 和 U 中
有效的坐标 u1, . . . , un 的一个集合。如果两个坐标卡 (U, ui) 和 (W,wi) 使得 U 和 W 交叠，
即 U ∩W 6= ∅，则所有 w 的必须是所有 u 的光滑函数，反之亦然。因此，M 中的一个点
和同一点可能有不同的坐标集合来进行描述。坐标卡 (U, ui), (V, vi), (W,wi), . . . 的一个集合
使得 {U, V,W, . . .} 覆盖 (cover) M，并满足除了上面提到的可微性条件之外的确定附加条件
(这里将不详细说明)，被称为可微流形 M 的图册 (atlas)，并且确定了流形所谓的可微结构
(differentiable structure)。

让我们现在定义在一个点 x ∈M 处的切向量的概念。考虑一个曲线 γ : R −→M 经过 x

使得 γ(0) = x。(Figure 30.1) 曲线 γ(t) 在点 x 处的切向量 (tangent vector) X 是第 i 个分
量为 ξi 的向量，分量 ξi 描述的是第 i 个坐标沿着 γ(t) 变化多“快”：

ξi ≡ d
dt
(
xi ◦ γ

)∣∣∣∣
t=0

. (30.1)
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Figure 30.1

现在考虑一个函数 f :M −→ R 。我们可能问：f 在 x 处沿着 γ 改变多“快”？答案是

∂f

∂xi
d (xi ◦ γ)

dt

∣∣∣∣
t=0

= (∂if) ξ
i . (30.2)

这个量被称为 f 沿着 X 方向在 x 处的方向导数 (directional derivative)。(30.2) 的等号
右边暗示 (∂if) ξ

i(i 求和) 是分量为 ξi 的一个逆变向量和分量为 ∂if 的一个协变向量的配对。
实际上，这个协变向量是函数 f 的常微分：

df = ∂ifdxi , (30.3)

并且 (30.2) 中的配对记为
〈X, df〉 = (∂if) ξ

i . (30.4)

因此我们可以写
X = ξiei , (30.5)

其中，{ei} 和 {dxi} 是对偶基的集合。我们如何能用局域坐标 xi 写 ei？答案由对偶性要求给
出： 〈

ei, dxj
〉
= δji =

∂xj

∂xi
. (30.6)

换句话说，

ei =
∂

∂xi
, (30.7)

并且我们有

X = ξi
∂

∂xi
= ξi∂i . (30.8)

x ∈M 处的切空间 (tangent space)，记为 TxM，是由基集合
{

∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn

}
生成的线性向

量空间，其中作为 TxM 的对偶空间，记为 T ∗
xM 并且称为由 {dx1, . . . , dxn} 基生成 x ∈ M

处的余切空间 (cotangent space)。两个基
{

∂
∂xi

}
和 {dxj} 互为对偶基 [对比 (8.15)]:

〈
∂

∂xi
, dxj

〉
= δji . (30.9)

对于很明显的原因，
{

∂
∂xi

}
和 {dxj}分别称为 TxM 和 T ∗

xM 的坐标基 (coordinate bases)(或
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者自然基 (natural bases))。

R TxM 中的坐标基向量是用微分算符表达的，一开始出现可能很奇怪。但这是完全合理的，如
果我们记得 TxM 与 T ∗

xM 对偶，实际上是 T ∗
xM 上线性函数的空间。因此， ∂

∂xi
作用于 ∂f

∂xi

产生一个标量 ∂f
∂xi
。

在坐标变换下
xi −→ x′i = x′i

(
x1, . . . , xn

)
, i = 1, . . . , n,

通过链式法则，我们有

∂i =
∂

∂xi
=

∂

∂x′j
∂x′j

∂xi
=
∂x′j

∂xi
∂′
j , (30.10)

和

dxi = ∂xi

∂x′j
dx′j . (30.11)

我们可以重写上面两个方程为
∂i = aji∂

′
j , (30.12)

和
dxi =

(
a−1
)i
j
dxj , (30.13)

其中

aji ≡
∂xj

∂xi
, (30.14)

是对于坐标的局域改变的 Jacobi 矩阵 (Jacobian matrix)。变换规则 (30.12) 和 (30.13) 分
别与 Chapter 1 的 Table 1.1中给出的关于协变 (下指标) 对象和逆变 (上指标) 对象相一致。

基于在一个特定点 x ∈ M 的一个切空间 TxM 和一个余切空间 T ∗
xM 的记号，我们可以

在 x ∈M 处第一次构造 (r, s)-型张量空间

T rs (x) = Tx ⊗ · · · ⊗ Tx︸ ︷︷ ︸
r次

⊗T ∗
x ⊗ · · · ⊗ T ∗

x︸ ︷︷ ︸
s次

(30.15)

并且则有 (r, s)-型张量丛 (tensor bundle)

T rs =
⋃
x∈M

T rs (x) . (30.16)

具体来说，T rs 是流形 M 所有点处的 (r, s)-型张量空间的一个“级联 (concatenation)”。每个
T ts(x) 被称为 x 点处丛 T rs 的纤维 (fiber)。自然投影

π : T rs −→M , (30.17)

映射了所有 T rs (x) 中的点到 x ∈M 点，是一个光滑满射。它被称为丛投影 (bundle projec-
tion)(Figure 30.2)。

张量丛 T rs 的构造是一个复杂的过程，对此的细节处理超出了本书的范畴 (参见陈省身,
陈维桓和 Lam, 1999 年)。我们在这里仅提供非常简短和直观的描述。它主要包括下面两个步
骤：

https://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/3812
https://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/3812
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Figure 30.2

1. 确定一个拓扑结构和一个可微结构使得张量丛在局域是一个乘积：

φU : U × V r
s −→

⋃
x∈U

T rs (x) ; (30.18)

2. 确定一种方法：使得纤维在 M 的坐标卡的交叠中与“伸出 (sticking out)”的点“粘在
(glued)”一切，从而保持纤维的线性结构。(见 Figure 30.3)

Figure 30.3

在 Figure 30.3 中，函数
gUW : U ∩W −→ GL (V r

s ) , (30.19)

其中，GL (V r
s ) 是 V r

s 上的一般线性群 (general linear group)，被称为 T rs 的转换函数
(transition functions)(“胶水 (glueing)”函数)。它们决定了丛的结构。

在 T rs 中，我们有切丛 (tangent bundle) T 1
0 [也记为 T (M)] 和余切丛 (cotangent

bundle) T 0
1 [也记为 T ∗(M)]。更进一步，我们可以在 M 上构造所谓的外向量丛 (exterior

vector bundle) 和外形式丛 (exterior form bundle)，分别由下式给出

Λr(M) ≡
⋃
x∈M

Λr (Tx) 和 Λr (M∗) ≡
⋃
x∈M

Λr (T ∗
x ) (30.20)
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T rs ,Λr(M) 和 Λr(M∗) 是向量丛 (vector bundle) 的特殊情况 (纤维丛的纤维是向量空
间)。它们通常记为 π : E −→M，其中 π 是自然投影 [c.f. (30.17)]，E 被称为总空间 (total
space)(或者丛空间 (bundle space))，同时 M 被称为基流形 (base manifold)。

请注意，总空间 E 本身应被考虑为一个流形 (具有自己的可微分结构)，而不必考虑为基
流形和纤维的乘积。实际上，一个纤维丛局域上只是乘积 [见 (30.18)]；并且一般不能在全局
表示。在全局是一个乘积的丛是产品被称为一个平凡丛 (trivial bundle)，并且纤维丛的许
多理论都致力于表征各种非平凡性 (见 Chapter 41)。非平凡丛在现代理论物理学中起着最重
要的作用：它们构成了描述许多有趣的物理对象的数学基础，例如，磁单极子，瞬子甚至分子
碰撞系统。

一个光滑映射 s :M −→ E 使得

π ◦ s = id :M −→M , (30.21)

其中，id 是单位映射，被称为向量丛 π : E −→ M 的一个光滑部分 (smooth section)。
π : E −→M 的所有光滑部分的集合记为 Γ(E)，是一个重要的向量空间。它也是一个 C∞(M)

模 (module)，即：在 M 上的光滑函数的环上的模。向量丛 π : E −→M 的一部分也被称为
一个流形 M 上的一个向量场 (vector field)。

我们现在终于准备好给出微分形式的定义，或更具体地说，是外微分形式，在这上可以进
行外微分的所有重要操作。

开始于一个 n 维光滑流形 M，并构造 M 上的丛的外 r-形式 [c.f. (30.20)]：

Λr (M∗) =
⋃
x∈M

Λr (T ∗
x ) .

这是 M 上的向量丛，因此构想其上光滑部分的空间很有意义。我们将这个向量空间记为
Ar(M):

Ar(M) ≡ Γ (Λr (M∗)) . (30.22)

正如之前提到的，Ar(M) 也是一个 C∞(M) 模。

定义 30.1 C∞(M) 模 Ar(M) 的元素被称为 M 上的外微分 r-形式 (exterior differential
r-forms)。换句话说，M 上的外微分 r-形式是 M 上 r 阶一个光滑反对称协变张量场 [一
个 (0, r)-型张量场]。

从 Ar(M) 我们可以构造直和

A(M) = ⊕
n∑
r=0

Ar(M) = A0(M)⊕ · · · ⊕ An(M) , (30.23)

实际上是外形式丛的所有光滑部分的空间

Λ (M∗) =
⋃
x∈M

Λ (T ∗
x ) . (30.24)

A(M) 的元素被称为 M 上的外微分形式 (exterior differential forms)。因此，每个外微分
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形式 ω ∈ A(M) 可以被写成
ω = ω0 + ω1 + · · ·+ ωn , (30.25)

其中，ωr ∈ Ar(M), 0 ⩽ r ⩽ n。

R 从技术上讲，微分形式不需要是外形式。术语“外 (exterior)”是指问题中形式的反对称性。当
没有混乱出现时，或者从上下文中很明显看出来时，我们将根据情况只说的是微分形式，而不
是外微分形式。

现在，我们使用外 (楔) 积对 A(M) 施加一个乘法规则 (见定义 28.1)。单点 x ∈ M 处
的外形式的楔积可以通过逐点关联简单地推广到外微分形式 A(M) 的空间：对于任意 x ∈
M,ω1, ω2 ∈ A(M)，定义

(ω1 ∧ ω2) (x) = ω1(x) ∧ ω2(x) , (30.26)

其中，等号右边是两个外形式的一个楔积。有了这种乘法规则，空间 A(M) 则变成了依赖于
加法、标量乘法和楔积的一个分次代数 (graded algebra)。楔积定义了一个映射

∧ : Ar(M)×As(M) −→ Ar+s(M) , (30.27)

其中，当 r + s > n 时 Ar+s(M) = 0。

令 (U, xi) 是 M 的一个坐标卡。一个外微分 r-形式 ω 可以用 M 的局域坐标 x1, . . . , xn

表述在 U 的领域为
ω = ai1...ir

(
x1, . . . , xr

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxir , (30.28)

其中，每一个 ai1...ir 是 U 上的一个光滑函数 (即：局域坐标 x1, . . . , xn 的一个光滑函数)，并
且依赖于它的指标的任意排列 (c.f 定理 16.1) 被要求是反对称的。注意到在 (30.28) 运用了
Einstein 求和约定。

由于在一个点 x ∈M 处的 Λr(M)和 Λr(M∗)的纤维互为对偶空间，我们可以根据 (28.28)
在它们之间引入一个配对。用 Λr(Tx) 的自然基

{
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xir

}
, i1 ⩽ · · · ⩽ ir 和 Λr(T ∗

x )

的 {dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr}，我们有

〈
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xir
, dxj1 ∧ · · · ∧ dxjr

〉
= δj1...jri1...ir

, (30.29)

其中，Kronecker delta 符号已经在 (28.51) 中定义了。因此，用局域坐标写 ω 的分量可以被
表述为

ai1...ir =
1

r!

〈
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xir
, ω

〉
. (30.30)

练习 30.1 验证 (30.30)。

外微分形式的空间 A(M) 在可微流形的研究中起着至关重要的作用，这是由于最有用
的算符的存在，即：A(M) 上的所谓外微分算符 (exterior derivative operator) d，具有性质
d2 = 0。所以我们只表述下面的定理而不证明。
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定理 30.1 令 M 是一个 n-维光滑流形。则存在一个唯一的映射

d : A(M) −→ A(M), d (Ar(M)) ⊂ Ar+1(M) ,

满足下面的性质：
1) 对于任意 ω1, ω2 ∈ A(M)，d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2

2) 假设 ω1 ∈ Ar(M)。则对于任意 ω2 ∈ A(M)，

d (ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)rω1 ∧ dω2 . (30.31)

3) 如果 f 是 M 上的一个光滑流形，即：如果 f ∈ A0(M)，则 df 很确定是 f 的微分。
4) 如果 f ∈ A0(M)，则 d2f = 0。

映射 d 被称为外微分 (exterior derivative)。

方程 (30.31) 是外微分的“乘法规则”。我们注意到 d 是一个局域算符，也就是说，如果
ω1, ω2 ∈ A(M) 和它对于 M 邻域 U 的限制条件等于 (ω1|U = ω2|U )，则 dω1|U = dω2|U。

为了学习如何计算外微分，让我们开始于将算符 d 应用到 ω = ai1...irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir ∈

Ar(M)。运用定理 30.1 性质 2) [(30.31)] 和 4)，我们立刻有

dω = (dai1...ir) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir . (30.32)

在运用 (30.31) 时，它等式右边的第二项丢掉，因为 xi 是 U 上一个光滑函数 (坐标函数)，并
且因此性质 4) 适用于它。

当 ω1 和 ω2 都是单项式时 [性质 1) 处理 ω2 不是单项式的情况]，运用 (30.32) 检查性质
2) 的有效性是有指导性的：

ω1 = adxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∈ Ar(M), ω2 = bdxj1 ∧ · · · ∧ dxjs ∈ As(M) ,

使得
ω1 ∧ ω2 = abdxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs .

则通过 (30.32)

d (ω1 ∧ ω2) =d(ab) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

=(bda+ adb) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

=
(
da ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir

)
∧
(
bdxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
+ (−1)r

(
adxi1 ∧ · · · ∧ dxir

)
∧
(
db ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjs

)
=dω1 ∧ ω2 + (−1)rω1 ∧ dω2 ,

(30.33)

其中，在第三个等号位置 db 项已通过 r 个“slots”向右对易，因此根据外积的反对易规则
[(28.5)] 得到 (−1)r 倍。

方程 (30.32) 也可以被用来检查定理 30.1 的性质 4)。令 f 是 M 上的一个光滑函数。则
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通过 3) 对于 df (U 上) 的局域表述为

df =
∂f

∂xi
dxi . (30.34)

从 (30.32) 得到

d(df) =d

(
∂f

∂xi

)
∧ dxi = ∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
1

2

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi + 1

2

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
1

2

∂2f

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi + 1

2

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj

=
1

2

(
∂2f

∂xj∂xi
− ∂2f

∂xi∂xj

)
dxj ∧ dxi = 0 ,

(30.35)

在第三个等号的等号右边的第二项中，我们进行了交换 i ↔ j 来得到第四个等号的等号右边
的第二项，而最后一个等号来自于事实

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
, (30.36)

反过来又源自 f 的 C∞(光滑性) 本质。

根据定理 30.1中确定的外微分的性质，我们立即得到下面重要且有用的结论：

定理 30.2 — Poincare引理 (Poincare’s Lemma).

d2 = 0 , (30.37)

即：对于任意 ω ∈ A(M), d(dω) = 0。

证明：我们只需要证明单项式 ω ∈ Ar(M) 的引理，因为 d 通过定理 30.1的性质 1) 是线性的。
另外，由于 d 是局域算符，我们只需要考虑

ω = adx1 ∧ · · · ∧ dxr .

通过 (30.22)
dω = da ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxr

再次微分并应用定理 30.1的性质 2) 和 4)，我们有

d(dω) = d(da)∧dx1∧· · ·∧dxr−da∧d
(
dx1 ∧ · · · ∧ dxr

)
= −da∧d

(
dx1
)
∧· · ·∧dxr+ . . . = 0 ,

由于每个 xi 是 U(M 的邻域) 上的一个局域坐标函数，因此，通过性质 4)，d2xi = 0。 □

我们将重写 (30.32) 为经常用于外微分计算的形式：

如果 ω|U = ai1...irdx
i1 ∧ · · · ∧ dxir ∈ Ar(M) ,

则有 dω|U =
∂ai1...ir
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .
(30.38)
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下面是与微分形式和切向量场有关的一个有用的事实。

定理 30.3 令 ω 为一个光滑流形 M 上的一个微分 1-形式；并且 X 和 Y 是 M 上的光滑切
向量场。则

〈X ∧ Y, dω〉 = X〈Y, ω〉 − Y 〈X,ω〉 − 〈[X,Y ], ω〉 , (30.39)

其中
[X,Y ] = XY − Y X . (30.40)

注意：符号 X〈Y, ω〉 意味着光滑切向量场 X 对光滑函数 〈Y, ω〉 的作用，产生另一个平滑函
数。
证明：由于配对 〈 , 〉 是双线性函数，因此足以证明 ω = gdf 的定理，其中 g 和 f 都是 M 上
的光滑函数。因此

dω = dg ∧ df .

通过 (28.28) 和 (30.4)，

〈X ∧ Y, dg ∧ df〉 =

∣∣∣∣∣ 〈X, dg〉 〈X, df〉〈Y, dg〉 〈Y, df〉

∣∣∣∣∣ = X(g)Y (f)−X(f)Y (g) . (30.41)

由于
〈X,ω〉 = 〈X, gdf〉 = g ·X(f) , (30.42)

我们有
Y 〈X,ω〉 = Y (g)X(f) + g · Y (X(f)) . (30.43)

类似地，
X〈Y, ω〉 = X(g)Y (f) + g ·X(Y (f)) . (30.44)

从 (30.39) 的等式右边得到的是

X〈Y, ω〉 − Y 〈X,ω〉 − 〈[X,Y ], ω〉

=X(g)Y (f)− Y (g)X(f) + g[X(Y (f))− Y (X(f))]− g〈[X,Y ], df〉

=X(g)Y (f)− Y (g)X(f) ,

(30.45)

可以从 (30.41) 中第二个等号的等式右边准确地得到。 □
上面的定理可以很直接概括如下。

推论 30.1 令 ω ∈ Ar(M) 是 M 上的一个光滑外微分 r-形式，并且 X1, . . . , Xr+1 是 M 上
的光滑切向量场。则

〈X1 ∧ · · · ∧Xr+1, dω〉 =
r+1∑
i=1

(−1)i+1Xi

〈
X1 ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧Xr+1, ω

〉
+

∑
1⩽i<j⩽r+1

(−1)i+j
〈
[Xi, Xj ] ∧ · · · ∧ X̂i ∧ · · · ∧ X̂j ∧ · · · ∧Xr+1, ω

〉
,

(30.46)
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其中，X̂i 指明省略的项。

练习 30.2 通过归纳 (或其他方法) 证明上面的公式。

对于本章的其余部分，我们将通过将微分形式和外微分通过将它应用于 3-维向量微积分
来演示它的能力和优雅。我们将看到算符 d 完全包含了向量俄日积分算符“div, grad, curl 以
及所有”。我们将暂时性恢复使用直角坐标 (x, y, z)。

令 f 是 R3 上的一个光滑函数 (一个 0-形式)。则

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz . (30.47)

在向量微积分，我们称分量为
(
∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z

)
的向量场是 f 的梯度 (gradient)，记为 ∇f，或

者 grad f。

现在考虑一个 1-形式
ω = Adx+Bdy + Cdz , (30.48)

其中，A,B,C 是 R3 上的光滑函数。则根据 (30.38),

dω =dA ∧ dx+ dB ∧ dy + dC ∧ dz

=
∂A

∂y
dy ∧ dx+

∂A

∂z
dz ∧ dx+

∂B

∂x
dx ∧ dy + ∂B

∂z
dz ∧ dy + ∂C

∂x
dx ∧ dz + ∂C

∂y
dy ∧ dz

=

(
∂C

∂y
− ∂B

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂A

∂z
− ∂C

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂B

∂x
− ∂A

∂y

)
dx ∧ dy .

(30.49)
如果我们令 X 是向量场 (A,B,C)，则向量场有分量(

∂C

∂y
− ∂B

∂z
,
∂A

∂z
− ∂C

∂x
,
∂B

∂x
− ∂A

∂y

)
恰好是向量微积分中向量场 X 的旋量 (crul)，其记为 ∇×X。

最后考虑 2-形式
ψ = Ady ∧ dz +Bdz ∧ dx+ Cdx ∧ dy , (30.50)

其中，再一次，A,B,C 是 R3 上的光滑函数。我们有，通过应用 (30.38)，

dψ =

(
∂A

∂x
+
∂B

∂y
+
∂C

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz . (30.51)

上面方程中括号里面的量恰好是向量场 X = (A,B,C) 的散度 (divergence)，在向量微积分
中记为 ∇ ·X 或者 divX。

因此，div, grad 和 curl 是一个运算符和相同算符的所有不同表示，即：外微分 d。

从 Poincare 引理 (d2 = 0) 开始，向量微积分中的两个基本公式便立即得到。令 f 为 R3
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上的一个光滑函数，并且 X 为 R3 上的一个光滑切向量场。则我们有

∇ · (∇×X) = 0 , (30.52)

∇× (∇f) = 0 . (30.53)

换句话说，一个旋量的散度和一个梯度的旋量总是等于零。

方程 (30.53) 简单等价于 d2f = 0，其中 f 作为 R3 上的一个光滑函数，被考虑为 A0(R3)

的一个元素，即：R3 上的零-形式。为了看到 (30.52) 是如何从 Poincare 引理得出的，我们
首先引入局域标架场 (local frame field) 的想法。根据 (30.9) 和紧跟在该方程之前的讨
论，在每个点 p ∈ R3，{(dx)p, (dy)p, (dz)p} 是 T ∗

p (R3) = Λ1(Tp(R3)) 的正交标架 (基集合)，{
∂
∂x

∣∣
p
, ∂
∂y

∣∣∣
p
, ∂
∂z

∣∣
p

}
是 Tp (R3) = Λ1 (Tp (R3)) 的正交标架，并且两组基互为对偶。如果令点

p 在局域坐标邻域 U 上变化 (在 R3 上，U 实际上可以是整个空间 R3)，我们将得到所谓的
T ∗(R3) 的 {dx, dy, dz} 和 T (R3) 的

{
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

}
。因此，R3 上的任意向量场，或等效地，切

丛 T (R3) 的一部分可以被写成

X = A
∂

∂x
+B

∂

∂y
+ C

∂

∂z
, (30.54)

其中，A,B,C 是 R3 上的光滑函数。相应地，我们有 1-形式

ω = Adx+Bdy + Cdz ,

是切丛 T ∗(R3) 的一部分，或 A1(R3) = Γ(Λ1(R3∗)) 的一个元素。根据 (30.49)，dω 则是一个
2-形式，其分量是向量场 ∇×X 的分量。则我们有，从 (30.51)，

0 = d2ω = ∇ · (∇×X)dx ∧ dy ∧ dz . (30.55)

因此得到 (30.52)。

定理 30.1中给出的外微分的规则，特别是“乘积规则”，可以用于轻松推导向量运算中的
许多有用的恒等式。我们将得出下面四个基本结论：

(1) ∇(fg) = f∇g + g∇f , (30.56)

(2) ∇× (fv) = ∇f × v + f∇× v , (30.57)

(3) ∇ · (fv) = (∇f) · v + f∇ · v , (30.58)

(4) ∇ · (v × u) = u · (∇× v)− v · (∇× u) . (30.59)

(1) 的证明：假设 f, g ∈ A0(R3)，即：f 和 g 都是在 R3 零-形式或者光滑函数。则有

f ∧ g = fg (30.60)

也是 R3 上的一个零-形式。现在，通过 (30.31)

d(fg) = d(f ∧ g) = df ∧ g + (−1)0f ∧ dg = gdf + fdg , (30.61)
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这是一个 1-形式，其分量是 ∇(fg) 的分量。因此

(∇(fg))1dx+ (∇(fg))2dy + (∇(fg))3dz

=

(
g
∂f

∂x
+ f

∂g

∂x

)
dx+

(
g
∂f

∂y
+ f

∂g

∂y

)
dy +

(
g
∂f

∂z
+ f

∂g

∂z

)
dz .

(30.62)

通过比较 dx, dy, dz 的系数，得到 (30.56)。 □
(2) 的证明：令

v = v1
∂

∂x
+ v2

∂

∂y
+ v3

∂

∂z
, (30.63)

和 ω 是 1-形式由下式给出
ω = v1dx+ v2dy + v3dz . (30.64)

则
fω = f ∧ ω , (30.65)

其中，f ∈ A0(R3)(一个零-形式)，是一个 1-形式。我们有

d(f ∧ ω) = df ∧ ω + fdω . (30.66)

通过 (30.49)，等号左边可以被写成

d(fω) = (∇× (fv))1dy ∧ dz + (∇× (fv))2dz ∧ dx+ (∇× (fv))3dx ∧ dy , (30.67)

同时等号右边假设形式

df ∧ ω + fdω =

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

)
∧
(
v1dx+ v2dy + v3dz

)
+ f(∇× v)1dy ∧ dz + f(∇× v)2dz ∧ dx+ f(∇× v)3dx ∧ dy

=

(
∂f

∂y
v3 − ∂f

∂z
v2 + f(∇× v)1

)
dy ∧ dz

+

(
∂f

∂z
v1 − ∂f

∂x
v3 + f(∇× v)2

)
dz ∧ dx

+

(
∂f

∂x
v2 − ∂f

∂y
v1 + f(∇× v)3

)
dx ∧ dx

=
{
((∇f)× v)1 + f(∇× v)1

}
dz ∧ dz

+
{
((∇f)× v)2 + f(∇× v)2

}
dz ∧ dx

+
{
((∇f)× v)3 + f(∇× v)3

}
dx ∧ dy .

(30.68)

比较 (30.67) 的等号右边和 (30.68) 的等号右边的最后的表达，我们到达了 (30.57)。 □
(3) 的证明：令

v = v1
∂

∂x
+ v2

∂

∂y
+ v3

∂

∂z
和 ψ = v1dy ∧ dz + v2dz ∧ dx+ v3dx ∧ dy . (30.69)
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则对于 f ∈ A0(R3)，即：R3 上的一个光滑函数,

d(fψ) = df ∧ ψ + fdψ . (30.70)

通过 (30.51)，因为 fψ 是一个 2-形式,

d(fψ) = ∇ · (fv)dx ∧ dy ∧ dz , (30.71)

同时

df ∧ ψ =

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

)
∧
(
v1dy ∧ dz + v2dz ∧ dx+ v3dx ∧ dy

)
= ((∇f) · v)dx ∧ dy ∧ dz ,

(30.72)

和
fdψ = f(∇ · v)dx ∧ dy ∧ dz . (30.73)

则可以从最后四个方程得出方程 (30.58)。 □
(4) 的证明：令

u = u1
∂

∂x
+ u2

∂

∂y
+ u3

∂

∂z
, (30.74)

v = v1
∂

∂x
+ v2

∂

∂y
+ v3

∂

∂z
, (30.75)

是 R3 上的两个切向量场。则有

v ∧u =
(
v2u3 − v3u2

) ∂
∂y
∧ ∂

∂z
+
(
v3u1 − v1u3

) ∂
∂z
∧ ∂

∂x
+
(
v1u2 − v2u1

) ∂

∂x
∧ ∂

∂y
. (30.76)

现在令

ψ =
(
v2u3 − v3u2

)
dy ∧ dz +

(
v3u1 − v1u3

)
dz ∧ dx+

(
v1u2 − v2u1

)
dx ∧ dy , (30.77)

θ = v1dx+ v2dy + v3dz , (30.78)

ϕ = u1dx+ u2dy + u3dz . (30.79)

则有
ψ = θ ∧ ϕ , (30.80)

和
dψ = dθ ∧ ϕ+ (−1)1θ ∧ dϕ . (30.81)

另一方面，通过 (30.51)
dψ = ∇ · (v × u)dx ∧ dy ∧ dz , (30.82)
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同时

dθ ∧ ϕ =
(
(∇× v)1dy ∧ dz + (∇× v)2dz ∧ dx+ (∇× v)3dx ∧ dy

)
∧
(
u1dx+ u2dy + u3dz

)
= (u · (∇× v))dx ∧ dy ∧ dz ,

(30.83)
并且类似地，

θ ∧ dϕ = (v · (∇× u))dx ∧ dy ∧ dz . (30.84)

则可以从最后四个方程得出方程 (30.59)。 □



31. R3 中的移动标架和曲线坐标

在本章中，我们将使用最后发展出来的外微分微积分技术在 R3 上研究一些几何。将介绍
几个重要的几何概念，并且我们将提出一种统一的方法来根据曲线坐标推导出向量微积分算
符的表达式。这些在向量微积分的有限情境下是有用的，它们的真正重要性在于它们对任意
流形的一般适用性。

设 (O; δ1, δ2, δ3) 是 R3 中固定的标准正交标架，其原点在 O 点处，并且 (p; e1, e2, e3) 是
一个移动的标准正交标架，其原点在移动点 p 处并且具有与固定标架相同的定向。(见 Figure
31.1，它显示了基于球坐标的一个移动标架)。

Figure 31.1
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一般来说，我们可以写

−→
Op = aiδi , (31.1)

和 ei = ajiδj , (31.2)

其中，ai 和矩阵元素 aji 是 R3 上的光滑函数。对于球坐标的情况，ai 和 aji 由下式显式给出

−→
Op = (r sin θ cosϕ)δ1 + (r sin θ sinϕ)δ2 + (r cos θ)δ3 , (31.3)

和
e1 = er = (sin θ cosϕ)δ1 + (sin θ sinϕ)δ2 + (cos θ)δ3 ,
e2 = eθ = (cos θ cosϕ)δ1 + (cos θ sinϕ)δ2 − (sin θ)δ3 ,
e3 = eϕ = −(sinϕ)δ1 + (cosϕ)δ2 .

(31.4)

注意到 ai 和 aji 都是 R3 上的 0-形式。如果我们记

δ = (δ1, δ2, δ3)
T
, (31.5)

e = (e1, e2, e3)
T
, (31.6)

a =
(
a1, a2, a3

)
, (31.7)

A =
(
aji
)
, (31.8)

其中，T 意味着矩阵的转置，则 (31.1) 和 (31.2) 可以被写成矩阵记号分别为

−→
Op = a · δ , (31.9)

和 e = A · δ , (31.10)

其中，点意味着矩阵乘法。假设现在我们将 p处的标架移动到一个稍微相邻的位置 (p+dp; ei+

dei)。向量 dp 和 dei 可以仍旧用标架 (p; e1, e2, e3) 表述：

dp = ωiei , (31.11)

dei = ωji ej , (31.12)

其中，ωi, ωji 是 R3 上的所有 1-形式。实际上，dp 和 dei 是所谓的向量值 1-形式 (vector-
valued 1-form)。如果我们记

θ =
(
ω1, ω2, ω3

)
, (31.13)

ω =
(
ωji
)
, (31.14)

则我们可以在矩阵符号下写

dp = θ · e , (31.15)

de = ω · e . (31.16)
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向量值 1-形式 θ 和矩阵值 1-形式 (matrix-valued 1-form) ω 可以简单地从 (31.1) 和 (31.2)
的外微分，或等价的 (31.9) 和 (31.10)。因此

dp = da · δ = da ·A−1 · e , (31.17)

de = dA · δ = dA ·A−1 · e , (31.18)

其中，我们运用了 dδ = 0 的事实，这是由于 (O; δ1, δ2, δ3) 是一个固定标架。从 (31.15) 和
(31.16) 得到

θ = da ·A−1 , (31.19)

ω = dA ·A−1 . (31.20)

现在，对方程 A ·A−1 = 1 取外微分，我们得到

dA ·A−1 +A · d
(
A−1

)
= dA ·A−1 +

(
dA ·A−1

)T
= 0 , (31.21)

其中，我们已经使用了 A−1 = AT 的事实 (因为 A 是一个正交矩阵)。接着得到 ω 是 1-形式
的反对称矩阵：

ωji + ωij = 0 . (31.22)

现在 dp 也可以被表达，通过运用依赖于固定标架 (O; δ1, δ2, δ3) 的局域 (矩形) 坐标 x1 =

x, x2 = y, x3 = z 表达为

dp = dxiδi = ωiei , (31.23)

或者 dp = dx · δ = θ · e = θ ·A · δ , (31.24)

其中，最后的等号来自于 (31.10)。从而

dx = θ ·A , (31.25)

或者 dxi = ωjaij . (31.26)

从定理 28.7，体积形式 (参见练习 28.5) dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 可以被写为

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = det
(
aji
)
ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 . (31.27)

由于矩阵
(
aji
)
是正交的，det

(
aji
)
= ±1。(p; e1, e2, e3) 与 (O; δ1, δ2, δ3) 相同定向的要求，然

而，限定了 det
(
aji
)
= +1 (c.f. 定义 29.1)。因此

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 , (31.28)

这是体积形式在旋转下不变性的说明 (保持定向的正交变换)。

通过对 (31.15) 和 (31.16) 取外微分来简单得到两个非常重要的方程，并对这些方程的等
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号左边运用 Poincare 引理 (d2 = 0)。我们有，通过运用外微分的乘积法则 [(30.31)],

dθ · e− θ ∧ de = 0 , (31.29)

dω · e− ω ∧ de = 0 . (31.30)

通过对 de 使用 (31.16)，上面的方程化简为

dθ = θ ∧ ω , (31.31)

dω = ω ∧ ω , (31.32)

或写成分量

dωi = ωj ∧ ωij , (31.33)

dωji = ωki ∧ ω
j
k . (31.34)

注意到 (31.32) 是一个矩阵方程，其中 ω 是一个 1-形式的矩阵。因此在那个方程中，ω ∧ ω
不必为零 (因为它可能如此，如果 ω 是一个单独的 1-形式)。方程 (31.31) 和 (31.32) 被称
为结构方程 (structure equation)。后者也被称为 Maurer-Cartan 方程 (Maurer-Cartan
equation)。与 (31.22) 一同，它们完全决定了 R3 的几何。

1-形式的矩阵
(
ωji
)
被称为 1-形式的联络矩阵 (connection matrix)。方程 (31.22) 是

联络 ω 的度规兼容性 (metric-compatibility) 的条件，(31.31) 是联络 ω 的挠率自由度
(torsion freeness) 的条件，而 (31.32) 是联络 ω 的零曲率 (zero-curvature) 的条件。这些
重要的几何概念将在本书的后半部分中被发展并且更详细地说明，当我们正式介绍一个向量
丛上的联络 (connection on a vector bundle) 的几何概念的时候，这一概念位于物理中规
范场理论背后的数学框架的核心。(见 Chapter 35 和 Chapter 39)。

练习 31.1 根据 (31.4)，对于球坐标，

A =
(
aji
)
=


sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ − sin θ
− sinϕ cosϕ 0

 . (31.35)

显式说明 A−1 = AT。

练习 31.2 从 (31.4)，通过外微分说明，即：在球坐标中通过计算 de1, de2 和 de3，1-形式的
联络矩阵

(
ωji
)
由下式给出

(
ωji
)
=


0 dθ sin θdϕ
−dθ 0 cos θdϕ

− sin θdϕ − cos θdϕ 0

 . (31.36)

注意，如 (31.22) 预期一样，
(
ωji
)
是反对称的。
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练习 31.3 显式说明 (31.35) 和 (31.36) 满足 (31.19)，即：

ω = (dA) ·A−1 .

练习 31.4 通过对 (31.3) 的外微分并与 (31.11) 比较结果，说明对于球坐标，

ω1 = dr , ω2 = rdθ , ω3 = r sin θdϕ . (31.37)

因此，球坐标中体积形式 (一个 3-形式) 被给出通过类似的结果

dx ∧ dy ∧ dz = r2 sin θdr ∧ dθ ∧ dϕ . (31.38)

我们可以写出
ω1 = λ1dr , ω2 = λ2dθ , ω3 = λ3dϕ , (31.39)

其中，λ1, λ2, λ3 是 R3 上的光滑函数，由下式给出

λ1 = 1 , λ2 = r , λ3 = r sin θ . (31.40)

方程 (31.11)[或者 (31.15)] 暗含着 ωi 对偶于 ej，即：〈
ei, ω

j
〉
= δji . (31.41)

练习 31.5 通过写
δ1 =

∂

∂x
, δ2 =

∂

∂y
, δ3 =

∂

∂z
,

并运用类似变换方程

x = r sin θ cosϕ , y = r sin θ sinϕ , z = r cos θ , (31.42)

显式说明对于分别由 (31.4) 和 (31.37) 给出的 ei 和 ωj 的表达式，满足对偶条件 (31.41)。

移动标架 {ei} 的总体被称为一个标架场 (frame field)，并且因此 {ωi} 被称为余标架场
(coframe field)。根据 (31.37) 和对偶条件 (31.41)，球坐标中的单位向量 er = e1, eθ = e2 和
eϕ = e3 由下式给出

er =
∂

∂r
, eθ =

1

r

∂

∂θ
, eϕ =

1

r sin θ
∂

∂ϕ
. (31.43)

注意到 ∂
∂θ
和 ∂

∂ϕ
不是单位向量。

我们现在将运用外微分来得到球坐标中梯度、Laplace 算符、散度和旋度的向量微积分算
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符的类似公式。这些由下式给出

∇f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

r sin θ
∂f

∂ϕ
eϕ , (31.44)

∇2f =
1

r2 sin θ

{
∂

∂r

(
r2 sin θ∂f

∂r

)
+

∂

∂θ

(
sin θ∂f

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(
1

sin θ
∂f

∂ϕ

)}
, (31.45)

∇ ·A =
1

r2
∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1

r sin θ
∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ
∂Aϕ
∂ϕ

, (31.46)

∇×A =
1

r sin θ

{
∂

∂θ
(Aϕ sin θ)− ∂Aθ

∂ϕ

}
er

+
1

r sin θ

{
∂Ar
∂ϕ
− sin θ ∂

∂r
(rAϕ)

}
eθ +

1

r

{
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

}
eϕ , (31.47)

其中，f 是 R3 上的一个光滑函数并且

A = Axδ1 +Ayδ2 +Azδ3 = Arer +Aθeθ +Aϕeϕ (31.48)

是 R3 上的一个光滑向量场。算符 ∇,∇3,∇· 和 ∇× 分别是梯度、Laplace 算符、散度和旋度，
前两个作用在标量场上，后两个作用在向量场上。

要推导出上面四个公式，实际上更方便的是直接考虑由局域坐标确定的任意曲线坐标系
统，使得

dp = ω1e1 + ω2e2 + ω3e3 , (31.49)

ω1 = λ1dx
1 , ω2 = λ2dx

2 , ω3 = λ3dx
3 , (31.50)

〈
ei, ω

j
〉
= δji , i, j = 1, 2, 3, (31.51)

并且体积元素由下式给出

dx ∧ dy ∧ dz = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 = λ1λ2λ3 dx
1 ∧ dx2 ∧ dx3 . (31.52)

对于球坐标 x1 = r, x2 = θ, x3 = ϕ，(31.50) 和 (31.51) 说明

ei =
1

λi

∂

∂xi
, i = 1, 2, 3, (31.53)

其中，我们已经使用了 [c.f. (30.9)]〈
∂

∂xi
, dxj

〉
= δji , i, j = 1, 2, 3 . (31.54)

有了上面的设定，我们现在可以继续通过 (31.37) 将 (31.44) 推广到任意曲线坐标。

先考虑梯度 (gradient)。我们有

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 +

∂f

∂x3
dx3 =

1

λ1

∂f

∂x1
ω1 +

1

λ2

∂f

∂x2
ω2 +

1

λ3

∂f

∂x3
ω3 , (31.55)
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其中，第二个等号来自于 (31.50)。鉴于 (31.51)(ei 和 ωj 之间的对偶性)，我们立即有：通过
回想起 (30.39) 后面的讨论，

∇f =
1

λ1

∂f

∂x1
e1 +

1

λ2

∂f

∂x2
e2 +

1

λ3

∂f

∂x3
e3 . (31.56)

通过使用 (31.40) 产生了 (31.44)。

接下来考虑 Laplace 算符 (Laplacian)。在直角坐标 (x, y, z) 中，我们有

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
. (31.57)

我们将说明
∇2f dx ∧ dy ∧ dz = d(⋆df) , (31.58)

其中，⋆ 是 Hodge-star 算符。开始于

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz , (31.59)

我们有，从 Chapter 29 中的结论，

⋆ df =
∂f

∂x
dy ∧ dz + ∂f

∂y
dz ∧ dx+

∂f

∂z
dx ∧ dy . (31.60)

取外微分上 [运用 (30.28)]，它得到

d(⋆ df) =

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

)
dx ∧ dy ∧ dz . (31.61)

现在运用曲线坐标。方程 (31.52) 和 (31.58) 说明

d(⋆ df) = ∇2fω1 ∧ ω2 ∧ ω3 . (31.62)

运用 (31.55) 和 (31.50)，我们有

⋆ df =
1

λ1

∂f

∂x1
ω2 ∧ ω3 +

1

λ2

∂f

∂x2
ω3 ∧ ω1 +

1

λ3

∂f

∂x3
ω1 ∧ ω2

=
λ2λ3

λ1

(
∂f

∂x1

)
dx2 ∧ dx3 + λ1λ3

λ2

(
∂f

∂x2

)
dx3 ∧ dx1 + λ1λ2

λ3

(
∂f

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 .

(31.63)

因此，对上面的方程再次取外微分 [使用 (30.38)]，我们得到

d(⋆ df) =

{
∂

∂x1

(
λ2λ3

λ1

∂f

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
λ1λ3

λ2

∂f

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
λ1λ2

λ3

∂f

∂x3

)}
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 .

(31.64)
但是通过 (31.50)，

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = ω1 ∧ ω2 ∧ ω3

λ1λ2λ3

. (31.65)
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因此，我们最终有，从 (31.62)，下面的曲线坐标 x1, x2, x3 中函数 f 的 Laplace 算符公式：

∇2f =
1

λ1λ2λ3

{
∂

∂x1

(
λ2λ3

λ1

∂f

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
λ1λ3

λ2

∂f

∂x2

)
+

∂

∂x3

(
λ1λ2

λ3

∂f

∂x3

)}
(31.66)

通过对 λ1, λ2 和 λ3 运用 (31.40)，它立刻对于球坐标给出了 (31.45)。

让我们现在来考虑散度。假设

A = A1e1 +A2e2 +A3e3 (31.67)

是一个 R3 上的一个向量场，其中 A1, A2, A3 是 R3 上的光滑函数。有了 A 的分量构造 2-形
式

ψ = A1ω2 ∧ ω3 +A2ω3 ∧ ω1 +A3ω1 ∧ ω2 . (31.68)

我们则有，从 (30.43)，
dψ = (∇ ·A)ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 . (31.69)

重写 (31.68) 为

ψ = λ2λ3A
1dx2 ∧ dx3 + λ1λ3A

2dx3 ∧ dx1 + λ1λ2A
3dx1 ∧ dx2 , (31.70)

我们可以“用一个 d 打 ψ(hit ψ with a d)”(外微分) 来得到

dψ =

{
∂

∂x1
(
λ2λ3A

1
)
+

∂

∂x2
(
λ1λ3A

2
)
+

∂

∂x3
(
λ1λ2A

3
)}

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 . (31.71)

再次运用 (31.65) 产生曲线坐标中一个向量场的散度的如下表达式：

∇ ·A =
1

λ1λ2λ3

{
∂

∂x1
(
λ2λ3A

1
)
+

∂

∂x2
(
λ1λ3A

2
)
+

∂

∂x3
(
λ1λ2A

3
)}

, (31.72)

借助 (31.40)，可以立刻从中得到球坐标的特殊公式 (31.46)。

最终，我们考虑旋度 (curl)。令 A 为由 (31.67) 给出的一个向量场。它的对偶 1-形式是

α = A1ω1 +A2ω2 +A3ω3 . (31.73)

根据 (30.40) 后面的讨论，∇×A 从 α 得到，通过关系

⋆ (dα) = (∇×A)1ω1 + (∇×A)2ω2 + (∇×A)3ω3 . (31.74)

写出
α = λ1A

1dx1 + λ2A
2dx2 + λ3A

3dx3 , (31.75)
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我们可以取外微分来得到

dα =
∂

∂x2
(
λ1A

1
)
dx2 ∧ dx1 + ∂

∂x3
(
λ1A

1
)
dx3 ∧ dx1

+
∂

∂x1
(
λ2A

2
)
dx1 ∧ dx2 + ∂

∂x3
(
λ2A

2
)
dx3 ∧ dx2

+
∂

∂x1
(
λ3A

3
)
dx1 ∧ dx3 + ∂

∂x2
(
λ3A

3
)
dx2 ∧ dx3

=

{
∂

∂x2
(
λ3A

3
)
− ∂

∂x3
(
λ2A

2
)}

dx2 ∧ dx3

+

{
∂

∂x3
(
λ1A

1
)
− ∂

∂x1
(
λ3A

3
)}

dx3 ∧ dx1

+

{
∂

∂x1
(
λ2A

2
)
− ∂

∂x2
(
λ1A

1
)}

dx1 ∧ dx2

=
1

λ2λ3

{
∂

∂x2
(
λ3A

3
)
− ∂

∂x3
(
λ2A

2
)}

ω2 ∧ ω3

+
1

λ1λ3

{
∂

∂x3
(
λ1A

1
)
− ∂

∂x1
(
λ3A

3
)}

ω3 ∧ ω1

+
1

λ1λ2

{
∂

∂x1
(
λ2A

2
)
− ∂

∂x2
(
λ1A

1
)}

ω1 ∧ ω2 .

(31.76)

注意到
⋆
(
ω2 ∧ ω3

)
= ω1, ⋆

(
ω3 ∧ ω1

)
= ω2, ⋆

(
ω1 ∧ ω2

)
= ω3 , (31.77)

方程 (31.74) 则允许我们来写

∇×A =
1

λ1λ2λ3

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1e1 λ2e2 λ3e3
∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

λ1A
1 λ2A

2 λ3A
3

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (31.78)

方程 (31.40) 和上面方程立刻产生球坐标中对于 ∇×A 的 (31.47)。

Figure 31.2
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练习 31.6 说明对于柱坐标，其中 x1 = r, x2 = ϕ, x3 = z (见 Figure 31.2)，

ω1 = dr , ω2 = rdϕ , ω3 = dz , (31.79)

或者
λ1 = 1 , λ2 = r , λ3 = 1 . (31.80)



32. 微分形式的积分和 Stokes定理

在外向量上由 (28.38)定义的拉回映射可以轻松扩展到微分形式的拉回映射。这种扩展在
微分形式的积分理论中起着至关重要的作用，这是对 Rn 中确定区域上多重积分的流形的推
广。
假设 f :M −→ N 是一个从一个光滑流形 M 到一个光滑流形 N 的光滑映射。则它在外

微分形式的对应空间之间引出一个线性映射：

f∗ : A(N) −→ A(M) , (32.1)

被称为 f 的拉回 (pullback)，由下面的步骤依次定义。
定义 32.1 假设 f : M −→ N 是光滑流形 M 和 N 之间的一个光滑映射，x ∈ M，并且
y = f(x) ∈ N。拉回映射

f∗ : T ∗
y (N) −→ T ∗

x (M) , (32.2)

由下式给出
f∗(dϕ)y = (d(ϕ ◦ f))x , (32.3)

其中，(dϕ)y ∈ T ∗
y (y) 和 ϕ 是 N 上的一个函数。

(32.2) 中的映射 f∗ 有时被称为映射 f 的微分 (differential)。从 f∗，我们可以立即得到
它的伴随 f∗，或者由 f 引出的切映射 (tangent map) 或导数映射 (derivative map)。
定义 32.2 令 f :M −→ N 是一个光滑映射，X ∈ Tx(M)，并且 dϕ ∈ T ∗

y (N)。则切映射

f∗ : Tx(M) −→ Ty(N) (32.4)
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由下式给出
〈f∗X, dϕ〉y = 〈X, f

∗(dϕ)〉x . (32.5)

注意到上面方程中的中“上星”和“下星”映射 f∗ 和 f∗ 之间的伴随关系。这些映射显
然是线性的。切映射 f∗ 的作用在 Figure 32.1中直观地说明，其中 X 是在 x ∈M 处的 M 的
切向量，而 f∗X 是在 y = f(x) ∈ N 处的 N 的切向量。M 中的曲线 γ 被 f 映射到 N 中的
曲线 f(γ)。

Figure 32.1

练习 32.1 假设 dim(M) = m和 dim(N) = n。令 (x1, . . . , xm)和 (y1, . . . , yn)分别是 x ∈M
和 y ∈ N 附近的局域坐标。映射 f :M −→ N 可以通过 n 个函数在 x 点附近表示

yα = fα
(
x1, . . . , xm

)
, 1 ⩽ α ⩽ n . (32.6)

说明 f∗ 和 f∗ 在自然基底 {dyα, 1 ⩽ α ⩽ n} 和 { ∂
∂xi
, 1 ⩽ i ⩽ m} 上的作用由下式给出：

f∗ (dyα) =
m∑
i=1

(
∂fα

∂xi

)
x

dxi , (32.7)

f∗

(
∂

∂xi

)
=

n∑
β=1

(
∂fβ

∂xi

)
x

∂

∂yβ
. (32.8)

上面的结果表明：f∗ 和 f∗ 在自然 (坐标) 基底下有相同的矩阵表示。
现在我们准备提供在先前 (32.1) 承诺的拉回映射的定义。

定义 32.3 假设 f : M −→ N 是一个光滑映射，X1, . . . , Xr 是 r 个 M 上任意光滑切向量
场，并且 β ∈ Ar(N), r ⩾ 1 一个是 N 上的微分 r-形式。β, f∗β 的拉回有下面的方式逐点
给出

〈X1 ∧ · · · ∧Xr, f
∗β〉x = 〈f∗X1 ∧ · · · ∧ f∗Xr, β〉f(x) , (32.9)

其中，x 是 M 中一个任意的点。如果 β ∈ A0(N)，则

f∗β = β ◦ f ∈ A0(M) . (32.10)

当微分形式和切向量场用自然坐标表述时，上面的配对可以通过 (30.29) 计算。
通过定理 28.2，我们立刻有
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定理 32.1 对于任意 ω, η ∈ A(N)(流形 M 上的外微分形式) 和一个给定光滑函数 f :M −→
N，f∗ 分布在外积上，即：

f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η . (32.11)

拉回映射 f∗ 的重要也依赖于它与外微分对易的事实。具体地说，我们有下面有用的定理，
将只表述而不证明。

定理 32.2 令 f :M −→ N 是一个光滑映射。则

f∗ ◦ d = d ◦ f∗ : A(N) −→ A(M) . (32.12)

等价地，我们有下面的交换图表。

A(N)
d−→ A(N)

f∗ ↓ ↓ f∗

A(M)
d−→ A(M)

定义微分形式的积分的下一步是引入可定向流形 (orientable manifold) 的概念。
定义 32.4 如果一个 n-维光滑流形 M 上存在一个连续且非零微分 n-形式 ω，M 称为可定
向 (orientable)。给定这样一个 ω，M 称为已定向 (oriented)(通过 ω)。仅一个正函数
因子不同的两个这样的形式被称为为 M 赋予相同定向 (orientation)。

从上面的定义中立刻得到如果一个连通流形 M 是可定向的，则 M 上刚好存在两个定向。

练习 32.2 解释为什么上面的表述是正确的。

假设一个 n-维可定向流形通过一个外形式 ω 已定向，并且 (U ;xi)是 M 中的一个局域坐
标系统。则 dx1 ∧ · · · ∧ dxn 和 ω|U (ω 局限于 U) 是一样的在一个非零函数因子的意义下。如
果因子是正的，则我们称 (U ;xi) 是一个与 M 定向一致 (consistent) 的坐标系统。很明显，
对于任意已定向流形，存在一个坐标覆盖与流形定向一致 (这里意思是说在覆盖中的任意坐标
系统与 M 的定向一致，并且任意两个具有非空交点的坐标邻域之间的坐标变化的 Jacobi 行
列式总是正的)。

接下来，我们引入一个函数的支撑 (support of a function) 和一个外微分形式的支撑
(support of an exterior differential form) 的概念。
定义 32.5 假设 f : M −→ R 是 M 上的一个实函数。f 的支撑是 M 中点集的闭包，其中
f 不为零：

supp f = {x ∈M | f(x) 6= 0} , (32.13)

其中，集合 { } 的闭包记为 { }。

定义 32.6 假设 ω ∈ A(M) (ω 是 M 上的一个外微分形式)。ω 的支撑，记为 suppω，由下
式给出

suppω = {x ∈M | ωx 6= 0} . (32.14)

下面的定理提供了定义一个外微分形式的积分的关键技术。这个定理的证明需要一些基
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础拓扑学的使用，因此这里将不会给出 (见陈省身，陈维垣和 Lam，1999)。

定理 32.3 — 单位分解 (Partition of Unity). 假设 Σ 是一个光滑流形 M 的一个开覆盖。则存在
M 上的一族光滑函数 {gα} 满足下面条件：

1) 1 ⩽ gα ⩽ 1，并且对于每个 α，supp gα 是紧致的。此外，对于每个 α，存在一个
开集 Wi ⊂ Σ 使得 gα ⊂Wi。
2) 对于每个 x ∈M，存在 x 的一个邻域 U 与 supp gα 相交仅对于有限个 α。
3) ∑

α

gα = 1 .

条件 2) 确保：对于任意 x ∈M，条件 3) 中只有有限个非零项。函数族 {gα} 被称为隶属
于坐标覆盖 Σ 的一个单位分解 (partition of unity)。

有了上面背景，我们现在可以定义 M 上有紧致支撑一个外微分形式的积分。为了阐明该
过程，将在下面 (a) 到 (d) 步骤中完成。在这些步骤中，我们将假定 M 是一个已定向流形，
并且 dim(M) = n。

(a) 首先定义 M 上的一个 n-形式 φ 的积分。选择一个坐标覆盖 Σ = {Wi}，这与 M 的
定向相一致。如果 suppφ 恰好是坐标邻域 U ⊂ Σ 中有局域坐标 xi 与 M 的定向相一
致，则 φ 可以表述为

φ = f
(
x1, . . . , xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn . (32.15)

在这种情况下，我们定义∫
M

φ ≡
∫
U

f
(
x1, . . . , xn

)
dx1 . . . dxn , (32.16)

其中，等号右边的积分是一般 Riemann 积分。
(b) 如果 suppφ 不落在一个特定的 U ⊂ Σ 中，我们使用隶属于 Σ 的单位分解 {gα} 如
下。
先写出

φ =

(∑
α

gα

)
φ =

∑
α

(gα · φ) . (32.17)

显然，supp(gα ·φ) ⊂ supp gα。通过定理 32.3 的条件 1)，存在一些坐标邻域 Wi ⊂ Σ 使
得

supp (gα · φ) ⊂ supp gα ⊂Wi ,

因此，我们可以定义 ∫
M

gα · φ ≡
∫
Wi

gα · φ , (32.18)

其中，等号右边的积分是一般 Riemann 积分。这意味着：如果 gα · φ 依赖于 Wi 中坐
标系统 x1, . . . , xn 被表述为

gα · φ = h
(
x1, . . . , xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn , (32.19)
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则 (32.18) 的等号右边的积分由下式给出∫
Wi

gα · φ =

∫
Wi

h
(
x1, . . . , xn

)
dx1 . . . dxn . (32.20)

由 (32.18) 给出的定义说得通因为方程的等号右边与 Wi 的选择独立。实际上，如果
supp(gα ·φ) 分别包含在两个坐标邻域 Wi 和 Wj 中，分别具有坐标系统 (x1, . . . , xn) 和
(y1, . . . , yn)，则坐标变化的 Jacobi 行列式满足

J =
∂ (y1, . . . , yn)

∂ (x1, . . . , xn)
> 0 , (32.21)

并且

gα · φ = h
(
x1, . . . , xn

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn ( in Wi) , (32.22)

gα · φ = h′
(
y1, . . . , yn

)
dy1 ∧ · · · ∧ dyn ( in Wj) . (32.23)

定理 28.7 和方程 (32.21) 说明

h′ · J = h′|J | = h . (32.24)

另一方面，通过 Riemann 积分中变量改变的规则，我们有∫
Wi∩Wj

h′dy1 . . . dyn =

∫
Wi∩Wj

h′|J |dx1 . . . dxn =

∫
Wi∩Wj

hdx1 . . . dxn . (32.25)

因此 ∫
Wi

gα · φ =

∫
Wj

gα · φ . (32.26)

(c) 由于 suppφ 根据假设是紧致的，它仅通过单位分解定理 (定理 32.3) 的条件 2) 与有
限 supp gα 相交。因此，(32.17) 的等号右边是有限项的求和 (α 上)。使用 (32.18)，我
们现在定义 ∫

M

φ ≡
∑
α

∫
M

gα · φ . (32.27)

上面的方程等号右边取决于单位分解的一个特定选择，但实际上不是这样的。实际上，
假设 {g′β} 是隶属于坐标覆盖 Σ 的另一个单位分解。则通过定理 32.3 的条件 3)，

∑
β

∫
M

g′β · φ =
∑
β

∑
α

∫
M

gα · g′β · φ

=
∑
α

∫
M

∑
β

g′β · gα · φ =
∑
α

∫
M

gα · φ .

(32.28)

(d) 在 n-维流形 M 上定义了具有紧致支撑的 n-形式的积分后，我们现在可以定义具有
紧致支撑的 r-形式的积分，对于 r < n，在 M 的任何 r-维子流形 N 上。(这时，我们
将只求我们对嵌入子流形 (embedded submanifold) 的概念的直观理解，比如，将二
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维表面嵌入到三维 Euclid 空间中)。令

h : N −→M

是 r-维流形 N 嵌入到 n-维流形 M 中，r < n；并且 φ 是 M 上有紧致支撑的微分 r-形
式。然后，从定义 32.3 中，拉回 h∗φ 是具有紧致支撑的 N 上的一个微分 r-形式。所以
积分 ∫

N

h∗φ

是完美定义的根据上面 [c.f. (32.27)] 对应的 (a) 到 (c) 步。我们则在子流形 h(N) 上定
义了 φ 的积分 ∫

h(N)

φ ≡
∫
N

h∗φ . (32.29)

这样就完成了具有紧致支撑的一个微分形式积分的定义。

令 φ,φ1, φ2 是具有紧致支撑的 M(n-维)上的外微分 n-形式。则 φ1+φ2 有紧致支撑，cφ
也有，对于任意实数 c。通过定义 (32.27)，很明显∫

M

(φ1 + φ2) =

∫
M

φ1 +

∫
M

φ2 , (32.30)∫
M

cφ = c

∫
M

φ . (32.31)

因此，积分
∫
M
可以被看成具有紧致支撑 M 上所有 n-形式的集合上的一个线性泛函 (linear

functional)。方程 (32.27) 实际上是流形情况下 Riemann (多重) 积分的一个推广。

微分形式的积分上的中心定理是 Stokes 定理 (Stokes Theorem)，正如我们将看到的
那样，它是将 R,R2 和 R3 的区域上积分的几个熟悉定理 (包括向量微积分定理) 推广到任意
维度的流形中的区域上的积分。

在开始定理之前，我们将首先了解更熟悉的积分定理是以何种不同的姿态展现的。

■例 32.1 假设 D = [a, b] 是 R 中的一个封闭区间并且 f 是 D 上的一个 C1 的函数 (连续可微
函数)。微积分基本定理 (Fundamental Theorem of Calculus) 则说：∫

D

df = f(b)− f(a) =
∫
∂D

f , (32.32)

其中，D 的已定向边界 (oriented boundary)，记为 ∂D，由 {b} − {a} 给出。注意到上面
方程第二个等号的右边是一个零维空间上一个零-形式的积分，同时第一个等号的左边是一个
1-维空间上一个 1-形式的积分。这些积分都是 (32.27) 的特殊情况。 ■

■ 例 32.2 假设 D 是 R2 中的有界区域，它的定向和 R2 的给定定向一致。D 的已定向边界，
由 D 的定向引入，记为 ∂D。这意味着 ∂D 的定向与指向 D 内部的法向量一起组成了与 R2

的给定定向相一致的坐标系 (见 Figure 32.2])。

在 Figure 32.2 中，D 是环形区域。∂D 的定向是 (−1)2 dx1 [当我们对任意维度一个边界
上的诱导定向进行更一般的定义时，我们将解释系数 (−1)2]。坐标系统 (x1, x2) 则有一个定
向 dx1 ∧ dx2，与 R2 的给出的定向 dx ∧ dy 相一致。
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Figure 32.2

现在假设 P 和 Q 都是 D 上的 C1 函数。则 Green 定理 (Green’s Theorem) 表述为∫
∂D

(Pdx+Qdy) =

∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy . (32.33)

上面方程两边的被积函数被简单联系起来。如果我们令 ω 是 1-形式

ω = Pdx+Qdy , (32.34)

则

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy . (32.35)

因此，Green 定理 (32.33) 也可以被写为∫
∂D

ω =

∫
D

dω . (32.36)

注意上面方程和 (32.32) 中表述的微积分基本定理之间的相似性。 ■

■ 例 32.3 假设 D 是 R3 中的有界区域，其定向与 R3 中的给出的区域一致。这次我们使用外
法向作为正方向来引入 D 边界上的定向，再次记为 ∂D (见 Figure 32.3)。

Figure 32.3
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在 Figure 32.3 中，∂D 的诱导定向由 (−1)3 dx1 ∧ dx2 = dx2 ∧ dx1 给出。[再次，将在稍后
解释系数 (−1)3]。连同外发向一起，我们有定向 dx2 ∧ dx1 ∧ (−dx3) = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3，与
dx ∧ dy ∧ dz 相一致，即 R3 中给出的那个。
假设 P,Q,R 是 D 上的 C1 函数。则 Gauss 定理 (Gauss’s Theorem) 表述为∫

∂D

(Pdydz +Qdzdx+Rdxdy) =

∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz . (32.37)

再一次，被积函数通过外微分简单地联系起来。令 φ 是 2-形式

φ = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy . (32.38)

则 (32.37) 可以被写为 ∫
∂D

φ =

∫
D

dφ . (32.39)

在一般向量符号中，Gauss 定理出现为∫
∂D

A · da =

∫
D

∇ ·Ad3r , (32.40)

其中，A 是向量场
A = Pex +Qey +Rez , (32.41)

同时 da 是 ∂D 中沿着外法向一个区域元素。 ■

Figure 32.4

练习 32.3 考虑 Figure 32.4，其中 (e1, e2, e3) 是 D 的一个边界点 p 处的标准正交标架。如
果我们令 p 移动到一个无限靠近 ∂D 上的位置，则

dp = dr = dxex + dyey + dzez = ω1e1 + ω2e2 , (32.42)

其中，ω1 = λ1dx
1, ω2 = λ2dx

2[c.f. (31.39)] 是 ∂D 上的 1-形式。说明区域元素 ω1 ∧ ω2e3
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由下式给出
ω1 ∧ ω2e3 = (dy ∧ dz)ex + (dz ∧ dx)ey + (dx ∧ dy)ez . (32.43)

这个方程允许我们将 (32.40) 的等号左边和 (32.37) 的等号左边等价。

■例 32.4 假设 Σ 是 R3 中的已定向曲面，其边界 ∂Σ 是一个已定向闭合曲线，使得 Σ 的正定
向与外法向向量一起组成右手坐标系。当然，我们假设 R3，其中嵌入了 Σ，是通过这样的系
统已定向 (Figure 32.5)。

Figure 32.5

在 Figure 32.5 中，Σ 的定向由 dx1 ∧ dx2 给出，∂Σ 上的诱导定向为 (−1)2 dx1 = dx1，并且
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∼ dx ∧ dy ∧ dz，其中 ∼ 表示定向等价。
假设 P,Q,R 是包含 E 的域上的 C 1 函数。则 3 维矢量演算的 Stokes 定理表述为∫
∂Σ

(Pdx+Qdy +Rdz) =

∫∫
Σ

{(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz

+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

}
.

(32.44)

如果我们定义 1-形式 ω 为
ω = Pdx+Qdy +Rdz , (32.45)

方程 (32.44) 简化为 ∫
∂Σ

ω =

∫
Σ

dω . (32.46)

在一般向量符号中，上面的 Stokes 定理出现为∫
∂Σ

A · dl =
∫
Σ

(∇×A) · da , (32.47)

其中，A 是由 (32.41) 给出的向量场，dl 是沿着 ∂Σ 的正向一个无穷小位移向量，并且 da 是
Σ 中一个区域元素 (沿着外法向)。 ■

我们注意到上面四个例子中最后的结论，(32.32),(32.36),(32.39)和 (32.46)，都有一样的一
般形式。这暗示它们是一个更一般定理的特殊情况，确实如此。一般的定理也被已知为 Stokes
定理 (Stokes Theorem)，并使用于任意维度流形中的区域。我们现在将表述而不证明这一
重要定理。(对于证明，见陈省身，陈维垣和 Lam，1999)。
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定理 32.4 — Stokes定理 (Stokes Theorem). 假设 D 是 n-维度已定向流形 M 中具有边界的一
个区域，而 ω 是具有紧致支撑 M 上的一个外微分 (n− 1)-形式。则

∫
D

dω =

∫
∂D

ω , (32.48)

其中，∂D 是 D 的边界具有诱导定向。如果 ∂D = ∅(空集)，则等号右边上积分为零。

∂D 的诱导定向的概念需要一些解释，其中 D 是一个 n-维光滑流形 M 的一个嵌入子流
形。首先我们表述

定义 32.7 假设 M 是一个 n-维光滑流形。具有边界 D 的区域 (region with boundary
D) 是 M 的子集，有两类点：

1) 内部点 (interior points)，其中每一个在 D 中包含的 M 中都有一个领域；
2) 边界点 (boundary points)，对于其中每一个，存在坐标卡 (U, xi) 使得 xi(p), i =

1, . . . , n，并且
U ∩D = {q ∈ U |xn(q) ⩾ 0} .

(对于 n = 3 的情况，见 Figure 32.6)
具有上面性质的坐标系 xi 被称为对于边界点 p 的一个可适坐标系 (adapted coordinate
system)。D 的所有边界点的集合称为 D 的边界，记为 ∂D。

Figure 32.6

令 M 是一个已定向 n-维流形，并且 D 是 M 中具有边界的区域。在点 p ∈ ∂D 处，选
择一个可适坐标系 xi 使得 dx1 ∧ · · · ∧ dxn 与 M 给定的定向相一致。则 (x1, . . . , xn−1) 是 ∂D

在 p 处的局域坐标系。∂D 的定向由下式确定

(−1)ndx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 (32.49)

被称为边界 ∂D 上的诱导定向 (induced orientation)。很容易看出，在例 32.1到32.4中，所
有边界上的诱导定向都满足 (32.49)。
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写 ∫
∂D

ω = (∂D, ω) , (32.50)∫
D

dω = (D, dω) , (32.51)

其中，等号右边的括号中每项都可以看成作用于另一项的线性函数，我们看到 Stokes 定理描
述了边界算符 (boundary operator) ∂ 与外微分算符 d 之间的对偶。因此，d 也称为上边
界算符 (coboundary operator)。∂ 和 d 也可以互相看成伴随算符。

我们将用在 Euclid 空间 Rn 中边界算符 ∂ 是如何作用在确定标准形状，称为单形的讨论
总结本章。n = 1, 2, 3 的情况将提供对形式规则的一个直观理解。

定义 32.8 一个 Euclid 空间 Rn 中的一个r-单纯形 (r-simplex)，r ⩽ n，通过有序符号记
为

Sr = (p0p1 . . . pr) , r ⩽ n , (32.52)

是 R3 中的一个已定向边界由下面的点集组成

Sr =

{
x ∈ Rn|x = m0p0 + · · ·+mrpr,mi ⩾ 0,

r∑
i=0

mi = 1

}
, (32.53)

其中
p0 = (0, . . . , 0) ,

p1 = (1, 0, . . . , 0) ,

...

pr = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ("1"在第r个位置) ,

是 Rn 中所有点。

(32.53) 中的点 x 可以解释为质量分别为 m0, . . . ,mr，分别位于 p0, . . . , pr 的一个质点系
统的“质心 (center of mass)”。

例，S0, S1, S2, S3 显示在 Figure 32.7 中。

直观地，我们可以写

∂S0 = ∂ (p0) = 0 , (32.54)

∂S1 = ∂ (p0p1) = p1 − p0 , (32.55)

∂S2 = ∂ (p0p1p2) = p1p2 − p0p2 + p0p1 = p1p2 + p2p0 + p0p1 , (32.56)

∂S3 = ∂ (p0p1p2p3) = p1p2p3 − p0p2p3 + p0p1p3 − p0p1p2 . (32.57)

在 Figure 32.7 中最后一个方程中，S3 是棱锥并且等号右边中的每一项 (带符号) 是棱锥的已
定向面，其定向与由 (32.49) 定义的诱导定向一致。根据诱导定向围绕面的角落，根据右手定
则给出一个外法向。
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Figure 32.7
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我们可以从上面的方程中进行概括。具有诱导定向的边界 ∂Sr 由下式定义

∂Sr =
r∑
i=0

(−1)i (p0p1 . . . p̂i . . . pr) , (32.58)

其中，p̂i 意味着 pi 需要从表达式中省略。上面总和中的每一项称为 Sr 的一个已定向面 (ori-
ented face)。

练习 32.4 说明方程 (32.54) 到 (32.57) 与 (32.58) 一致。





33. 同调和 De Rham上同调

在本章中，我们将简要介绍 de Rham 上同调的概念，它来自于外微分算符，并且在一个
流形的可微结构与其拓扑结构关联中起着非常重要的作用。同调的相关概念，纯拓扑结构，也
将会被讨论。

定义 33.1 形式 ω ∈ Ar(M)被称为是闭的 (closed)，如果 dω = 0；它被称为恰当的 (exact)，
如果对于一些 α ∈ Ar−1(M) 有 ω = dα。

由于 d2 = 0 [通过 Poincare 引理 (Theorem 30.2)]，每一个恰当形式是闭的；但一个闭形式不
一定是恰当的。

定义 33.2 令 Zr(M) 和 Br(M) 分别是闭的向量空间和 M 上的恰当微分 r-形式。则商空
间

Hr(M) ≡ Zr(M)/Br(M) (33.1)

被称为流形 M 的第 r de Rham 上同调群 (de Rham cohomology group)。

如果 α ∈ Zr(M)，则 [α] ∈ Hr(M)表示由代表 α确定的类。如果两个元素 α, α′ ∈ Zr(M)

满足 α − α′ ∈ Br(M) 则属于同一个类 (互为上同调)，即：如果对于一些 β ∈ Ar−1(M)，有
α− α′ = dβ。Hr(M) 的群算符 (一个加法) 被定义为

[α] + [β] ≡ [α+ β] , (33.2)

使得 Hr(M) 是一个 Abel 群。如果 [α] ∈ Hr(M) 和 [β] ∈ Hs(M)，我们也可以定义一个外积
为

[α] ∧ [β] ≡ [α ∧ β] , (33.3)

它是 Hr+s(M) 中的一个元素。为了使得这个定义有意义，我们必须检查 1)d(α ∧ β) = 0；和
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2) 如果 [α] = [α′] 和 [β] = [β′]，则 [α ∧ β] = [α′ ∧ β′]。实际上，通过 (30.31)，

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)rα ∧ dβ = 0 , (33.4)

由于 dα = dβ = 0。令 α′ − α = da 和 β′ − β = db。则

α′ ∧ β′ − α ∧ β =(α+ da) ∧ (β + db)− α ∧ β

=da ∧ β + α ∧ db+ da ∧ db

=d(a ∧ β) + (−1)rd(α ∧ b) + d(a ∧ db)

=d (a ∧ β + (−1)rα ∧ b+ a ∧ db) ,

(33.5)

从此而来 [α′ ∧ β′] = [α ∧ β]。也注意到

[α] ∧ [β] = (−1)rs[β] ∧ [α] . (33.6)

则外积 (通过线性关系) 扩展为直和 [c.f. (28.21)]，

H∗(M) =
∑
⊕ r

Hr(M) . (33.7)

这使得 H∗(M) 是一个环，称为 M 的上同调环 (cohomology ring)。

de Rham 上同调群 Hr(M) 如此命名，因为它是所谓流形 M 的第 r 同调群的对偶空间
Hr(M)。这是微分几何中的中心定理的内容——de Rham 定理。在表述这一定理之前，让我
们引入同调群的概念。

回忆我们再上一章的最后对于 Rn 中 r-单纯形的讨论，r ⩽ n。假设 Sr 是一个这样的单
纯形。考虑一个光滑映射 h : Sr → M，它不一定是一对一的。M 中 h 下 Sr 的像，记为 sr，
被称为 M 中一个奇异 r-单纯形 (singular r-simplex)。这样的单纯形被称为奇异的，由于
h 可能不可逆的事实，并且因此 sr 不一定提供 M 的三角剖分 (triangulation) (粗略地来
说，将 M 剖分成平面上三角形的拓扑等价)。
定义 33.3 将 M 中奇异 r-单纯形的一个集合，记为 {sr,i}。M 中一个 r-链是一个形式求和，
形式为

c =
∑
i

aisr,i , ai ∈ R . (33.8)

M 中 r-链的集合组成 Abel群 Cr(M) (在加法下)，称为 M 上 r-链群 (r-chain group)。
Rn 中一个 r-单纯形的边界的概念也推广到一个特异 r-单纯形的边界 ∂sr，具有一个诱导定向:

∂sr ≡ h (∂Sr) , (33.9)

其中，Sr 是 Rn 中任意 r-单纯形使得 h (Sr) = sr。通过线性关系，∂ 的区域扩展到 Cr(M)。
我们因此有边界映射

∂ : Cr(M) −→ Cr−1(M) .

正如 Rn 中 r-单纯形一样，边界算符作用在 Cr 也是幂等的：∂2 = 0 (一个边界的边界是零)。
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定义 33.4 一个 r-链 cr 使得 ∂cr = 0 被称为r-圈 (r-cycle)；一个 r-链 cr 使得 cr = ∂cr+1，
其中 cr+1 是一些 (r + 1)-链被称为r-边界 (r-boundary)。

由于 ∂2 = 0 的事实，一个 r-边界必须是一个 r-圈，但一个 r-圈不需要是一个 r-边界。
定义 33.5 令 Zr(M) 和 Br(M) 分别是流形 M 中 r-圈和 r-边界的群。商群 Hr(M) 定义为

Hr(M) ≡ Zr(M)/Br(M) (33.10)

被称为 M 上第 r 奇异同调群 (singular homology group)。

两个元素 γ, λ ∈ Zr 属于同一类：如果存在一些 (r + 1)-链 ζ 使得 γ − λ = ∂ζ，则有
[γ] = [λ] ∈ Hr(M)。Hr(M)(加法) 的群算符被定义为

[γ] + [λ] = [γ + λ] . (33.11)

举个例子，考虑 2-维环面 T2 中两个 1-圈 γ 和 γ′ (见 Figure 33.1)。很明显 γ − γ′ = ∂ζ，其

Figure 33.1

中 ζ 是阴影区域，并且因此 [γ] = [γ′]。我们也可以说 γ 同调于 γ′。另一方面，α 和 γ 属于不
同类。实际上，H1 (T2) 是由这些环生成的，而不是边界；并且只有两种这样的类，[γ] 和 [α]。
因此

H1 (T2) ∼ R⊕ R . (33.12)

一般来说，对于 2g-环面 (g 是 genus 或者孔的数量)，

H1 (T2g) ∼ R⊕ R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
2g

. (33.13)

练习 33.1 验证上面的方程：
H0 (T2g) ∼ H2 (T2g) ∼ R . (33.14)

假设 M 是一个三角剖分 (triangulable) 的拓扑空间，即：M 同胚于一个维度为 n 的
单纯复形 (simplicial complex)K，其中 n是一个正整数，(单纯形的集合在一起适合地“很
好”)。则我们可以定义一个 M 的重要拓扑不变量，Euler 示性数 (Euler characteristic)
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χ(M)，为

χ(M) ≡
n∑
r=0

(−1)rIr , (33.15)

其中，Ir 是 K 中 r-单纯形的数目。对于 R3 中一个多面体，比如，

χ = (# of vertices )− (# of edges ) + (# of faces ) = 2 .

同调群 Hr(M) 通过 Euler-Poincare 定理关联所谓的 Betti 数和 Euler 示性数提供 M 的
拓扑上的重要信息。

定义 33.6 一个流形 M 的第 r Betti 数 (Betti number) br(M) 定义为

br(M) ≡ dim (Hr(M)) . (33.16)

定理 33.1 — (Euler-Poincare). 令 M 是一个三角剖分流形，其与一个 n-维单纯复形 K 同胚。
则 M 的 Euler 示性数由下式给出

χ(M) =
n∑
r=0

(−1)rbr(M) , (33.17)

其中，br(M) 是 M 的第 r Betti 数。

证明：考虑 M 上链群之间的边界同胚 ∂ : Cr(M)→ Cr−1(M)。定义 C−1(M) = 0。将 Cr(M)

和 Cr−1(M) 视为向量场，从定理 17.3 得到

Ir = dim (Cr(M))

= dim(ker ∂) + dim(im ∂)

= dim (Zr(M)) + dim (Br−1(M)) ,

(33.18)

其中，B−1(M) 被定义为 0。另一方面，

br(M) = dim (Zr(M)/Br(M)) = dim (Zr(M))− dim (Br(M)) . (33.19)

练习 33.2 证明上面方程的最后一个等号位置。

方程 (33.15),(33.18) 和 (33.19) 则说明

χ(M) =
n∑
r=0

(−1)r [dim (Zr(M)) + dim (Br−1(M))]

=
n∑
r=0

[(−1)r dim (Zr(M))− (−1)r dim (Br(M))]

=
n∑
r=0

(−1)rbr(M) .

(33.20)
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其中第二个等号位置，我们已经运用了事实 B−1(M) = Bn(M) = 0。 □
在 M 的 r-维子流形上一个 r-形式的积分 [定义为 (32.29)] 可以扩展为 M 中一个 r-链一

个 r-形式。实际上，运用 (32.50) 和 (32.51) 的定义，一个配对

( , ) : Cr(M)×Ar(M) −→ R (33.21)

可以被定义为
(c, ω) ≡

∫
c

ω, c ∈ Cr(M), ω ∈ Ar(M) . (33.22)

这个配对在 Hr(M) 和 Hr(M) 之间引入一个配对：对于 c ∈ Zr(M) 和 ω ∈ Zr(M)，有

〈[c], [ω]〉 ≡ (c, ω) =

∫
c

ω , (33.23)

这个定义的可靠性通过 Stokes定理 (定理 32.4)来保证。实际上，假设 [c] = [c′]和 c−c′ = ∂c′′。
则

〈[c′] , [ω]〉 =(c′, ω) = (c− ∂c′′, ω) = (c, ω)− (∂c′′, ω)

=(c, ω)− (c′′, dω) = (c, ω) = 〈[c], [ω]〉 ,
(33.24)

其中，第四个等号从 Stokes 定理得到同时第五个等号从 dω = 0 的事实得到。同样，假设
[ω] = [ω′′]，便有 ω − ω′ = dω′′。则

〈[c], [ω′]〉 =(c, ω′) = (c, ω − dω′′) = (c, ω)− (c, dω′′)

=(c, ω)− (∂c, ω′′) = (c, ω) = 〈[c], [ω]〉 .
(33.25)

因此配对 〈|c|, [ω]〉 只取决于同调和上同调类并且不取决于这些特定代表。配对明显也是双线
性。
我们现在可以表述 de Rham 定理。(该定理的证明是非常不平凡的，超过了本书的范围；

比如参见：I. M. Singer 和 J. A. Thorpe，1976)。

定理 33.2 — (de Rham). 假设 M 是一个紧致流形。则第 r 同调群和第 r de Rham 上同调群
(都有实参数) 互为对偶向量空间，它们之间的配对则由 (33.23) 给出。

推论 33.1 Betti 数 br(M) [如 (33.16) 定义一样] 由下式给出

br(M) = dim (Hr(M)) . (33.26)

如果，对于一个特定 r，所有闭 r-形式是恰当的，则 Hr(M) 是平凡的并且有 br(M) = 0。
由于一个闭形式总是局域恰当的，Hr(M) 上同调群测量了闭形式的全局精确性的阻碍。

de Rham 上同调群从一个流形的微分结构得到，同时 Betti 数是流形的一个纯拓扑不变
量。因此 de Rham 定理建立了一个流形的局域和全局性质的联系。它是现代微分几何中及其
应用在物理学中反复出现的主题和中心主题。
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练习 33.3 说明对于一个闭流形 M 具有一个单分量，

H0(M) = R , (33.27)

并且，如果 M 有 m 个连通分量，

H0(M) = R⊕ R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
m次

. (33.28)

There is an interesting duality between Hr(M) 和 Hn−r(M) 之间有一个有趣的对偶性，其中
n = dimM 和 M 是紧致的。我们有下面的双线性，非退化映射

〈 , 〉 : Hr(M)×Hn−r(M) −→ R ,

由下式给出：对于 ω ∈ Zr(M) 和 η ∈ Xn−r(M)，有

〈[ω], [η]〉 ≡
∫
M

ω ∧ η . (33.29)

上面是定义良好的，这是由于 ω ∧ η 是一个 n-形式 (一个上或者“体积”形式)，使得它的积
分在 n-维流形 M 上有意义。更进一步，假设 ω′ − ω = dω′′，其中 ω′′ ∈ Ar−1(M)。则

〈[ω′] , [η]〉 =
∫
M

ω′ ∧ η =

∫
M

(ω + dω′′) ∧ η =

∫
M

(ω ∧ η + dω′′ ∧ η)

=

∫
M

(ω ∧ η + d (ω′′ ∧ η)) =
∫
M

ω ∧ η +
∫
∂M

ω′′ ∧ η =

∫
M

ω ∧ η = 〈[ω], [η]〉
(33.30)

其中，第四个等号来自于事实 dη = 0 [由于 η ∈ Zr(M)]，第五个等号来自于 Stokes定理，
而第六个等号来自于 ∂M = 0。一个类似的讨论说明：如果 η′ − η = dη′′，有

〈[ω], [η′]〉 = 〈[ω], [η]〉

映射 (33.29) 的非退化性意味着如果不是 [ω] 或者 [η] 消失，则 〈[ω], [η]〉 不可能完全消失。
这个映射建立了 Hr(M) 和 Hn−r(M) 作为向量空间之间的一个同构，称为 Poincare 对偶
(Poincare duality) (证明将在此处忽略)：

Hr(M) ∼ Hn−r(M), M紧致 . (33.31)

作为一个结果，Betti 数满足
br(M) = bn−r(M) . (33.32)

由此可见，奇流形的 Euler 示性数消失了。

练习 33.4 证明上面的表述。

上同调群的结构通过光滑映射得以保持。假设 f : M → N 是一个从一个映射 M 到一个映射
N 的光滑映射。则 f 的拉回 f∗ : Ar(N) → Ar(M) 是一个同态，其与外微分 d 对易 (定理
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32.2)。因此，对于 ω ∈ Zr(N)，有

d (f∗ω) = f∗(dω) = 0 , (33.33)

这意味着 f∗ω ∈ Zr(M)。这使得

f∗ : Zr(N)→ Zr(M)

是一个同态。类似地，对于 η ∈ Br(M) [η = dξ, ξ ∈ Ar−1(M)]，

f∗η = f∗(dξ) = d (f∗ξ) , (33.34)

这意味着 f∗η ∈ Br(M)。所以，

f∗ : Br(N) −→ Br(M)

也是一个同态。作为结果，一个光滑映射 f : M → N 通过拉回映射 f∗ : H∗(N) → Hr(M)

引入 de Rham 群之间的一个同态。拉回由下式给出

f∗[ω] ≡ [f∗(ω)] , (33.35)

其中，ω ∈ Zr(N)。确实，对于 [ω] ∈ Hr(N) 和 [η] ∈ H∗(N)，

f∗([ω] ∧ [η]) = f∗([ω ∧ η]) = [f∗(ω ∧ η)] = [f∗ω ∧ f∗η] = [f∗ω] ∧ [f∗η] . (33.36)

这说明 f∗ 是一个同态。
为了总结，我们收集一些 de Rham 群的简单且有用的例子如下。

Hr(M) = Hn−r(M) , M紧致, n = dimM (Poincare 对偶性) , (33.37)

H0(M) = R , M连通 , (33.38)

H0(M) = R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
m次

, M有m连通分量 , (33.39)

H1(M) = 0 , M单连通 , (33.40)

Hr (Rn) = 0 , 1 ⩽ r ⩽ n , (33.41)

H1
(
S1
)
= R , (33.42)

Hr (Sn) = 0 , n ⩾ 2 , 1 ⩽ r ⩽ n− 1 , (Sn是n-球面) , (33.43)

H1 (T2g) = R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
2g

, (T2g是2g-环面) . (33.44)

注意到由于 Rn 不是紧致的，Hr (Rn)不满足 Poincare对偶。此外，(33.44)来自于 (33.13)和
de Rham 定理 (定理 33.2)。

练习 33.5 验证 (33.38) 和 (33.42)。





34. Lie群的几何

迄今为止，我们对 Lie 群的兴趣一直集中在它们的代数结构上 (它们与 Lie 代数的关系)。
然而，也存在同样重要的一个可微结构，特别是在纤维丛的几何的性质中，它是众多物理应用
的基本数学设定。

我们从对 Lie 群合适的定义开始。
定义 34.1 令 G 是一个群。如果 G 也是一个有限维可微流形使得群乘法映射

φ : G×G→ G , φ (g1, g2) = g1g2

和可逆映射
τ : G→ G , τ(g) = g−1

都是光滑的，则 G 被称为一个 r-维 Lie 群，其中 r 是考虑成一个流形的 G 的维度。

除了逆映射，一个 Lie 群 G 拥有另外两个微分同胚的集合，称为右和左平移，定义如
下 (从一个流形 M 到一个流形 N 的一个微分同胚 (diffeomorphism)f : M → N 是一个
光滑映射，其逆也是光滑的。两个流形之间一个微分同胚的存在标志着它们共同的可微结构
(differentiable structure)。)
定义 34.2 令 G 是一个 Lie 群。对于 g ∈ G，G 上通过 g 的右平移 (right translation)
是一个映射 Rg : G→ G 定义为

对于任意 g′ ∈ G , Rg (g
′) = g′g ; (34.1)

而 G 上通过 g 的左平移 (left translation) 是一个映射 Lg : G→ G 定义为

对于任意 g′ ∈ G , Lg (g
′) = gg′ . (34.2)
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考虑一个 r-维 Lie 群 G 具有恒元 e。则对于任意 g ∈ G,Rg−1(g) = gg−1 = e 和切映射

(Rg−1)∗ : Tg(G)→ Te(G) (34.3)

是一个线性同构，其中 Tg(G) 表示 G 在 g 处的切空间。

定义 34.3 令 X ∈ Tg(G)。则微分 1-形式 ω 具有 Te(G) 中的值定义为

ω(X) ≡ (Rg−1)∗X (34.4)

被称为右基本形式 (right fundamental form) 或者 Lie 群 G 的 Maurer-Cartan 形
式 (Maurer-Cartan form)。

R 一个左基本形式 (left fundamental form)(也称为 Maurer-Cartan 形式) 可以被类似地定
义。从现在开始，我们将用右平移发展理论。

注意到到目前为止，我们只考虑了实-值形式，其中一些余切向量对切向量的作用会产生
一个实数。上面定义表示推广到所谓的向量-值形式。为了阐明这个概念，让我们计算依赖于
局域坐标选择的右基本形式 ω 的矩阵表示。令 {δi} , 1 ⩽ i ⩽ r 是 Te(G) 的一组基，则我们可
以写

ω = ωiδi , (34.5)

其中，ωi, 1 ⩽ i ⩽ r，是 G 上到处都是线性独立的 r 个实-值 1-形式。(它们也被称为 G 的基
本形式)。分别选择点 e 和 g 处的局域坐标 (U ;x6) 和 (W ; y6)。由于群乘法映射 φ 是光滑的
(并且因此连续)，对于足够小的 U，存在一个 W1 ⊂W 使得

φ (U ×W1) ⊂W .

选择 δi =
∂
∂xi

∣∣
e
并令

φi(x, y) ≡ yi ◦ φ(e, g) , (e, g) ∈ (U ×W1) .

则 (Rg). : Te(G)→ Tg(G) 的矩阵表示由 [c.f. (32.8)] 给出

(Rg)∗ δi =

(
∂φj(x, y)

∂xi

)
x=e

(
∂

∂yj

)
y=g

. (34.6)

但是 (Rg−1)∗ ◦ (Rg)∗ = id : Te(G)→ Te(G)。因此 (Rg−1)∗ = (Rg)
−1

∗ 和

(Rg−1)∗

(
∂

∂yi

)
y=g

= Λji (g)δj , (34.7)

其中，Λji (g) 是
(
∂φj(x,y)
∂xi

)
x=e
的逆矩阵。由此得到

ωi = Λij(g)dy
j , (34.8)
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其实际上是 G 上的一个光滑 1-形式。
定义 34.4 令 X 是一个 Lie 群 G 上的一个光滑切向量场 [或者，我们说 X ∈ Γ(TG) 是 TG

的一个光滑截面 (smooth section)，Γ(TG) 是 TG 的光滑截面的空间]。如果，对于任意
g ∈ G，有

(Rg)∗X = X , (34.9)

则 X 被称为是一个 G 上的一个右不变向量场 (right-invariant vector field)。类似地，
令 ω ∈ Γ (T ∗G) 是 G 上的一个 1-形式。如果

(Rg)
∗
ω = ω , (34.10)

则 ω 被称为是 G 上的一个右不变形式 (right-invariant form)。

定理 34.1 一个 Lie 群 G 的 Maurer-Cartan 形式 ω [c.f. 定义 34.3 中的方程 (34.4)] 是 G

上的一个右不变形式。

证明：令 g ∈ G是 G的一个元素并且 Xg′ ∈ Tg′(G)是 g′ ∈ G处的一个切向量。则 (见 Figure
34.1)

Figure 34.1

(
(Rg)

∗
ω
)
(Xg′) = ω

(
(Rg)∗Xg′

)
=
(
R(g′g)−1

)
∗ (Rg)∗Xg′

=
(
R(g′)−1

)
∗Xg′ = ω (Xg′) .

(34.11)

由于 g′ 是 G 的一个任意元素，(34.10) 被满足，定理得证。 □

更一般地，我们有下面的定理 (给出而不证明)。

定理 34.2 令 σ : G→ G 是 r-维 Lie 群上一个光滑映射。则 σ 是一个右平移当且仅当

σ∗ωi = ωi , 1 ⩽ i ⩽ r , (34.12)

其中，ωi 是对应于 G 的 Maurer-Cartan 形式 [c.f. (34.5)] 的基本形式 [依赖于 Te(G) 的
基 {δi} 的一个特定选择]。

考虑一个任意切向量 A ∈ Te(G)，并且令

Ag = (Rg)∗A . (34.13)

如果我们令 g遍历 G的所有元素，Ag 则给出 G上一个光滑切向量场 A。显然，Maurer-Cartan
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形式 ω 将 Ag 拉回到 A：

ω (Ag) = (Rg−1)∗Ag = (Rg−1)∗ (Rg)∗A = A . (34.14)

现在，通过定理 34.1，

A = ω (Ag′) =
(
(Rg)

∗
ω
)
(Ag′) = ω

(
(Rg)∗Ag′

)
. (34.15)

另一方面，
A = ω (Ag′g) . (34.16)

因此
(Rg)∗A = A , (34.17)

即：A 是一个右不变向量场。

令 Xi 是通过右平移 δi ∈ Te(G) 得到的右不变向量场，其中 {δi} , 1 ⩽ i ⩽ r，是 Te(G) 的
一组基：

(Rg)∗ δi = (Xi)g . (34.18)

则 Xi, 1 ⩽ i ⩽ r，构成 r 个右不变向量场，其在 G 上到处线性独立，并且 G 上任意右不变
向量场是具有常系数的 Xi 的一个线性组合。换句话说，{Xi} , 1 ⩽ i ⩽ r，G 上右不变向量场
的向量空间 G 的一组基。此外，这个向量空间同构于 Te(G)。

由于
ω (Xi) = δi , (34.19)

方程 (34.5) 意味着
ωiδi (Xj) = δj , (34.20)

或
ωi (Xj) =

〈
Xj , ω

i
〉
= δij . (34.21)

因此 (右不变) 基本形式 ωi 和右不变向量场 Xi 分别构成 Lie 群 G 上自然对偶余标架场
(coframe field) 和标架场 (frame field) 的集合。我们也看到G 上一个向量场 X 是右不变
当且仅当 ω(X) = 一个常数向量 ∈ Te(G)。

G 除了作为一个向量场之外，也允许内积，由于下面的定理。

定理 34.3 如果 X 和 Y 是一个 Lie 群 G 上右不变向量场则

[X,Y ] = XY − Y X (34.22)

也是 G 上的一个右不变向量场。

在证明这个定理之前，我们必须发展基本形式 ωt 的一些更多的性质。由于集合 {ωt} 组
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成了 G 上的一个余标架场，并且每个 ωi 是右不变的，我们可以定义常数 cijk 使得

dωi = −1

2
cijkω

j ∧ ωk , (34.23a)

cijk + cikj = 0 . (34.23b)

方程 (34.23a)被称为 Lie群 G的结构方程 (structure equation)或Maurer-Cartan 方程
(Maurer-Cartan equation) ，并且常数 cijk 被称为 G 的结构常数 (structure constant)。
很难看到结构常数满足 Jacobi 恒等式：

cijkc
j
hl + cijhc

j
lk + ckjlc

j
kh = 0 , (34.24)

其与 (4.32) 相同。实际上，对 (34.23a) 取外微分，我们有

0 = −1

2
cijk
(
dωj ∧ ωk − ωj ∧ dωk

)
=

(
1

2

)(
1

2

)
cijk
(
cjhlω

h ∧ ωl ∧ ωk − ckhlωj ∧ ωh ∧ ωl
)

=
1

4
cijkc

j
hlω

h ∧ ωl ∧ ωk − 1

4
cijkc

k
hlω

j ∧ ωh ∧ ωl .

(34.25)

最后一项可以被写成

1

4
cikjc

k
hlω

j ∧ ωh ∧ ωl = 1

4
cijkc

j
hlω

k ∧ ωh ∧ ωl = 1

4
cijkc

j
hlω

h ∧ ωl ∧ ωk , (34.26)

其中，第一个等号从交换赝指标 k 和 j 得到。方程 (34.25) 则给出

0 =
1

2
cijkc

j
hlω

h ∧ ωl ∧ ωk

=
1

6

(
cijkc

j
hlω

k ∧ ωh ∧ ωl + cijhc
j
lkω

h ∧ ωl ∧ ωk + cijlc
j
khω

l ∧ ωk ∧ ωh
)

=
1

6

(
cijkc

j
hl + cijhc

j
lk + cijlc

j
kh

)
ωk ∧ ωh ∧ ωl .

(34.27)

因为最后一个等号的右边括号中的项依赖于指标 k, h 和 l 是反对称的，得到 Jacobi 恒等
式 (34.24)。

让我们现在证明定理 34.3。

证明：(定理 34.3 的证明) 通过定理 30.3，

〈X ∧ Y, dωs〉 = X
(
Y, ωi

)
− Y

〈
X,ωi

〉
−
〈
[X,Y ], ωi

〉
. (34.28)

另一方面，从结构方程 (34.23a)，

〈
X ∧ Y, dωi

〉
= −1

2
cijk
〈
X ∧ Y, ωj ∧ ωk

〉
= −1

2
cijk
(
ωj(X)ωk(Y )− ωj(Y )ωk(X)

)
= −cijkωj(X)ωk(Y ) ,

(34.29)

其中，第二个等号从 (28.28) 得到而第三个等号来自于事实 cijk = −cikj，由于，根据假设 X
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和 Y 都是右不变，ωj(X) 和 ωk(Y ) 都是常数。从 (34.28) 得到 ωi([X,Y ]) 必须也是一个常数。
换句话说，[X,Y ] 是一个右不变向量场。由此定理得证。 □

很容易看到积 [X,Y ] 满足通常的分配律、反对称性和 Jacobi 恒等式。我们终于可以定义
一个 Lie 群 G 的 Lie 代数 G 。
定义 34.5 一个 Lie 群 G 上的右不变向量场的线性空间 G(其同构于 Te(G)，在恒元 e ∈ G
处的切空间)，同内积 [X,Y ] ≡ XY − Y X 构成一个 Lie 代数，称为 Lie 群 G 的 Lie 代数
G。Te(G) 也是同构于 G 的一个 Lie 代数，如果我们在 Te(G) 中定义下面的内积：

[δj , δk] = cijkδi , (34.30)

其中，{δi} 是 Te(G) 的一组基。

练习 34.1 令 ωt, i = 1, . . . , r，是一个 r-维 Lie 群 G 的基本形式，并且 Xi, i = 1, . . . , r，是
对偶向量场。运用 (34.28) 和 (34.29) 来说明

ωi (|Xj , Xk]
)
= cijk (34.31)

并且因此
[Xj , Xk] = cijkXi (34.32)

方程 (34.31) 和 (34.32) 将本章中引入的结构常数 cijk 和 Chapter 4 中引入的结构常数
[c.f. (4.29)] 等同。

在 Chapter 4 中，我们计算了 Lie 群 SO(n) 的结构常数。我们现在将计算一般线性群
GL(n,R)的结构常数，其中 g ∈ GL(n,R)是一个 n×n可逆实矩阵。令 g =

(
gji
)
∈ GL(n,R)。

则矩阵元素 gji , 1 ⩽ i, j ⩽ n，可以被视 n2-维流形 GL(n,R) 上的局域坐标而
{
dgji
}
给出了

GL(n,R) 上一个余标架场。

对于任意 g′ ∈ G，我们表示右平移 Rg 为

φ(i,j) (g′, g) = (g′g)
j

i = (g′)
m

i g
j
m , (34.33)

因此，回忆 (34.6)，

(
Λ−1(g)

)(i,j)
(k,l)

=
∂φ(i,j) (g′, g)

∂ (g′)
l
k

∣∣∣∣∣
g′=e

=
∂
(
(g′)

l
i g
j
l

)
∂ (g′)

l
k

(l不求和) = δikg
j
l . (34.34)

注意到 Λ−1(g) 是一个 (n2 × n2) 矩阵。如果我们按照下面的方式对复合指标 (i, j) 进行排序：

(1, 1)→ (1, 2)→ · · · → (1, n)

→(2, 1)→ (2, 2)→ · · · → (2, n)

...

→(n, 1)→ (n, 2)→ · · · → (n, n) ,
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则矩阵 Λ−1(g) 以分块对角的形式出现
(
gji
)

0 · · · 0

0
(
gji
)
· · · 0

...
0 0 · · ·

(
gji
)

 ,

其中，每个分块是一个 n× n 矩阵。因此

(Λ(g))
(i,j)
(k,l) = δik

(
g−1
)j
i
. (34.35)

并且 (34.8) 意味着

ωji =
∑
k,l

Λ
(i,j)
(k,l)(g)dg

l
k =

∑
k,l

δik
(
g−1
)j
l
dglk = dglk

(
g−1
)j
l
. (34.36)

在矩阵符号中，右基本 1-形式
(
ωji
)
的矩阵因此由下式给出

ω = dg · g−1 . (34.37)

对上面取外微分，我们得到 [c.f. (31.32)]

dω = −dg ∧ d
(
g−1
)
= −dg · g−1 ∧ g · d

(
g−1
)

= dg · g−1 ∧ dg · g−1 = ω ∧ ω ,
(34.38)

其中，第三个等号处我们已经使用了 g · d (g−1) = −dg · g−1 的事实，其是方程 g · g−1 = 1 取
外微分的一个结果。方程 (34.38) 也可以被写成分量形式 [c.f. (31.34)]

dωji = ωki ∧ ω
j
k . (34.39)

因此

dωji =
1

2

n∑
p,q,r,s=1

(
δpi δ

j
qδ
r
s − δri δjsδpq

)
ωsp ∧ ωqr . (34.40)

从 (34.23a) 得到 GL(n,R) 的结构常数由下式给出

c
(i,j)
(p,s)(r,q) = −δ

p
i δ
j
qδ
r
s + δri δ

j
sδ
p
q . (34.41)

正如前面讨论的，Lie 群 GL(n,R) 的 Lie 代数 GL(n,R) 可以与 Te(GL(n,R)) 等同，具
有由 (34.30) 给出的内积。另一方面，Te(GL(n,R)) 是 n× n 实矩阵的空间，其同构于 n2-维
向量空间 Rn2

。因此 GL(n,R) 的一组基是矩阵
{
Ej
i

}
, i, j = 1, . . . , n 的集合，其中，Ej

i 表示
一个 n× n 矩阵，其第 j 行和第 i 列是 1，并且其它所有元素都是 0。(仔细注意行和列的位
置)。比如 n = 2，

E1
2 =

(
0 1

0 0

)
, E2

1 =

(
0 0

1 0

)
.
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右基本形式 ω 被写为
ω = ω3

iE
i
j . (34.42)

从 (34.30) 和 (34.41)，GL(n,R) 的乘法表则由下式给出

[
Ep
s , E

r
q

]
=
∑
i,j

c
(i,j)
(p,s)(r,q)E

i
j =

∑
i,j

(
−δpi δjqδrs + δri δ

j
sδ
p
q

)
Ei
j = δpqE

r
s − δrsEp

q . (34.43)

假设 A,B ∈ GL(n,R)，写成矩阵元素为

A =
(
Azp
)
= AεpE

p
s , B = (Bq

r ) = Bq
rE

r
q .

则通过 (34.43)，

[A,B] = AspB
q
r

[
Ep
s , E

r
q

]
= AspB

q
r

(
δpqE

r
s − δrsEp

q

)
= Bq

rA
s
qE

r
s −AspBq

sE
p
q = (BA)srE

r
s − (AB)qpE

p
q = BA−AB ,

(34.44)

(其中，等号右边被解释为矩阵乘积)。注意到这与对易一般定义区别于一个符号。[c.f. (4.25)，
实际上其定义 [ , ]left 来自于做平移 Lg，见练习 34.2 如下]。
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练习 34.2 左基本 (Maurer-Cartan) 形式 ω̃ 和相关的 G 上的左不变场 X̃i 由下面的方程给
出：

ω̃ = ω̃iδi , (34.45)

(Lg)∗ δi =
(
X̃i

)
g
, (34.46)

ω̃i
(
X̃j

)
=
〈
X̃j , ω̃

i
〉
= δij , (34.47)

dω̃i = −1

2
c̃ijkω̃

j ∧ ω̃k , (34.48)[
X̃j , X̃k

]
= c̃ijkX̃i . (34.49)

说明
c̃ijk = −cijk . (34.50)

因此，我们在 G 中有两种不同的内积，(在这个问题中) 分别记为 [ , ]right 和 [ , ]left，分别
对应于结构常数 cijk 和 c̃1jk。说明这两种积只是一个符号的区别：

[δi, δj ]right = − [δi, δj ]left . (34.51)

我们脱离主题来考虑 Lie群在流形上的作用。这在动力学系统的研究中很重要。

Figure 34.2

定义 34.6 令 M 是一个流形而 X ∈ Γ(TM) 是 M 的切丛中的一个截面，或者 M 上一个
切向量场。假设对于每个 p ∈ M，存在一个曲线 γp : R → M [γp(t), t ∈ R] 通过 p 使得
γp(0) = p 同时，对于任意 t ∈ R，有

d

dt
γp(t) = Xγp(t) . (34.52)

(见 Figure 34.2)。则 X 被称为是一个完备切向量场 (complete tangent vector field)。

对于一个完备向量场 X 和任意 t ∈ R，我们可以定义一个映射 φt :M →M 为

φt(p) ≡ γp(t) . (34.53)
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我们可以说明 (这里证明省略)φt 是 M 上一个微分同胚，并且

φs ◦ φt = φs+t, t1s ∈ R . (34.54)

集合 {φt|t ∈ R} 被称为一个微分同胚的单参数群 (one-parameter group of diffeomor-
phism) 通过完备切向量场 X 生成。参数化曲线 γp(t) 被称为通过 p 的 φt 的轨道 (orbit)。
注意到对于每个 t ∈ R，φt 是某些群的一个元素。微分同胚的单参数群的最重要的例子是 Lie
群的 Abel 子群。
定义 34.7 令 X ∈ Γ(TM) 和 ψ : M → M 是 M 上一个微分同胚。X 被称为是 ψ 下不变
的，如果

ψ∗X = X . (34.55)

定理 34.4 令 φt 是微分同胚的单参数群由一个光滑映射 M 上的一个完备向量场 X 生成的，
而 ψ :M →M 是 M 上的一个微分同胚。则 ψ ◦ φt ◦ ψ−1 是由 ψ∗X 生成的微分同胚的单
参数群。

证明：我们需要说明曲线 ρp(t) ≡ (ψ ◦ φt ◦ ψ−1) (p) 在点 ρp(t) 处的等于 (ψ∗X)p。假设 f ∈
C∞(M) 是 M 上一个光滑函数。则如果 ψ(q) = p，有

(ψ∗X)p f = Xq(f ◦ ψ) =
d

dt
f ◦ ψ (φt(q))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f
(
ψ ◦ φt ◦ ψ−1(ψ(q))

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f
(
ψ ◦ φt ◦ ψ−1(p)

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f (ρp(t))

∣∣∣∣
t=0

.

(34.56)

这证明了定理。 □

推论 34.1 一个完备切向量场 X ∈ Γ(TM) 在一个微分同胚 ψ :M →M 下是不变的当且仅
当如果微分同胚 φt 的单参数群由 X 与 ψ 的对易生成。

练习 34.3 说明上面的引理是定理 34.4 的一个直接结果。

定义 34.8 令 X 和 Y 是一个流形 M 上两个光滑切向量场而 φt 是由 X 生成的微分同胚的
单参数群。沿着向量场 X 的向量场 Y 的 Lie 微分 (Lie derivative) LXY 定义为

LXY ≡
d

dt
(φt)

−1
∗ (Y )

∣∣∣∣
t=0

, (34.57)

或者，更详细地写出来

(LXY )p =
d

dt

((
(φt)

−1
∗

)
φt(p)

(
Yφt(p)

))∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

(
φ−1
t

)
∗ Yφt(p) − Yp
t

. (34.58)
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定理 34.5 令 X 和 Y 是 M 上的两个光滑切向量场。则

LXY = {X,Y | ≡ XY − Y X . (34.59)

证明：方程 (34.58) 也可以被写成

LXY = lim
t→0

Yp − (φt)∗ Yφ−1
1
(p)

t
. (34.60)

(见 Figure 34.2)。

Figure 34.3

假设 f 是 M 上的一个光滑函数。令

F (t) ≡ f (φt(p)) . (34.61)

则

F (t)− F (0) =
∫ 1

0

dF (st)

ds
ds = t

∫ 1

0

F ′(u)

∣∣∣∣
u=st

ds . (34.62)

从 (34.61) 得到
f (φt(p)) = f(p) + tgt(p) , (34.63)

其中

gt(p) ≡
∫ 1

0

F ′(u)

∣∣∣∣
u=st

ds =

∫ 1

0

df (φu(p))

du

∣∣∣∣
u=st

ds , (34.64)

和

g0(p) =

∫ 1

0

df (φu(p)))

du

∣∣∣∣
u=0

ds =
df (φu(p))

du

∣∣∣∣
u=0

= Xpf . (34.65)
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对 f 应用 (34.60) 的等号右边，我们有(
lim
t→0

Yp − (φt)∗ Yφ−1
i (p)

t

)
f = lim

t→0

Ypf − Yφ−1
i (p) (f ◦ φt)
t

= lim
t→0

Ypf − Yφ−1
i (p) (f + tgt)

t
= lim

t→0

Ypf − Yφ−1
t (p)f

t
− lim
t→0

Yφ−1
t (p)gt

= lim
t→0

Yφt(p)f − Ypf
t

− Ypg0(p) = lim
t→0

Y f ◦ φt(p)− Y f ◦ φ0(p)

t
− YpXpf

=
d

dt
(Y f) ◦ φt(p)

∣∣∣∣
t=0

− (Y X)pf = Xp(Y f)− (Y X)pf = [X,Y ]pf

(34.66)

由于 f 是任意的，定理得证。 □

在一个坐标邻域 (U ;xi) 中令

X = Xi
(
xj
) ∂

∂xi
= Xi∂i , (34.67)

和 Y = Y i
(
xj
) ∂

∂xi
= Y i∂i , (34.68)

则
[X,Y ] f =X(Y f)− Y (Xf) = Xi∂i

(
Y j∂jf

)
− Y i∂i

(
Xj∂jf

)
=Xi

(
∂iY

j∂jf + Y j∂i∂jf
)
− Y i

(
∂iX

j∂jf +Xj∂i∂jf
)

=
{
Xi
(
∂iY

j
)
∂j − Y i

(
∂iX

j
)
∂j
}
f .

(34.69)

因此，局域地，
[X,Y ] =

{
Xi
(
∂iY

j
)
− Y i

(
∂iX

j
)}
∂j . (34.70)

对于 Xe ∈ Te(G) ∼ G，我们有右不变场 X = (Rg) , Xe。这个场可以被说明是完备的 (这
里省略证明)。令 {φt} 是由 X 生成的微分同胚的单参数群，而通过 e ∈ G 的对应曲线由下式
给出

γe(t) = φt(e) . (34.71)

练习 34.4 说明
γe(s+ t) = γe(s)γe(t) . (34.72)

实际上，可以说明 (证明省略) 有一个一对一对应 X ↔ γe(t)。

定义 34.9 指数映射 (exponential map) exp : G → G 定义为：对于任意 Xe ∈ Te(G)，有

exp (Xe) ≡ γe(1) . (34.73)

注意到
γe(t) = exp (tXe) , (34.74)

和
φt(g) = γg(t) = γe(t)g = exp (tXe) g . (34.75)
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对应 Xe ↔ γe(t) 是 Figure 34.4 中用图说明。

Figure 34.4

我们回忆到 GL(n,R) 可以与所有 n× n 实矩阵等同。对于一个矩阵 A ∈ GL(n,R)，我们
定义

eA ≡ 1 +A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 . . . . (34.76)

练习 34.5 说明 (34.76) 中的级数收敛。

练习 34.6 说明

(a) e(t+s)A = etAesA , (34.77)

(b) etAe−tA = 1 (单位矩阵) . (34.78)

我们可以通过 γe(t) 辨识 etA 并因此有 eA = exp(A)，其中指数映射 exp 根据定义 34.9 定义
并且根据 (34.76) 有 eA。G 中曲线 γe(t) 由下式给出

dγe(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
exp(tA)

∣∣∣∣
t=0

= A . (34.79)

对于 g ∈ G，我们定义伴随同构 (adjoint isomorphism) adg : G→ G 为：对于任意 g′ ∈ G，
有

adg (g
′) = gg′g−1 = Lg ◦Rg−1g′ , (34.80)

G 群上伴随同构 adg 引入一个同构

Ad(g) ≡ (adg)∗ : Te(G)→ Te(G) ,

或者
Ad(g) : G → G ,

在 Lie 代数 G 上。这是由于 adg(e) = geg−1 = e。我们因此有映射

Ad : G→ GL(r,R) . (34.81)

其中，r = dimG，被称为 Lie 群 G 的伴随表示 (adjoint representation of the Lie group
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G)。它很明显是 Lie 群 G 之间一个同态，因为

Ad (g1g2) = (adg1g2)∗ = (adg1 ◦ adg2)∗
= (adg1)∗ ◦ (adg2)∗ = Ad (g1) ◦ Ad (g2) .

(34.82)

这种同态反过来又引入一个 Lie 代数之间一个同态

Ad ≡ Ad∗ : G → GL(r,R), r = dimG . (34.83)

称为 Lie 代数 G 的伴随表示 (adjoint representation of the Lie algebra G)。[GL(r,R)
中一个元素可以被看成 r-维空间 G 上的一个线性变换]。因此对于 X ∈ G, Ad(X) = AdX 是
G 上一个线性变换。

定理 34.6 令 X 和 Y 是一个 Lie 群 G 上右不变向量场 (考虑成 G 的 Lie 代数 G 的元素)，
则 G 的伴随表示由下式给出

AdXY = − [X,Y ]r , (34.84)

其中，Lie 括号积 [ , ]r 是从 G 上右平移 Rg 得到的。

R 注意到 Lie 括号积在前面 (7.15) 给出实际上是 [ , ]left，从左平移 Lg 得到，因此在 (34.84)
和 (7.15) 之间有一个符号区别，作为 (34.51) 的结果。后面的方程则意味着 (34.84) 等价于
(7.15)。

证明：考虑 Xe, Ye ∈ Te(G) ∼ G。令 X 和 Y 是 G 上右不变场分别对应于 Xe 和 Ye，而 φt

是由 X 生成的微分同胚的单参数群。由于 X 是右不变的，推论 34.1 意味着右平移 Rg 与 φt

对易：
对于任意g ∈ G , Rg ◦ φt = φt ◦Rg . (34.85)

于是
φt(g) = (φt ◦Rg) (e) = (Rg ◦ φt) (e) = Rgφt(e) = φt(e)g . (34.86)

因此
φt = Lφε(e) . (34.87)

现在通过定义 [(34.80)]，伴随同构 adφℓ(e) 由下式给出

adφt(e) = Lφt(e) ◦R(φt(e))
−1 . (34.88)

从中得到
Ad (φt(e)) ≡

(
adφt(e)

)
∗ =

(
Lφt(e)

)
∗ ◦
(
R(φt(e))

−1

)
∗ . (34.89)

更进一步，

Ad (Xe) = Ade (Xe) = lim
t→0

Ad (φt(e))−Ad(e)
t

. (34.90)

由于 Ad 映射恒元 e ∈ G 到 GL(r,R) 中恒元：对于任意 Ye ∈ Te(G)，有

(Ad(e)) (Ye) = Ye . (34.91)
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通过对 (34.90) 等号右边作用 Ye 并运用 (34.89) ，我们则有

(Ad (Xe)) (Ye) = lim
t→0

(
Lφt(e)

)
∗ ◦
(
R(φt(e))

−1

)
∗ Ye − Ye

t

= lim
t→0

(φt)∗ ◦ Y(φt(e))
−1 − Ye

t
= − [Xe, Ye] ,

(34.92)

其中，第二个等号来自于 (34.87) 而最后一个等号来自于定理 34.5 [(34.59)]。由于任意 Xe ∈
Te(G) 之间存在一个一对一对应关系而它对应右不变向量场 X ∈ G，定理得证。 □

我们再次注意到如果 G 被考虑成 G 上左不变向量场，则我们可以有

AdXY = [X,Y ]l , (34.93)

其中，[ , ]l 表示对于左不变场的 Lie 括号乘积。

为了总结本章，我们将运用上面发展的几何概念计算特殊幺正 SU(n) 群的 Lie 代数
SU(n)。回忆

U(n) =
{
g ∈ GL(n) | gg† = 1

}
, (34.94)

SU(n) = {g ∈ U(n) | det(g) = 1} , (34.95)

其中 (
g†
)j
i
= gij . (34.96)

因此
U(n) ∼ Te(U(n)) . (34.97)

考虑通过恒元 e ∈ U(n) 一个曲线 g(t) 使得 g(0) = e = g†(0)。则

0 =
d

dt
g(t)g†(t)

∣∣∣∣
t=0

=
dg(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

g†(0) + g(0)
dg†(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= g′(0) +
(
g†
)′
(0)��

(34.98)

因此
U(n) ⊂ S(n) , (34.99)

其中
S(n) =

{
A ∈ GL(n,C) | A+A† = 0

}
. (34.100)

反过来，假设 A ∈ S(n)。则

exp(A)(exp(A))† = exp(A) exp
(
A†) = exp(A) exp(−A) = 1 . (34.101)

因此 exp(A) ∈ U(n)，并且

A =
d

dt
exp(tA)

∣∣∣∣
t=0

∈ U(n) . (34.102)
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因此
S(n) ⊂ U(n) . (34.103)

和 (34.99) 一同，这意味着
U(n) = S(n) .

我们断言
SU(n) = {B ∈ U(n) | trB = 0} , (34.104)

或者
SU(n) =

{
B ∈ GL(n,C) | B +B† = 0, trB = 0

}
. (34.105)

这是下面引理的直接结果。

引理 34.1 对于任意 n× n 矩阵 B，有

det
(
eB
)
= etrB , (34.106)

其中，eB 是由 (34.76) 定义的。

证明：令
f(t) = det

(
etB
)
. (34.107)

我们有
df(t)

dt
=

d

dh
f(t+ h)

∣∣∣∣
h=0

=
d

dh

(
det
(
e(t+h)B

))∣∣∣∣
h=0

=
d

dh

(
det
(
etB
)
det
(
ehB
))∣∣∣∣

h=0

= det
(
etB
) d

dh

(
det
(
1 + hB +

h2B2

2!
+ · · ·

))∣∣∣∣
h=0

= det
(
etB
) d

dh
(det(1 + hB))

∣∣∣∣
h=0

= det
(
etB
)
trB = trBf(t) ,

(34.108)

其中，在五个等号，我们已经运用了事实，近似到 h 的一次项 det
(
ehB
)
∼ det(1 + hB)，而

在第六个等号运用了事实

det(1 +B) = 1 + trB − 1

2
tr
(
B2
)
+

1

2
(trB)2 + · · · . (34.109)

因此
f(t) = f(0)e(trB)t = e(trB)t . (34.110)

取 t = 1 得到便得到我们的结论。 □



35. 向量丛的联络和曲率

一个向量丛的概念在 Chapter 30 中引入。在本章中，我们将引入纤维丛的理论中一个中
心概念——联络——其组成了规范场论的数学基础，以及物理中许多其它应用。正如我们可
以看到的曲率是从联络中得到的一个概念。

基本上，一个向量丛 π : E →M 上的一个联络是一种对 M 上或者 E 的截面上向量场取
微分的特定方法。由于不同纤维上的点之间不存在正则关系，因此需要在 E 上增加其可微结
构以外的结构，使得“相邻”纤维上的点可以被“连接”。

回忆 M 上 E 的光滑截面的空间记为 Γ(E)，和 C∞(M)-模一样是一个实向量空间。

定义 35.1 一个向量丛 π : E →M 上的一个联络是一个映射

D : Γ(E)→ Γ (T ∗(M)⊗ E)

满足下面的条件：
1) 对于任意 s1, s2 ∈ Γ(E)，

D (s1 + s2) = Ds1 +Ds2 . (35.1)

2) 对于任意 s ∈ Γ(E) 和 α ∈ C∞(M)，

D(αs) = dα⊗ s+ αDs . (35.2)

Ds 也被称为截面 s 的协变导数 (covariant derivative)。

练习 35.1 说明 D 是一个线性映射。



356 当代数学物理专题

定义 35.2 假设 XM 是上的一个光滑切场并且 s ∈ Γ(E)。s 的方向协变导数 (directional
covariant derivative) 沿着 X 是一个截面由下式给出

DXs = 〈X,Ds〉 ∈ Γ(E) . (35.3)

方向协变导数满足下面的性质。令 X 和 Y 是 M 上任意两个光滑切向量场，s, s1, s2 ∈ Γ(E)

并且 α ∈ C∞(M)。则

1) DX+Y s = DXs+DY s ; (35.4)

2) DαXs = αDXs ; (35.5)

3) DX (s1 + s2) = DXs1 +DXs2 ; (35.6)

4) DX(αs) = (Xα)s+ αDXs . (35.7)

练习 35.2 证明上面四个性质。

为了更具体地理解联络的概念，我们将使用局域坐标。假设向量丛 π : E → M 的典型
纤维是一个 m-维向量空间而 M 是一个 n-维流形。考虑具有局域坐标 xi, i = 1, . . . , n，的
一个坐标邻域 (U ;xi)。选择 m 个光滑截面 sα, α = 1, . . . ,m，其在 U 中任意位置是线性无
关的。这样 m 个截面的一个集合被称为 U 上 E 的一个局域标架场。有了这个设定，集合
{dxi ⊗ sα, 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ α ⩽ m} 对于任意点 p ∈ U 组成 T ∗

p ⊗ Ep 的一组基，Ep 是点 p ∈ U
上的纤维。我们因此可以写

Dsα = Aβαi dx
i ⊗ sβ , (35.8)

其中，Aβαi ∈ C∞(U) 是 U 上光滑函数。记为

ωβα = Aβαidx
i , 1 ⩽ α, β ⩽ m . (35.9)

则 (35.8) 变成
Dsα = ωβα ⊗ sβ , (35.10)

其中，ωβα 是 1-形式的一个矩阵，或者等价地，一个矩阵-值 1-形式。矩阵
(
ωβα
)
被称为联络矩

阵 (connection matrix)，且取决于局域标架场的选择。我们也可以写 (35.10) 为矩阵方程

DS = ω ⊗ S , (35.11)

其中

S ≡


s1
...
sm

 , 和 ω =


ω1
1 ω2

1 · · · ωm1
...

... . . . ...
ω1
m ω2

m · · · ωmm

 . (35.12)

由于
(
ωβα
)
取决于局域标架场的选择，建立其在局域标架场变化下变换性质很重要。假设

S′ = ((s′)1 , . . . , (s
′)m)

t (其中 t代表转置)通过下面的规范变换 (gauge transformation)与
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S 相关
S′ = gS , 或 (s′)α = gβαsβ , (35.13)

其中

g =


g11 · · · gm1
... . . . ...
g1m · · · gmm

 (35.14)

是 U 上光滑函数的一个可逆矩阵 [gji (x) ∈ C∞(U) 和 det(g) 6= 0]。假设依赖于 S′ 的 1-形式
的联络矩阵是

(
(ω′)

β
α

)
：

DS′ = ω′ ⊗ S′ . (35.15)

另一方面，
DS′ = D(gS) = dg ⊗ S + gDS

= (dg + g · ω)⊗ S =
(
dg · g−1 + g · ω · g−1

)
⊗ S′ .

(35.16)

与 (35.15) 对比，对于一个联络矩阵，我们得到下面的变换法则：

ω′ = dg g−1 + g ω g−1 . (35.17)

由于 dg g−1 这一项，其一般情况下不会消失，我们看到
(
ωβα
)
不像一个 (1, 1)-张量一样变换

[其变换法则只包括 (35.17) 等号右边的第二项]。

我们有下面基本定理 (表述而不证明)。

定理 35.1 一个联络总是存在在一个向量丛上。

给定一个联络 D，对于 M 上任意切向量场 X 和 Y 方向协变导数 DX 和 DY 一般是不
能对易的。为了测量协变导数的不可对易的程度，我们引入 M 上一个矩阵值 2-形式，称为曲
率矩阵，定义如下。

定义 35.3 给定具有联络矩阵 ω (一个矩阵-值 1-形式) 的一个向量丛 π : E → M 上的一个
联络 D，2-形式的曲率矩阵 (curvature matrix) Ω 定义为

Ω ≡ dω − ω ∧ ω . (35.18)

注意到上面的外积也是一个矩阵乘法，即：

(ω ∧ ω)αβ = ωγβ ∧ ω
α
γ . (35.19)

让我们先处理 Ω 在局域标架场变化下的变换性质 [由 (35.13) 给出]。在这样一个变化下，
ω 像 (35.17) 一样变换，所以

ω′g = dg + gω . (35.20)

对这个方程取外微分，我们有

dω′g − ω′ ∧ dg = dg ∧ ω + gdω . (35.21)
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从 (35.20)，
dg = ω′g − gω . (35.22)

将这个结论插入 (35.21)，我们得到

dω′g − ω′ ∧ (ω′g − gω) = (ω′g − gω) ∧ ω + gdω , (35.23)

或
(dω′ − ω′ ∧ ω′) g = g(dω − ω ∧ ω) . (35.24)

因此，在局域标架场的变化下，
Ω′ = gΩg−1 . (35.25)

可以看到 2-形式的曲率矩阵和 (1, 1)-型张量变换一样 [矩阵的相似变换 [c.f. (1.42)]]。

在此刻，有必要指出我们的符号中的一个微妙之处，它有潜在混淆的可能。回忆到矩阵 g

确定局域坐标的变化由 [(35.13)] 给出 (s′)α = gβαsβ。我们也将其写为 S 左乘 g (S′ = gS)。但
我们也可以写出相同方程为一个右乘 (S′ = Sg) 解释 gβα 为矩阵 g 的第 β 行和第 α 列元素而
同时写 S 和 S′ 为行矩阵 (读者应该验证这一点)。方程 (35.11)也可以出现为 DS = S⊗ω。在
这种情况下，推导 (35.17)的一个相似过程会产生 ω′ = g−1ωg+g−1dg。导出 (35.24)的一个类
似过程则将给出 g (dω′ + ω′ ∧ ω′) = (dω+ω∧ω)g1，强迫我们验证曲率矩阵为 Ω = dω+ω∧ω
[与 (35.28) 比较]，以便满足期待的张量变换性质：Ω′ = g−1Ωg。在 (35.18) 的等号右边用加
号符号定义 Ω 的约定在文献中也很常用。

给定 M 上两个任意切向量场 X 和 Y ，而 Γ(E) 上的一个联络 D，我们可以定义一个曲
率算符 (curvature operator)

F (X,Y ) : Γ(E)→ Γ(E)

[基于曲率 2-形式 Ω (35.18)] 如下。考虑一个坐标邻域 (U ;xi) 和 x ∈ U。令 sx ∈ π−1(x) 是 x

上纤维中的一个点，它是一个 m-维向量空间。依赖于 U 中一个局域标架 SU = (s1, . . . , sm)
t，

写为
sx = λαsα|x , λα ∈ R . (35.26)

定义映射 F (Xx, Yx) : π
−1(x)→ π−1(x) 为

F (Xx, Yx) sx ≡ λα
(〈
X ∧ Y,Ωβα

〉
sβ
)∣∣
x
, (35.27a)

其中，配对 〈 , 〉 已经在定理 30.3 [方程 (30.39)] 和 (28.28) 中给出。我们则定义

(F (X,Y )s)(x) = F (Xx, Yx) sx . (35.27b)
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曲率算符 F (X,Y ) 有下面性质：

1) F (X,Y ) = −F (Y,X) , (35.28)

2) F (fX, Y ) = fF (X,Y ) , (35.29)

3) F (X,Y )(fs) = f(F (X,Y )s) , (35.30)

其中，X,Y ∈ Γ(T (M)), f ∈ C∞(M) 和 s ∈ Γ(E)。

练习 35.3 证明上面三个性质。

练习 35.4 说明对于 f, g ∈ C∞(M)，

F (fX, gY ) = (fg)F (X,Y ) . (35.31)

我们说 F (X,Y ) 是 X 和 Y 中 C∞(M)-双线性。

我们现在建立事实显式说明一个联络的曲率衡量方向协变导数的非对易程度。

定理 35.2 令 X 和 Y 是一个流形 M 上两个任意光滑切向量场，而 D 是向量丛 π : E →M

上一个给定联络。则

F (X,Y ) = DXDY −DYDX −D[X,Y ] . (35.32)

证明：我们需要在一个坐标邻域 (U ;xi) 中证明上面方程。令 s ∈ Γ(E) 在标架场的一个局域
选择下被写为 s = λαsα。则通过 (35.3)，(注意到 λα 是 U 上的函数)，

DXs = 〈X,Ds〉 =
〈
X, (dλα) sα + λαωθαsβ

〉
=
(
Xλα + λβ

〈
X,ωαβ

)〉
sα , (35.33)

和

DYDXs =
{
Y (Xλα) + Y

(
λβ
〈
X,ωαβ

〉)
+
(
Xλγ + λβ

〈
X,ωγβ

〉) 〈
Y, ωαγ

〉}
sα

=
{
Y (Xλα) +

((
Xλβ

) 〈
Y, ωαβ

〉
+
(
Y λβ

) 〈
X,ωαβ

〉)
+λβ

(
Y
〈
X,ωαβ

〉
+
〈
X,ωγβ

〉 〈
Y, ωαγ

〉)}
sα .

(35.34)

因此

(DXDY −DYDX) s =
{
[X,Y ]λα + λβ

(〈
[X,Y ], ωαβ

〉
+
〈
X ∧ Y, dωαβ − ω

γ
β ∧ ω

α
γ

〉)}
sα

= D[X,Y ]s+ λβ
(
X ∧ Y,Ωαβ

)
sα ,

(35.35)

其中，(30.39) 和 (28.28) 已经被使用了。定理来自于由 (35) 给出的定义。 □

注意到即使曲率 Ω = 0(平直空间)，DX 和 DY 不必对易，除非 X 和 Y 是对易的。

任意 2-形式的曲率矩阵 Ω 满足一个重要恒等式，称为 Bianchi 恒等式 (Bianchi iden-
tity)：

dΩ = ω ∧ Ω− Ω ∧ ω . (35.36)
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这很容易建立在对 Ω 的定义方程 [(35.18)] 两边取外微分。实际上，

dΩ = d2ω − (dω ∧ ω − ω ∧ dω)

= −(Ω + ω ∧ ω) ∧ ω + ω ∧ (Ω + ω ∧ ω)

= ω ∧ Ω− Ω ∧ ω .

在物理学中的规范场理论中，联络被考虑成向量势 (vector potential)，而曲率被考虑成
力 (force)。由 (35.18)和 (35.32)抽象地给出的它们之间的关系，可以根据局域坐标更具体的
展现出来，这是物理学文献中通常介绍的形式。让我们使用 (物理) 约定：希腊指标 (µ, ν, . . .)

标记基流形 (时空)坐标，而拉丁指标 (i, j, . . .)标记纤维 (内禀自由度)坐标。假设 X = Xµ∂µ

和 Y = Y ν∂ν 在一个坐标邻域 (U ;xi) 中。则通过 F 的双线性性质 [(35.31)]，我们可以写

F (X,Y ) = XµY νF (∂µ, ∂ν) ≡ XµY νFµν , (35.37)

其中

Fµν ≡ F (∂µ, ∂ν) = D∂µD∂ν −D∂νD∂µ −D[∂µ,∂ν ] = D∂µD∂ν −D∂νD∂ν , (35.38)

由于 [∂µ, ∂ν ] = 0。另一方面，通过选择 U 中局域标架场：{si, i = 1, . . . ,m}，方向协变导数
D∂µ 由 [c.f. (35.8)] 给出

D∂µsi = Ajiµsj , (35.39)

其中，Ajiµ ∈ C∞(U) 是 U 上光滑函数。方程 (35.39) 则表明

Fµνsi =D∂µD∂νsi −D∂νD∂µsi

=D∂µ

(
Ajiνsj

)
−D∂ν

(
Ajiµsj

)
=
(
∂µA

j
iν

)
sj +AjiνA

k
jµsk −

(
∂νA

j
iµ

)
sj −AjiµAkjνsk

=
((
∂µA

j
iν − ∂νA

j
iµ

)
+
(
AkiνA

j
kµ −A

k
iµA

j
kν

))
sj ,

(35.40)

其中，在第四个等号位置 A 的二次项中，我们已经重新标记了指标 (j ↔ k)。在上面的方程
中，Fµν 出现为 si 上一个线性算符。依赖于标架场 {si} 的选择，我们则可以写成

Fµνsi = F j
µνi sj , (35.41)

其中，F j
µνi ∈ C∞(U) 是 U 上光滑函数，并被称为依赖于局域坐标 xµ 和局域标架场 {si} 的

曲率的分量。对比 (35.40) 和 (35.41)，我们有

F j
µνi = ∂µA

j
iν − ∂νA

j
iµ +AkiνA

j
kµ −A

k
iµA

j
kν . (35.42)

等价地，在矩阵形式中，
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − [Aµ, Aν ] . (35.43)

这是物理学文献中最常遇到的方程式，在非 Abel 规范场理论 (non-abelian gauge field
theory) 的背景下，F 表示场强 (field strength)，A 表示向量势 (vector potential)。在
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Abel 情况 ([Aµ, Aν ] = 0) 中，上面方程化简为

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , (35.44)

这正是 Maxwell 电动力学中场张量和向量势之间的关系。注意到 (35.38) 中 Fµν 与 2-形式的
曲率矩阵 Ω 的原始定义 [(35.18)] 相关为

Ω =
1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν , (35.45)

其中，因子 1
2
描述了 Fµν 的反对称和楔积。

练习 35.5 检验 (35.45) 与 (35.27a) 和 (35.27b) 一致。

给定一个向量丛 π : E →M 上一个联络 D，我们可以在对偶丛 (dual bundle) π : E∗ →
M 上构造所谓的诱导联络 (induced connection)(也记为 D)。假设 s ∈ Γ(E)和 s∗ ∈ Γ (E∗)

分别是对应丛上的光滑流形，所以配对 〈s, s∗〉 是 M 上的一个光滑函数。则 E∗ 上诱导联络
D 由下面的方程决定

d 〈s, s∗〉 = 〈Ds, s∗〉+ 〈s,Ds∗〉 . (35.46)

注意到上面方程中的每一项都是 M 上一个 1-形式。假设我们选择一个局域标架场 {si}，具
有对偶标架场

{
(s∗)

j
}
, i, j = 1, . . . ,m，使得

〈
si, (s

∗)
j
〉
= δji . (35.47)

令 [c.f. (35.10)]
Dsi = ωji ⊗ sj , (35.48)

和
D (s∗)

j
= (ω∗)

j
i ⊗ (s∗)

i
. (35.49)

则 (35.46) 表明
d
(
δji
)
= 0 =

〈
Dsi, (s

∗)
j
〉
+
〈
si, D (s∗)

j
〉

= ωki

〈
sk, (s

∗)
j
〉
+ (ω∗)

j
k

〈
si, (s

∗)
k
〉

= ωji + (ω∗)
j
i .

(35.50)

因此
(ω∗)

j
i = −ω

j
i , (35.51)

或
D (s∗)

j
= −ωji ⊗ (s∗)

i
. (35.52)

给定两个向量丛 π : E1 → M 和 π : E2 → M，我们可以构造丛 π : E1 ⊕ E2 → M 和
π : E1 ⊗ E2 → M。则对于 s1 ∈ Γ (E1) , s2 ∈ Γ (E2) , s1 ⊕ s2 和 s1 ⊗ s2 分别是 E1 ⊕ E2 和
E1 ⊗E2 上的截面。如果联络在 E1 和 E2 上分开给出 (记为相同符号 D)，则我们有 E1 ⊕E2
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和 E1 ⊗ E2 上的诱导联络，由下式给出

D (s1 ⊕ s2) ≡ Ds1 ⊕Ds2 , (35.53)

D (s1 ⊗ s2) ≡ Ds1 ⊗ s2 + s1 ⊗Ds2 . (35.54)

练习 35.6 检验上面对于诱导联络 E1 ⊕ E2 和 E1 ⊗ E2 的定义满足对于任意联络的条件 1)
和 2)(在定义 35.1 中给出)。

给定一个向量丛 π : E → M 和 E 上一个联络 D，让我们现在定义截面-值 [Γ(E)-值]
r-形式 [∈ Γ(E) ⊗ Ar(M)] 和矩阵-值 [Γ (E ⊗ E∗)-值] r-形式 [∈ Γ (E ⊗ E∗) ⊗ Ar(M)] 的协变
导数。[一个矩阵可以看成 Γ(E) 上一个线性算符的矩阵表示 (依赖于局域标架场的一个特定
选择)，因此它是 Γ (E ⊗ E∗) 的一个元素]。令 λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M)，并写

λ = λµ1...µr ⊗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr , (35.55)

其中，λµ1...µr ∈ Γ(E)。则我们定义

Dλ ≡ D (λµ1...µr) ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr . (35.56)

令
λµ1...µr = αi{µ1...µr}si , (35.57)

则通过 (35.3)，

Dλµ1...µr = dαi{µ1...µr}si + αi{µ1...µr}Dsi = dαi{µ1...µr}si + αi{µ1...µr}ω
j
i ⊗ sj .

因此
Dλ =dαi{µ1...µr} ∧ dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr ⊗ si
+ ωji ∧

(
αi{µ1...µr}sj ⊗ dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr
)

=dαi{µ1...µr} ∧ dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµr ⊗ si

+ (−1)rαi{µ1...µr} (dx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµr) ∧ ωji ⊗ sj .

(35.58)

我们将简写上面为矩阵方程

Dλ = dλ+ (−1)rλ ∧ ω , λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M) . (35.59)

上面方程中，λ 是 r-形式的一个行矩阵：

λ ≡
(
α1
{µ1...µr}, . . . , α

m
{µ1...µr}

)
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ,

而 λ ∧ ω 意思是楔积同时也是矩阵乘法。
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现在令 η ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar(M)，并写

η = ηµ1...µr ⊗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr , (35.60)

其中，ηµ1...µr 是 Γ (E ⊗ E∗) 中一个元素，由下式给出

ηµ1...µr = αi{µ1...µr}si ⊗ βj{µ1...µr} (s
∗)
j
, (35.61)

其中，αi{µ1...µr} 和 βj{µ1...µr} 都是 M 上的光滑函数。则我们定义

Dη ≡ D (ηµ1...µr) ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr . (35.62)

通过 (35.54)，

D (ηµ1...µr) =D
(
αi{µ1...µr}si

)
⊗ βj{µ1...µr} (s

∗)
j
+ αi{µ1...µr}si ⊗D

(
βj{µ1...µr} (s

∗)
j
)

=
{(
dαi{µ1...µr}

)
⊗ si + αi{µ1...µr}ω

k
i ⊗ sk

}
⊗ βj{µ1...µr} (s

∗)
j

+ αi{µ1...µr}si ⊗
{
dβj{µ1...µr} ⊗ (s∗)

j − βj{µ1...µr}ω
j
k (s

∗)
k
}

= d
(
αi{µ1...µr}βj{µ1...µr}

)
si ⊗ (s∗)

j

+ αiβj{µ1...µr}
βj{µ1...µr}

{
ωki ⊗ sk ⊗ (s∗)

j − si ⊗ (s∗)
k ⊗ ωjk

}
.

(35.63)

因此

Dη =d
(
αi{µ1...µr}βj{µ1...µr}

)
si ⊗ (s∗)

j ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr

+ αi{µ1...µr}βj{µ1...µr}

{
(−1)r

(
sk ⊗ (s∗)

j
)
∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr ∧ ωki

−ωjk ∧
(
si ⊗ (s∗)

k
)
⊗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr

}
,

(35.64)

其中，因子 (−1)r 来自于 (ω)ki (一个 1-形式) 和 r-形式 dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr 的对易。

让我们定义两个矩阵-值形式 η1 和 η2 的分次交换子 (graded commutator) 为

[η1, η2]gr ≡ η1 ∧ η2 − (−1)r1r2η2 ∧ η1 , (35.65)

其中，η1 是一个 r1-形式而 η2 是一个 r2-形式。则类似于 (35.59)，我们可以简写 (35.64) 为

Dη = dη − [ω, η]gr , η ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar(M) , (35.66)

其中，再一次，ω ∧ η 和 η ∧ ω 涉及矩阵乘法和楔积。

阶化交换子中 ω和 η的阶需要一些解释。考虑 (35.64)等号右边中的项 αi{µ1...µr}βj{µ1...µr}ω
j
k∧(

si ⊗ (s∗)
k
)
⊗ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr。我们可以将它写成

A = αiβjsi ⊗ (s∗)
k
ωjk ∧ ξ ,

其中，ξ 是 r-形式 dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr，而 αi 和 βj 中名标 {µ1 . . . µr} 已经被忽略了。A 可以
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被考虑成一个映射 A : Γ(E)→ Γ(E)⊗Ar+1(M)。因此

Asl = Ailsi = αiβjsi

〈
sl, (s

∗)
k
〉
ωjk ∧ ξ = αiβjsiδ

k
l ω

j
k ∧ ξ

= ωjl ∧
(
βjα

iξ
)
⊗ si =

(
ωjl ∧ η

i
j

)
⊗ si = (ω ∧ η)ilsi ,

其中
ηij ≡ βjαiξ = βj{µ1...µr}α

i
{µ1...µr}dx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµr .

一个类似的考虑适用于 (35.64) 中涉及 (−1)r 的项。

通过应用 (35.66) 到 2-形式的曲率矩阵 Ω，我们看到

DΩ = dΩ− [ω,Ω]gr = dΩ−
(
ω ∧ Ω− (−1)2Ω ∧ ω

)
= dΩ− (ω ∧ Ω− Ω ∧ ω) .

(35.67)

因此 Bianchi 恒等式 (35.36) 可以更简洁地表述为

DΩ = 0 . (35.68)

注意到使用阶化交换子，曲率 Ω 也可以被写成

Ω = dω − 1

2
[ω, ω]gr . (35.69)

为了继续协变导数的微积分，我们将使用 (35.59) 来计算 D2λ，其中 λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M)。我
们有

D(Dλ) = d(Dλ) + (−1)r+1(Dλ) ∧ ω

= d (dλ+ (−1)rλ ∧ ω) + (−1)r+1 (dλ+ (−1)rλ ∧ ω) ∧ ω

= (−1)r ((dλ) ∧ ω + (−1)rλ ∧ dω) + (−1)r+1(dλ) ∧ ω − λ ∧ (ω ∧ ω)

= λ ∧ (dω − ω ∧ ω) .

(35.70)

从 (35.18) 得到
D2λ = λ ∧ Ω , λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M) . (35.71)

练习 35.7 从下式开始

D2λ = D (dλ+ (−1)rλ ∧ ω) = D(dλ) + (−1)rD(λ ∧ ω) ,

开始再次得到 (35.71) 结果并意识到 dλ 和 λ∧ ω 都是 Γ(E)⊗Ar+1(M) 中的元素，即：截
面-值 (r + 1)-形式。
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对 (35.66) 取协变微分，我们有

D2η = D (dη − ω ∧ η + (−1)rη ∧ ω) = D(dη)−D(ω ∧ η) + (−1)rD(η ∧ ω)

= −[ω, dη]gr − (d(ω ∧ η)− [ω, ω ∧ η]gr) + (−1)r (d(η ∧ ω)− [ω, η ∧ ω]gr)

= η ∧ (dω − ω ∧ ω)− (dω − ω ∧ ω) ∧ η .

(35.72)

因此
D2η = [η,Ω] , η ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar(M) . (35.73)

注意到 Ω 是一个 2-形式，上面方程中的交换子等于阶化交换子。
一个向量丛 π : E → M 上联络导出 M 中沿着一个曲线 C 的一个向量场的平行移动的

有用概念。

定义 35.4 令 D 是 π : E → M 上一个联络而 C 是 M 中一个参数化曲线。如果一个截面
s ∈ Γ(E) 满足：在 C 上任意点处，有

DXs = 0 (35.74)

其中，X 是沿着 C 的切向量场，则 s 被称为与沿着曲线 C 平行 (parallel)。

令曲线 C 在一个局域坐标邻域 (U ;xµ) 中由下式给出

xµ = xµ(t) , 1 ⩽ µ ⩽ n . (35.75)

则沿着 C 的切向量场 X 是
X =

dxµ

dt

∂

∂xµ
. (35.76)

选择 U 上的一个局域标架场 {si} 使得 s = λisi。则 (35.74) 等价于

DXs = 〈X,Ds〉 =
〈
dxµ

dt
∂µ,
(
dλi
)
si + λiAjiνdx

ν ⊗ sj
〉

=
∂λi

∂xµ
dxµ

dt
si +Aijνδ

ν
µ

dxµ

dt
λj ⊗ si =

(
dλi

dt
+Aijµ

dxµ

dt
λj
)
si = 0 .

(35.77)

由于 si 是独立的，上面方程表明下面方程系统：

dλi

dt
+Aijµ

dxµ

dt
λj = 0 , 1 ⩽ i ⩽ m . (35.78)

给定初始条件 λ′(0) 的一个集合，即：v ∈ Ex(0) = π−1(x(0))，存在唯一一个解 (基于常微分方
程的唯一性定理)。沿着曲线 C 的向量场 s(t) = λi(t)si 被称为向量 v = λi(0)si 沿着曲线 C

的平行移动 (parallel displacement)。这个概念在物理中有许多特定的应用。特别地，它引
导出了完整 (holonomy)1的概念。

定义 35.5 令 C 是一个流形 M 中的一个光滑参数化曲线，而 D 是向量丛 π : E → M

上一个给定联络。假设 C (t0) = x 和 C (t1) = y 是 M 中曲线 C 的点。则线性映射

1译注：holonomy 也有人译为和乐，我们这里译为完整。
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H(C;D) : π−1(x)→ π−1(y) 由下式给出

H(C;D)(v) = w , (35.79)

其中，v 是 π−1(x) 中一些向量，而 w 是沿着曲线 C 从 x 到 y 平行移动的结果被称为沿
着曲线 C 从 x 到 y 的完整映射 (holonomy map) 。

练习 35.8 说明完整映射 H(C;D) 与曲线 C 的参数化无关。

定理 35.3 平行移动以及由此的完整映射在局域标架场的一个规范变换下是不变的。

证明：方程 (35.78) 描述 v(t) = vi(t)si 的平行移动 (依赖于局域标架场 {si}) 可以被写成

d

dt
vi = −dx

µ

dt
Aijµv

j , (35.80)

有 v (t0) = v 和 v (t1) = w。现在应用规范变换 (s′)i = gji sj，使得

vi(t)si = (v′)
i
(t) (s′)i ,

其中，(v′)
i
(t) = (g−1)

i

j (C(t))v
j(t)。[参考 Table 1.1]。我们则有

d

dt
(v′)

i
(t) =

(
d

dt

(
g−1
)i
j
(C(t))

)
vj(t) +

(
g−1
)i
j
(C(t))

dvj(t)

dt

=
∂ (g−1)

i

j

∂xµ
dxµ

dt
vj −

(
g−1
)i
j

dxµ

dt
Ajkµv

k

=
∂ (g−1)

i

j

∂xµ
dxµ

dt
gjl (v

′)
l −
(
g−1
)i
j

dxµ

dt
Ajkµg

k
l (v

′)
l

= −dx
µ

dt

(
gkl A

j
kµ

(
g−1
)i
j
−
∂ (g−1)

i

j

∂xµ
gjl

)
(v′)

l
.

(35.81)

由于 gjl (g
−1)

i

j = δil，
∂ (g−1)

i

j

∂xµ
gjl = −

∂gjl
∂xµ

(
g−1
)i
j
.

因此 (35.81) 表明
d (v′)

i

dt
= −dx

µ

dt
(A′)

i

iµ (v
′)
t
, (35.82)

其中

(A′)
i

lµ ≡
∂gjl
∂xµ

(
g−1
)i
j
+ gkl A

j
kµ

(
g−1
)i
j
, (35.83)

与 1-形式的联络矩阵由 (35.17) 给出的规范变换规则完全一致。因此，(35.80)，即：平行移动
的过程，依赖于一个规范变换是不变的。 □

依赖于一个局域标架场 {si}，让我们写完整映射 H(C;D) : π−1 (C (t0)) → π−1 (C (t1))

的矩阵表示为
Hsi = Hj

i sj . (35.84)
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依赖于规范变换标量场 (s′)i = gji (C(t))sj，我们有

H (s′)i = (H ′)
j

i (s
′)j . (35.85)

因此
Hgji (C (t0)) sj = (H ′)

j

i g
k
j (C (t1)) sk ,

或
gji (C (t0))H

k
j sk = (H ′)

j

i g
k
j (C (t1)) sk .

这意味着矩阵方程
g (C (t0))H = H ′g (C (t1)) ,

或
H ′ = g (C (t0))Hg

−1 (C (t1)) , (35.86)

其是完整映射的矩阵表示的规范变换规则。
当我们考虑闭圈的完整映射时，会出现一种重要情况：x = C (t1) = C (t0)。在这种情况

下，H(C;D) 是向量空间 Ex = π−1(x) 上的一个线性算符。集合

Hx ≡ {H(C;D)|C (t0) = C (t1) = x} (35.87)

对应于 x处的所有圈组成了 GL(m)的一个子群，其中 m是 Ex 的维度，称为参考于点 x ∈M
处联络 D 的完整群 (holonomy group)。
假设 H ∈ Hx。则在一个规范变换下，(35.86) 表明 H 的矩阵表示根据下式变换

H ′ = g(x)Hg−1(x) . (35.88)

我们因此得到了规范不变量
W ≡ Tr(H) , H ∈ Hx , (35.89)

在物理学文献中称为 Wilson 圈 (Wilson loop)。





36. Yang-Mills方程

Maxwell 的电动力学提供了规范场理论的最简单例子。在本章中我们首先将用微分形式
重写Maxwell方程组并且说明它们可以从曲率 2-形式的协变导数中获得。Maxwell方程组 (描
述 Abel 规范场理论) 对非 Abel 情形的推广被称为 Yang-Mills 方程 [在 (36.34) 中给出]。

Maxwell 方程组的标准形式如下

∇ ·B = 0 , (36.1)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 , (36.2)

∇ ·E = ρ , (36.3)

∇×B − ∂E

∂t
= j . (36.4)

回忆电磁场张量 Fµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3, [c.f. (2.31)]：

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 . (36.5)

引入 2-形式 [c.f. (35.45)]
Ω =

1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν . (36.6)

运用 (36.5)，我们可以显式写出 Ω 为

Ω = E1dx ∧ dt+ E2dy ∧ dt+ E3dz ∧ dt+B1dy ∧ dz +B2dz ∧ dx+B3dx ∧ dy . (36.7)
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运用记号

dr = (dx, dy, dz) (36.8)

da = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy) (36.9)

方程 (36.7) 也可以被写成
Ω = E · dr ∧ dt+B · da . (36.10)

对 (36.7) 取外微分，我们得到

dΩ =

(
∂E3

∂y
− ∂E2

∂z

)
dy ∧ dz ∧ dt+ ∂B1

∂t
dy ∧ dz ∧ dt

+

(
∂E1

∂z
− ∂E3

∂x

)
dz ∧ dx ∧ dt+ ∂B2

∂t
dz ∧ dx ∧ dt

+

(
∂E2

∂x
− ∂E1

∂y

)
dx ∧ dy ∧ dt+ ∂B3

∂t
dx ∧ dy ∧ dt

+

(
∂B1

∂x
+
∂B2

∂y
+
∂B3

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz ,

(36.11)

或者

dΩ =

(
∇×E +

∂B

∂t

)
· da ∧ dt+ (∇ ·B)dτ , (36.12)

其中，dτ ≡ dx ∧ dy ∧ dz 是空间中的体积元素。

练习 36.1 运用外微分的规则来验证 (36.11)。

很明显看到第一对 Maxwell 方程 [(36.1) 和 (36.2)] 等价于一个单个方程

dΩ = 0 (36.13)

让我们现在来计算 ⋆Ω，其中 ⋆是在 (29.11)中定义的 Hodge-star算符。在现在这种情况下，⋆
定义在外形式丛 Λ (M∗)[c.f. (30.22)]中，其中M 是具有由 (2.20)给出度规 ηµν 的 Minkowski
时空，并且定向选择为 σ = dt∧ dx∧ dy ∧ dz。我们看到，通过运用方程 (29.42) 到 (29.47) 的
结论，

⋆Ω =− E1dy ∧ dz − E2dz ∧ dx− E3dx ∧ dy

−B1dt ∧ dx−B2dt ∧ dy −B3dt ∧ dz .
(36.14)

因此

d ⋆ Ω =− ∂E1

∂x
dx ∧ dy ∧ dz − ∂E1

∂t
dt ∧ dy ∧ dz − ∂E2

∂y
dy ∧ dz ∧ dx

− ∂E2

∂t
dt ∧ dz ∧ dx− ∂E3

∂z
dz ∧ dx ∧ dy − ∂E3

∂t
dt ∧ dx ∧ dy

− ∂B1

∂y
dy ∧ dt ∧ dx− ∂B1

∂z
dz ∧ dt ∧ dx− ∂B2

∂x
dx ∧ dt ∧ dy

− ∂B2

∂z
dz ∧ dt ∧ dy − ∂B3

∂x
dx ∧ dt ∧ dz − ∂B3

∂y
dy ∧ dt ∧ dz ,

(36.15)
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并且

⋆d ⋆ Ω =−
(
∂E1

∂x
+
∂E2

∂y
+
∂E3

∂z

)
dt+

(
∂B3

∂y
− ∂B2

∂z
− ∂E1

∂t

)
dx

+

(
∂B1

∂z
− ∂B3

∂x
− ∂E2

∂t

)
dy +

(
∂B2

∂x
− ∂B1

∂y
− ∂E3

∂t

)
dz .

(36.16)

等价地，

⋆d ⋆ Ω = −∇ · Edt+
(
∇×B − ∂E

∂t

)
· dr . (36.17)

算符 ⋆d⋆ 也经常被称为余微分 (codifferential)。现在，我们可以在 M 上定义向量场 J：

J ≡ j0 ∂
∂t

+ j1
∂

∂x
+ j2

∂

∂y
+ j3

∂

∂z
, (36.18)

其中，j0 = ρ(电荷密度)，并且 j = (j1, j2, j3)(电流密度)。J 的对偶 1-形式是

J = j0dx
0 + j1dx

1 + j2dx
2 + j3dx

3 = j0dt+ j1dx+ j2dy + j3dz (36.19)

其中，

j0 = η00j
0 = −j0 = −ρ , (36.20)

j1 = η11j
1 = j1 , j2 = η22j

2 = j2 , j3 = η33j
3 = j3 . (36.21)

因此
J = −ρdt+ j · dr . (36.22)

通过与 (36.17) 的对比，我们看到 Maxwell 方程的第二对 (36.3) 和 (36.4) 等价于

⋆d ⋆ Ω = J . (36.23)

从 (2.18) 我们看到
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (36.24)

其中，A0 = η00A
0 = −A0 = −ϕ,Ai = Ai(i = 1, 2, 3)，和 ϕ,A = (A1, A2, A3) 分别是电磁标

量势和向量势。由于 Aµ 不是矩阵值，[Aµ, Aν ] = 0，并且 (36.24) 变成 (35.43) 的一个特殊情
况。让我们定义 1-形式

ω = Aµdx
µ Aµ(x) ∈ C∞(M) . (36.25)

则从 (36.6) 得到
Ω = dω . (36.26)

也有
ω ∧ ω = 0 , (36.27)

和
∧Ω = Ω ∧ ω . (36.28)
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练习 36.2 对于由 (36.25) 定义的 ω，验证 (36.27) 和 (36.28)。

从 (35.18) 得到 Ω 可以被识别为曲率 2-形式对应于联络 1-形式 ω，定义在一个具有结构
群 U(1) 的 (hermitian) 线丛上 π : E →M，其中每个纤维 Ex 是一个一维复向量空间。此外，
方程 dΩ = 0 [(36.13)] 只是 Bianchi 恒等式 [(35.36)] 的特殊情况。因此，Maxwell 方程组在如
下形式中

dΩ = 0 , (36.29)

⋆d ⋆ Ω = J , (36.30)

第一个方程本质上完全是几何的，只是 Bianchi 恒等式。事实证明，第二个方程引导出电荷守
恒的物理要求，表述为连续性方程 (equation of continuity)

∇ · j +
∂ρ

∂t
= 0 (36.31)

实际上，通过将 Hodge star 作用在 (36.30) 的两边，我们得到

⋆J = ⋆ ⋆ d ⋆ Ω = d ⋆ Ω (36.32)

由于在现在情况 [c.f. (29.18)] 中 ⋆⋆ = 1。因此，由于 d2 = 0，

d ⋆ J = 0 . (36.33)

很容易从电流密度 1-形式 J [(36.22)] 的定义来验证：(36.33) 与连续性方程 (36.31) 一样。

练习 36.3 说明 (36.33) 与 (36.31) 一样。

Maxwell方程组 [(36.29)和 (36.30)]推广到非 Abel情况给出所谓的 Yang-Mills方程 (Yang-
Mills equations) 如下：

DΩ = 0 , ⋆D ⋆ Ω = J , (36.34)

其中，D 是协变导数对应于一个 hermite 向量丛 π : E → M 上一个给定联络，并且 J 是一
个推广“电流”1-形式"。[回忆在由 (35.66) 给出一个矩阵值 2-形式上 D 的作用]。第一个方
程再一次只是 Bianchi 恒等式 [(35.68)]。

Yang-Mills 方程是非线性偏微分方程来求解联络 ω，其曲率是 Ω。限制我们对自由场情
况 (J = 0) 的关注，(36.34) 中的第二个方程出现为

D ⋆ Ω = 0 , (36.35)

并实际上 Yang-Mills 作用泛函 (Yang-Mills action functional)

SYM = −
∫
M

Tr(Ω ∧ ⋆Ω) , (36.36)
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假设我们可以找到一个 ω 使得 Ω = dω − ω ∧ ω 满足

λ ⋆ Ω = Ω , (36.37)

其中，λ 是一些常数。Ω 则由于 Bianchi 恒等式 DΩ = 0 自然是 (36.35) 的一个解。通过对
(36.37) 作用 Hodge-star，我们找到

λ ⋆ ⋆Ω = ⋆Ω , (36.38)

或者
λ ⋆ Ω = λ2 ⋆ ⋆Ω = Ω , (36.39)

其中，最后一个等号来自于 (36.37)。从 (29.18)，

⋆ ⋆ Ω = (−1)2(n−2)+(n−S)/2Ω = ±Ω , (36.40)

其中，n 是基础流形 M 的维度并且 S 是 M 上的号差 [c.f.(29.14)]。从 (36.39) 得到 λ2 = ±1。
方程 (36.37) 则分为两种情况:

⋆ Ω = ±Ω , (36.41)

⋆ Ω = ±iΩ . (36.42)

如果 ⋆Ω = Ω，则曲率 Ω 被称为自对偶 (self-dual)；如果 ⋆Ω = −Ω，则 Ω 被称为反自对偶
(anti-self-dual)。Yang-Mills 方程的自对偶和反自对偶的解被称为瞬子 (instantons)。它们
在物理中场论与 R4 中阐明微分结构有着一样的重要的作用 (见 Donaldson 和 Kronheimer，
1991 )。

从 (36.40)，看到如果 TxM 对于任意 x ∈M(S = n) 有一个 Euclid 度规，⋆Ω = ±Ω；同
时 ⋆Ω = ±iΩ 如果 TxM 有一个 Lorentz 度规 (S = n− 2)。等价地，(36.41) 来自于 Riemann
流形同时 (36.42)来自于半 Riemann流形 (具有一个赝 Riemann度规的流形) (见 Chapter 39
)。这种差异是有意的，因为它对向量丛 π : E →M 可以具有的结构群 (规范群) 的类型施加
了严格的约束。我们将只是简单在这里指明原因而不证明。由于 Ω 是 Lie 代数 (G)-值，所以
是 ⋆Ω。方程 (36.42) 则要求 iG = G。但是对于一个紧致 Lie 群的任意 Lie 代数不满足这一条
件。另一方面，当 (36.41) 应用时规范群没有这样的限制。由于物理中的绝大部分有趣规范群
是紧致 Lie 群 [比如 G = U(n)]，瞬子解是物理中内部意义。





37. 主丛上的联络

为了引入一个主纤维丛的概念，我们将首先讨论这样一个丛一个具体例子，称为：一个标
架丛。

定义 37.1 令 M 是一个 n-维流形。M 上在 x ∈M 处的标架一个是一个线性同构 f : Rn →
TxM。假设

f(1, 0, . . . , 0) = e1

...

f(0, 0, . . . , 1) = en ,

(37.1)

则 {e1, . . . , en} 是 TxM 的一组基。因此，一个标架也可以被写成形式 (x; e1, . . . , en) 的一
个组合，其中 x ∈M 和 (e1, . . . , en) 是 x ∈M 处 n 个线性无关切向量。

记 M 上所有标架的集合为 P。我们可以引入 P 上一个可微结构使得它成为一个光滑流
形，而自然投影 π : P →M 定义为

π (x; e1, . . . , en) = x (37.2)

是一个光滑映射。三重态 (P,M, π) 则被称为 M 上标架丛。可微结构是从基流形 M 继承
而来的并且构造如下。假设 (U ;xi) 是 M 的一个坐标邻域。则存在 U 上一个自然标架场(
∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn

)
。因此 U 上任意标架 (x; e1, . . . , en) 可以被表述

ei = Xk
i

(
∂

∂xk

)
x

, 1 ⩽ i ⩽ n , (37.3)

其中，
(
Xk
i

)
是一个非奇异 n× n 矩阵。则我们可以定义一个映射

φU : U ×GL(n,R)→ π−1(U) ,
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称为一个局域平凡 (local trivialization)(或者局域乘积结构)，使得对于任意 x ∈ U 和(
Xk
i

)
∈ GL(n,R)，有

φU
(
x,
(
Xk
i

))
= (x; e1, . . . , en) , (37.4)

其中，ei 由 (37.3) 给出。数字
(
xi, Xk

i

)
可以被视为标架 p = (x; e1, . . . , en) ∈ P 的局域坐标。

因此，P 作为一个流形是 (n+ n2)-维的。

令 (V ; yi) 是 M 的另一个坐标使得 U ∩ V 6= ∅。我们有坐标

yi = yi
(
x1, . . . , xn

)
, i = 1, . . . , n ; (37.5)

的局域变化和下面对于自然基的变换：

∂

∂xi
=
∂yj

∂xi
∂

∂yj
. (37.6)

令
(
yi, Y k

i

)
是 p = (x; e1, . . . , en)的局域坐标，对应于局域平凡 φV : V ×GL(n,R)→ π−1(V )，

其中 x ∈ U ∩ V。我们因此有，从 (37.3)，

ei = Xk
i

∂

∂xk
= Y k

i

∂

∂yk
, (37.7)

或

Y k
i = Xj

i

∂yk

∂xj
. (37.8)

方程 (37.5) 和 (37.8) 一起构成对于 P 中任意两个坐标邻域 π−1(U) 和 π−1(V ) 的坐标变换规
则，其中 U ∩ V 6= ∅，而因此 π−1(U) ∩ π−1(V ) 6= ∅。这些确定了 P 上可微结构。

让我们写 X ≡
(
Xj
i

)
∈ GL(n,R)。对于 x ∈ U，令

φU,x(X) ≡ φU (x,X) . (37.9)

则 φU,x : G(n,R)→ π−1(x) 是一个同胚，而标架丛 P 的典型纤维是 GL(n,R)。

如向量丛的情况一样，我们可以确定一族转移函数 (transition function)

gUV : U ∩ V → GL(n,R) (37.10)

由下式给出
gUV (x) = φ−1

V,x ◦ φU,x . (37.11)

实际上，通过 (37.8)，φ−1
V,x ◦φU,x 恰好是 X 通过 Jacobi矩阵

(
∂yk

∂xj

)
x
∈ GL(n,R)的右平移。这

些转移函数确定在基流形 M 中的重叠坐标邻域 (U ∩V 6= ∅) 中典型纤维是如何“粘”在一起
的，并且决定了标架丛 P 的可微结构。注意到 gUV (x) 只取决于 x ∈M 并且不取决于纤维元
素 X ∈ GL(n,R)。由于 Jacobi 行列式 ∂yk/∂xj 也只确定切丛 T (M) 的转移函数，我们称标
架丛 (P,M, π) 是与切丛 T (M) 相关的主丛。典型纤维和标架丛的结构群一样都是 GL(n,R)。
这是主纤维丛的一个一般特征。也注意到：标架丛和一般情况的主丛不是向量丛。

结构丛 GL(n,R) 通过一个左作用 Lg, g ∈ GL(n,R) 自然作用到标架丛 P 上，其保持纤
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维。Lg 定义为
Lg (x; e1, . . . , en) = (x; (e′)1 , . . . , (e

′)n) , (37.12)

其中
(e′)i = gji ej . (37.13)

很明显 Lg 是纤维保持的 (一个纤维映射到它本身)：

π ◦ Lg = π : P →M . (37.14)

练习 37.1 证明
Lg1g2 = Lg1 ◦ Lg2 . (37.15)

我们现在将构造 P 上微分 1-形式
(
θi, θkj

)
, i, j, k = 1, . . . , n 的一个集合，其将允许我们

来定义 P 上的一个联络。假设 (U ;xi) 和 (V ; yi) 是 M 上两个坐标邻域，具有 P 上对应坐标
系统

(
xi, Xk

j

)
,
(
yi, Y k

j

)
。如果 U ∩ V 6= ∅ 我们有，在 U ∩ V 上，

dyi =
∂yi

∂xj
dxj . (37.16)

通过 (37.8)，另一方面， (
X−1

)j
i
=
∂yk

∂xi
(
Y −1

)j
k
, (37.17)

其中，X−1 和 Y −1 分别是 X 和 Y 的逆矩阵。从上面两个方程得到

(
X−1

)j
i
dxi =

(
Y −1

)j
i
dyi . (37.18)

这意味着 1-形式
θi ≡

(
X−1

)i
j
dxj (37.19)

独立于局域坐标并且是 P 上的一个 1-形式。

练习 37.2 通过运用 (37.16) 和 (37.17) 的矩阵形式验证 (37.18)。

方程的 Pfaffian 系统
θi = 0, i = 1, . . . , n , (37.20)

则确定 P 上一个 n2-维切子空间场 V。在每个点 p ∈ P，对应的切子空间被称为垂直子空间
(vertical subspace)。上面的声明可以如下看到。方程 (37.19) 意味着

dxi = Xi
jθ
j . (37.21)

因此系统 (37.20) 等价于
dxi = 0 , i = 1, . . . , n , (37.22)

在 P 的每个坐标邻域 π−1(U) 中。很明显，(37.22) 是完全可积的，具有 P 中极大积分流形



378 当代数学物理专题

由下式给出
xi =常数 , i = 1, . . . , n , (37.23)

它正是纤维 π−1(x)。因此垂直空间是纤维的切空间，并且是 n2-维的。

现在假设我们被给定 M 上一个仿射联络 D，其是向量丛 T (M) 上定义 35.1 意义中的一
个联络。(对于仿射联络的进一步讨论见 Chapter 39)。对于 ei = Xk

i
∂
∂xk
，我们有，通过 (35.3)

和 (35.10)，

Dei =
(
dXk

i +Xj
i ω

k
j

)
⊗ ∂

∂xk
, (37.24)

其中，ωkj 是联络 D 的 1-形式的联络矩阵。将 Xj
i 视为 P 上的局域坐标，量

DXk
i ≡ dXk

i +Xj
i ω

k
j (37.25)

是 π−1(U) ⊂ P 上微分 1-形式。实际上可以说明 (X−1)
j

kDX
k
i 定义了一个全局 1-形式。规范

变换 (37.6) 下，(35.17) 中的 g 由下式给出

gji =
∂xj

∂yi
. (37.26)

因此，通过 (35.17)，规范变换仿射联络矩阵由下式给出

(ω′)
j

i = d

(
∂xk

∂yi

)
∂yj

∂xk
+

(
∂xk

∂yi

)
ωlk

(
∂yj

∂xl

)
. (37.27)

因此

DY k
i = dY k

i + Y j
i (ω′)

k

j

= dXj
i

∂yk

∂xj
+Xj

i d

(
∂yk

∂xj

)
+ Y j

i

(
d

(
∂xl

∂yj

)
∂yk

∂xl
+

(
∂xl

∂yj

)
ωml

(
∂yk

∂xm

))
.

(37.28)

由于 (37.8)，上面方程等号右边的第二项可以写成

Xh
i

∂yj

∂xh

(
d

(
∂xl

∂yj

)
∂yk

∂xl
+

(
∂xl

∂yj

)
ωml

(
∂yk

∂xm

))
=−Xh

i

∂yj

∂xh
∂xl

∂yj
d

(
∂yk

∂xl

)
+Xh

i

∂yj

∂xh
∂xl

∂yj
ωml

∂yk

∂xm

=−Xh
i δ

l
hd

(
∂yk

∂xl

)
+Xh

i δ
l
hω

m
l

∂yk

∂xm

=−X l
id

(
∂yk

∂xl

)
+X l

iω
m
l

∂yk

∂xm
.

(37.29)

方程 (37.28) 则生成

dY k
i + Y j

i (ω′)
k

j =
(
dXj

i +X l
iω

j
l

) ∂yk
∂xj

, (37.30)

或

DY k
i = DXj

i

∂yk

∂xj
. (37.31)
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让我们现在写 (37.17) 和 (37.31) 成矩阵形式：

X−1 =
∂y

∂x
· Y −1 , (37.32)

DY = DX · ∂y
∂x

. (37.33)

这些意味着，在矩阵形式中，

DX ·X−1 = DY

(
∂y

∂x

)−1(
∂y

∂x

)
Y −1 = DY · Y −1 , (37.34)

其等价于 (
Y −1

)j
k
DY k

i =
(
X−1

)j
k
DXk

i . (37.35)

因此微分 1-形式
θji ≡

(
X−1

)j
k
DXk

i =
(
X−1

)j
k

(
dXk

i +X l
iω

k
l

)
(37.36)

独立于 P 上局域坐标的选择，并且因此是 P 上全局 1-形式。n+ n2 1-形式 θi 和 θji 在 P 上
任意位置是线性无关的，并且因此构成 P 上的一个余标架场。

我们已经知道 Pfaffian 系统 θi = 0 确定 P 上 n2-维垂直子空间场 V。类似地，Pfaffian
系统

θji = 0 , 1 ⩽ i, j ⩽ n , (37.37)

确定一个 n-维切子空间场 H。H(p) 对于每个 p ∈ P 是 TpP 的一个子空间称为水平子空间
(horizontal subspace)。垂直和水平子空间满足下面的性质。

定理 37.1 假设 (P,M, π) 是一个仿射空间 M 的标架丛 [M 定义了切丛 T (M) 上的一个联
络 D]。P 上全局 1-形式 θi [(37.19)] 和 θji [(37.36)] 则决定了 P 上垂直和水平子空间场满
足下面的性质。

1) 在每个点 p ∈ P，Tp(P ) 可以分解成垂直和水平子空间的直和：

Tp(P ) = V(p)⊕H(p) . (37.38)

2) Tp(P ) 的水平子空间投影到基流形 M 的切空间上，即：在投影 π(p) = x ∈M 下，
我们有诱导投影

π∗(H(p)) = Tx(M) . (37.39)

3) H 在 P 上左平移 Lg [g ∈ GL(n,R)] 下是不变的：

(Lg)∗H(p) = H (Lgp) . (37.40)

证明： V(p) 和 H(p) 的维度的和是 n2 + n，其也是 Tp(P ) 的维度。为了证明性质 1)，我们只
需要说明 V(p) ∩ H(p) = 0 [Tp(P ) 中的零向量]。令 X ∈ V(p) ∩ H(p)。从 V(p) 和 H(p) 的定
义，我们有

θi(X) = θij(X) = 0 , 1 ⩽ i, j ⩽ n . (37.41)

由于
{
θi, θij

}
组成一个余标架场，Tp(P ) 中满足 (37.41) 的唯一向量是零向量。
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为了证明性质 2)，我们观察到 π : P → M 是光滑的并且是满射。因此 π∗ : Tp(P ) →
Tx(M) [π(p) = x] 是一个满射同态。由于通过垂直子空间的定义，π∗(V(p)) = 0，π∗ : H(p)→
Tx(M) 是一个同构。

为了证明性质 3) [或 (37.40)]，我们将说明 (1) (Lg)∗H(p) ⊂ H (Lgp)，和 (2) H (Lgp) ⊂
(Lg)∗H(p)。假设 p = (x; e1, . . . , en) 和 Lgp = (x; (e′)1 , . . . , (e

′)n)，其中

(e′)i = gji ej = gjiX
k
j

∂

∂xk
≡ (X ′)

k

i

∂

∂xk
. (37.42)

因此
(X ′)

k

i = gjiX
k
j ,

这说明 (
(X ′)

−1
)k
i
=
(
X−1

)j
i

(
g−1
)k
j
. (37.43)

在矩阵符号下，
(X ′)

−1
= X−1 · g−1 . (37.44)

方程 (37.43) 也意味着
DX ′ = gDX . (37.45)

(记住这里，g ∈ GL(n,R) 不是 M 上的一个函数)。因此

DX ′ · (X ′)
−1

= g
(
DX ·X−1

)
g−1 . (37.46)

换句话，通过由 (37.36) 给出的 1-形式 θji 的定义

(Lg)
∗
θji = gki θ

l
k

(
g−1
)j
l
. (37.47)

假设 H′ ∈ (Lg)∗H(p)。则
H′ = (Lg)∗ H , (37.48)

其中，H ∈ H(p)。则

〈
H′, θji

〉
Lgp

=
〈
(Lg)∗ H, θ

j
i

〉
Lgp

=
〈
H, (Lg)∗ θji

〉
p
= gki

〈
H, θlk

〉
p

(
g−1
)j
l
= 0 , (37.49)

由于 H ∈ H(p)。这意味着 H′ ∈ H (Lgp)。因此得到 (1)。为了证明 (2) 假设

H′ ∈ H (Lgp) . (37.50)

则 〈
H′, θji

〉
Lgp

= 0 . (37.51)

但是 H′ 必须等于 (Lg)∗ H，对于一些 H ∈ Tp(P )。因此

0 =
〈
(Lg)∗ H, θ

j
i

〉
Lgp

=
〈
H, (Lg)∗ θji

〉
p
= gki

〈
H, θlk

〉
p

(
g−1
)j
l
. (37.52)
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它得到 〈
H, θlk

〉
p
= 0 , (37.53)

其意味着 H ∈ H(p)。因此
H′ ∈ (Lg)∗H(p) . (37.54)

这样建立了 (2)。 □
我们可以转述上面过程并声明如下。如果一个 n-维切子空间 H(p) 在标架丛的每个点

p ∈ P 处给出是光滑的，使得子空间的这个场满足定理 37.1 的条件 (1),(2) 和 (3)，则它确定
标架丛 P 上的一个联络。这个联络定义在 P 上则对应基流形 M 上一个仿射联络 D，使得 H
是依赖于联络 D 的标架丛 P 的水平子空间的场。
我们现在准备好推广标架丛到主丛的概念。

定义 37.2 一个主纤维丛 (principal fiber bundle)包括一个流形 P (总空间 (total space))，
一个 Lie 群 G，一个基流形 M，和一个投影映射 π : P →M 使得下面条件保持。

(1) 对于每个 g ∈ G，存在一个左作用微分同胚 Lg : P → P [写做 Lg(p) = gp] 使得
(a) 对于任意 g1, g2 ∈ G 和 p ∈ P，(g1g2) p = g1 (g2p)；
(b) 对于任意 p ∈ P，ep = p，其中 e 是 G 中的恒元；
(c) 如果对于一些 p ∈ P 有 gp = p 则 g = e，即：不存在 Lg 的不动点。回忆
定义 6.6，我们称 G 自由地作用在 P 的左侧上。

(2) M 是流形 P 的商空间依赖于由 P 上 G 的群作用定义的等价关系；而投影
π : P →M 是光滑的且满射 (见 Figure 37.1)：

π−1(π(p)) = {gp | g ∈ G} . (37.55)

对于 x ∈M，π−1(x) 被称为 x 上的纤维 (fiber)。从条件 (1)，对于每个 p ∈ P，存
在一个微分同胚 G → π−1(x) 由 g 7→ gp 给出。因此所有纤维 π−1(x) 微分同胚于
G。然而这个映射取决于 p，并且不需要导出定义了 π−1(x) 的 G 的一个规范辨识。
因此在任意纤维 π−1(x) 上不存在自然群结构。
(3) P 是局域平凡的：对于每个 x ∈M，存在一个 x 的邻域 U 使得 π−1(U) 微分同
胚于 U ×G。换句话说，存在一个微分同胚 TU : π−1(U)→ U ×G 由下式给出

TU (p) = (π(p), φU (p)) , (37.56)

其中，映射 φU : π−1(U)→ G 有性质

φU (gp) = gφU (p) . (37.57)

映射 TU 被称为一个局域平凡 (local trivialization)，或者一个规范的选择 (choice
of gauge)(物理中)。

定义 37.3 假设 TU 和 TV 是定义了群 G 一个主丛 π : P → M 的两个局域平凡，并且
U ∩ V 6= ∅。从 TU 到 TV 的转移函数 (transition function) GUV : U ∩ V → G 对于
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Figure 37.1

x ∈ U ∩ V 定义为
gUV (x) ≡ φ−1

V (p) · φU (p) , (37.58)

其中，p 是 π−1(x) 中任意元素。

从 (37.57) 得到 gUV 独立于 p。实际上

φ−1
V (gp)φU (gp) = (gφV (p))

−1
gφU (p) = φ−1

V (p)g−1gφU (p) = φ−1
V (p)φU (p) . (37.59)

转移函数满足下面的性质：

(1) 对于任意x ∈ U , gUU (x) = e ; (37.60)

(2) 对于任意x ∈ U ∩ V , gV U (x) = (gUV (x))
−1

; (37.61)

(3) 对于任意x ∈ U ∩ V ∩W , gUV (x)gVW (x)gWU (x) = e . (37.62)

练习 37.3 证明上面三个性质。

转移函数是胶水函数，其给出了不同局域平凡 U ×G,V ×G,W ×G, . . . 如何可以粘在一起来
组成总空间 P 的说明。在向量丛的情况中，他们确定了一个主纤维丛的结构。

定义 37.4 一个主丛被称为是平凡 (trivial) 的如果存在一个全局平凡 (global trivializa-
tion)，即：一个微分同胚 TM : P →M ×G。换句话说，P 是全局的一个乘积。

定义 37.5 一个主纤维丛 π : P →M 的一个局域截面 (local section) 是一个映射 σ : U →
P，其中 U 是 M 的一个邻域，使得对于任意 x ∈ U，有 π ◦ σ(x) = x。一个全局截面
(global section) 是一个映射 σ :M → P 使得对于任意 x ∈M，有 π ◦ σ(x) = x。

定理 37.2 一个主纤维丛是平凡的当且仅当它有一个全局截面。

证明：足够说明在局域 (全局) 截面和局域 (全局) 平凡之间存在一个自然一一对应。我们将
对于局域情况说明这一点；全局情况完全由相同的讨论得到。令 σ : U → P 是一个局域截面。
对应于此，我们可以定义一个局域平凡 TU : π−1(U)→ U ×G 如下。任意 p ∈ π−1(U) 可以被
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写成 p = gσ(π(p))，对于一些独一无二的 g ∈ G。则集合

TU (p) = (π(p), g) . (37.63)

反过来，给定一个局域平凡 TU，我们可以定义对应局域截面为

σ(x) = T−1
U (x, e) . (37.64)

定理从定义 37.4 中给出的平凡的定义得到。 □
让我们现在引入一个主纤维丛上联络的关键定义。三个表面上看起来较为不同的标准定

义将会被给出，然后说明它们等价。我们开始于一个基于前面讨论过对于标架丛特殊情况的
水平和垂直子空间的定义。

定义 37.6 定义了群 G 的一个主丛 π : P → M 上的一个联络 (A connection on a
principal bundle) 是对切空间 P (n = dimM) 的一个 n-维子空间 H(p) ⊂ TpP 的每个
p ∈ P 的一个光滑分配使得

TpP = H(p)⊕ V(p) , (37.65)

其中，V(p) 是子空间
V(p) ≡ {X ∈ TpP | π∗(X) = 0} . (37.66)

子空间域 H 也被要求在左作用 Lg(g ∈ G) 下是不变的：对于任意 g ∈ G 有

(Lg)∗H(p) = H(gp) , (37.67)

V(p) 和 H(p) 分别被称为 TpP 的垂直子空间 (vertical subspace) 和水平子空间 (hori-
zontal subspace)。

练习 37.4 说明从 (37.65) 和 (37.66) 得到在基流形 M 上水平子空间 H(p) 投影到切空间
Tπ(p)M 上：

π∗H(p) = Tπ(p)M . (37.68)

回忆在主丛的情况中，水平子空间被认做为 P 上矩阵-值 1-形式 [(37.36) 的 θji ] 的积分流
形 (或被其湮灭的空间)。这些 1-形式将进一步显示来满足性质 (37.47)。因此，我们被引导对
主丛上的联络进行下面的替代定义。

定义 37.7 假设 G 是 Lie 群 G 的 Lie 代数，其是一个主纤维丛 π : P →M 的一个结构群。
令 A ∈ G，并且 A# 称为一个基本场 (fundamental field)，是 P 上的向量场定义为

A#(p) ≡ d

dt
(exp(At)p)t=0 . (37.69)

主丛上 π : P →M 的一个联络 (connection) 是 P 上一个 G-值 1-形式 ω 满足下面两个
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性质：

(1) ω
(
A#(p)

)
= A (37.70)

(2) (Lg)
∗
(ω) = Ad(g)(ω) , (37.71)

其中，Ad(g) : G → G 是由 (34.81) 给出的 G 的伴随表示。我们称联络 1-形式 ω 是一个
左平移下的伴随-不变。

练习 37.5 说明上面定义中的条件 (2) 可以重新表述为：
对于任意 g ∈ G，p ∈ P 和 Xp ∈ TpP，有

ωgp
(
(Lg)∗ Xp

)
= (Ad(g)) (ωp (Xp)) , (37.72)

练习 37.6 说明对于矩阵群 G 的情况：
对于任意 g ∈ G 和 A ∈ G (G 的 Lie 代数)，有

Ad(g)(A) = gAg−1 , (37.73)

(37.73) 的等号右边被解释为矩阵乘法的意义。提示：写

Ad(g)(A) = d

dt
(adg exp(At))t=0 .

我们现在来到一个主丛上的联络的最终定义，在基流形 M 上以 G-值 1-形式的形式，而
不是总空间 P 上的 1-形式。这个定义在物理应用中最合适。

Figure 37.2

定义 37.8 一个主纤维丛 π : P → M 上的一个联络 (connection) 分配给每个局域平凡
TU : π−1(U)→ U ×G (物理学文献中规范的一种选择) 一个 U 上 G-值 1-形式 ωU，其对于
规范变换 (在不同的局域平凡之间) 满足下面的规则：对于任意 Xx ∈ TxM 和 x ∈ U ∩ V，
有

ωV (Xx) =
(
Rg−1

UV (x)

)
∗
((gUV )∗ (Xx)) +Ad (gUV (x)) (ωU (Xx)) . (37.74)

上面的公式需要进行展开以便理解其重要性。令 γ(t) 是经过 x ∈ U ∩ V 的一条曲线使得



Chapter 37.主丛上的联络 385

γ(0) = x 和 γ′(0) = Xx (见 Figure 37.2)。然后，在矩阵群 G 的情况中，(
Rg−1

UV (x)

)
∗
((gUV )∗ (Xx)) =

(
Rg−1

UV (x)

)
∗

d

dt
(gUV (γ(t)))t=0

=
d

dt

(
gUV (γ(t))g

−1
UV (x)

)
t=0

= (dgUV ) (Xx) g
−1
UV (x) ,

(37.75)

其中，dgUV 被理解为是 U ∩ V 上一个矩阵-值 1-形式。也有，通过 (37.73)，

Ad(gUV (x)) (ωU (Xx)) = gUV (x)ωU (Xx) g
−1
UV (x) . (37.76)

因此，在矩阵群 G的情况中，我们可以将规范变换规则 (gauge transformation rule)(37.74)
写为

ωV = (dgUV ) g
−1
UV + gUV ωU g−1

UV . (37.77)

它和 (35.17) 的形式完全一样。

让我们现在来说明一个主丛上的联络的三个定义 (定义 37.6, 定义 37.7, 定义 37.8) 是等
价的。

假设给我们一个 G-值联络 1-形式 ω，如定义 37.7中确定的。我们需要找到满足定义 37.6
条件的 P 上水平子空间的一个场。我们将其定义为由 ω 湮灭的子空间场：

H(p) = {X ∈ TpP | ωp(X) = 0} . (37.78)

通过 (37.70)，在任意 Y ∈ V(p)(垂直子空间) 上 ω 的作用等于 A，对于一些 A ∈ G, A 6= 0。
因此 V(p) ∩ H(p) = ∅ 和 TpP = V(p)⊕H(p)。同样通过 (37.72) 和 (37.78)，X ∈ H(p) 表明
X ∈ (Lg)∗H(p)，而反之亦然，因此 (Lg)∗H(p) = H(gp)。

现在假设给出的一个光滑 H(p) 满足定义 37.6 中确定性质。令 X ∈ H(p) 和 A# ∈ V(p)
是由 (37.69) 给出的。我们定义一个 G-值 1-形式 ω 由下式给出

ω
(
A# + X

)
= A . (37.79)

设定 X = 0，我们有 ω
(
A#) = A。这也表明对于 X ∈ H(p)，有 ω(X) = 0。为了完成证明：ω 如

(37.79)定义的实际上是一个联络 1-形式，我们需要说明它满足 (37.72)。任意 X ∈ TpP 可以被
写成 X = aH+ bV，其中 H ∈ H(p)和 V ∈ V(p)。所以我们只需要分别对任意水平和垂直向量
验证 (37.72)。假设 H ∈ H(p)，则 ω(H) = 0。由于 H(p)是 Lg-不变 [(37.67)]，ω

(
(Lg)∗ H

)
= 0；

而对于 H ∈ H(p) 验证了 (37.72)。考虑对于一些 A ∈ G，有 V = A#(p) ∈ V(p) [回忆 (37.69)
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中 A# 的定义]。我们有

ωgp
(
(Lg)∗A

#(p)
)

=ωgp

(
(Lg)∗

d

dt
(exp(At)p)t=0

)
[通过(37.69)]

=ωgp

(
d

dt
(g exp(At)p)t=0

)
=ωgp

(
d

dt

(
g exp(At)g−1 · gp

)
t=0

)
=ωgp

(
d

dt
(adg(exp(At))gp)t=0

)
[通过(34.80)]

=ωgp

(
d

dt
(exp(Ad(g)At)gp)t=0

)
=ωgp

(
(Ad(g)A)#gp

)
[通过(37.69)]

=Ad(g)A = (Ad(g))
(
ω
(
A#(p)

))

(37.80)

因此对于一个垂直向量也证明了 (37.72)。这样就完成了定义 37.6 和 37.7 是等价的论证。我
们现在换到定义 37.7 和 37.8 的等价性。

令 ω 是一个如定义 37.7 中确定的 G-值联络 1-形式，而 TU : π−1(U)→ U ×G 是一个局
域平凡。有一个由 σU (x) = T−1

U (x, e)[c.f. (37.64)] 给出的局域截面 σU : U → P 与 TU 关联。
我们在 U 上定义一个 G-值 1-形式 ωU 为

ωU = σ∗
Uω , (37.81)

并且声明它是定义 37.8 意义中的联络 1-形式。为了验证这一声明，我们不得不说明规范变换
ωU → ωV = σ∗

V ω 是由 (37.74)给出的。假设 TU 是由 TU (p) = (π(p), φU (p))，则对于 x = π(p)，

TU (φU (p)σU (x)) = (x, φU (φU (p)σU (x))) = (x, φU (p)φU (σU (x)))

= (x, φU (p)e) = (x, φU (p)) = TU (p) .
(37.82)

因此
p = φU (p)σU (x) . (37.83)

类似地，
p = φV (p)σV (x) , (37.84)

其中，x ∈ U ∩ V。上面两个方程意味着

σV (x) = φ−1
V (p)φU (p)σU (x) = gUV (x)σU (x) , (37.85)

其中，最后一个等号来自于 (37.58)。现在令 Xx ∈ TxM，并且假设 γ(t) 是 M 中一个曲线且
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满足 x = γ(0) 和 Xx = γ′(0)。我们可以计算提升 (lift) (σV )∗ (Xx) 如下：

(σV )∗ (Xx) =
d

dt
(σV (γ(t))))t=0 =

d

dt
(gUV (γ(t))σU (γ(t)))t=0

=
d

dt
(gUV (x)σU (γ(t)))t=0 +

d

dt
(gUV (γ(t))σU (x))t=0

=(LgUV (x))∗ (σU )∗ (Xx) +
d

dt

(
gUV (γ(t))g

−1
UV (x)σV (x)

)
t=0

=
(
LgUV (x)

)
∗ (σU )∗ (Xx) +

((
Rg−1

UV
(x)
)
∗
(gUV )∗ (Xx)

)#

σV (x)
.

(37.86)

则在 P 上给定的联络 1-形式 ω 可以被应用到上面方程的等号右边来得到

ωV (Xx) =
(
(σV )

∗
ω
)
(Xx) = ω ((σV )∗ (Xx))

=ω

(((
Rg−1

UV (x)

)
∗
(gUV )∗ (Xx)

)#

σV (x)

)
+ ω

((
LgUV (x)

)
∗ (σU )∗ (Xx)

)
=
(
Rg−1

UV (x)

)
∗
((gUV )∗ (Xx)) +Ad (gUV (x)) (ω ((σU )∗ (Xx)))

=
(
Rg−1

UV (x)

)
∗
((gUV )∗ (Xx)) +Ad (gUV (x)) (ωU (Xx)) .

(37.87)

它和 (37.74) 是一样的。我们因此已经证明了 ωU = (σU )
∗
ω 是 M 上期望的局域联络 1-形式。

相反的，假设给出我们局域 1-形式 ωU ,ωV , 等满足 (37.74) 的规范变换规则。令 σU 是与
局域平凡 TU [c.f. (37.64)] 关联的局域截面。对于 x ∈ U, p = σU (x), Xx ∈ TxM 和 A ∈ G，我
们定义映射 ωU : TPP → G 通过

ωU
(
(σU )∗Xx +A#) = ωU (Xx) +A . (37.88a)

定义在所有 π−1(U) 上的一个 G-值 1-形式可以从它的映射通过展开它的区域如下来构造：对
于 Xgp ∈ TgpP，有

ωU (Xgp) = (Ad(g)) ωU
(
(Lg−1)∗ Xgp

)
. (37.88b)

π−1(U) 上的因而产生的 1-形式，也记为 ωU，满足 (37.72) 当限制在丛 π : π−1(U) → U，
并且因此是定义 37.7 意义上这个限制丛上的联络 1-形式。假设 TV 是另一个局域平凡，其中
U ∩ V 6= ∅。我们可以在 π−1(V ) 上简单定义一个局域联络 1-形式 ωV。我们的任务是来说明
在 π−1(U ∩ V ) 上 ωU = ωV，以使得局域 1-形式 ωU , ωV 等在定义 37.7 的意义上共同定义一
个全局 1-形式 ω。足够说明在 σV (U ∩ V ) 上有 ωU = ωV，那么通过借助于 (37.88b) 它们在
所有 π−1(U ∩ V ) 上将都符合。由于 ωU

(
A#) = A = ωV

(
A#)，其足够来检验对于 x ∈ U ∩ V

和 Xx ∈ TxM，有 ωU ((σV ) , Xz) = ωV ((σV )∗Xx)。通过 (37.88a)，ωV ((σV ) , Xx) = ωV (Xx)，
当 [回忆 (37.86)]

ωU ((σV )∗Xx) = ωU
(((

Rg−1
UV (x)

)
∗
(gUV )∗ (Xx)

)#

σV (x)
+
(
LgUV (x)

)
∗ (σU )∗ (Xx)

)
=
(
Rg−1

UV (x)

)
∗
(gUV )∗ (Xx) +Ad (gUV (x)) (ωU (Xx)) = ωV (Xx) ,

(37.89)

其中最后一个等号从 (37.74) 得到。因此，我们已经在 P 上从局域联络 ωU , ωV , . . . 构造了一
个全局联络 1-形式 ω，反过来其局域联络是从 M 上局域 1-形式 ωU , ωV , . . . 构造的。更进一
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步，很明显有 ωU = (σU )
∗
ω，ωV = (σV )

∗
ω 等。这样就完成了定义 37.7 和定义 37.8 等价的

验证。
在物理文献中，主纤维丛上的局域联络 1-形式 ωU 被称为规范势 (gauge potentials)。
如果没有下面的基本定理 (将只表述而不证明)，上面的发展将毫无意义。

定理 37.3 任意主纤维丛容许一个联络。

对应于一个主纤维丛上一个联络，总空间 P 上一个曲率 2-形式可以被定义。这个曲率将
被说明与之前定义的一个向量丛上曲率 2-形式 [c.f. (35.18)] 密切相关。首先，我们给一个初
步定义。

定义 37.9 令 φ ∈ Λi(M,G) 和 ψ ∈ Λj(M,G) 分别是一个度数为 i 和 j 流形 M 上 G-值的
外微分形式。φ 和 ψ 的括号乘积 (braket product)，其是 Λi+j(M,G) 中的一个元素，并
且记为 [φ,ψ]G，被定义成其作用在 (X1, . . . , Xi+j) 上，其中 X1, . . . , Xi+j ∈ Γ(TM) 是 M

上一个任意向量场，通过

[φ,ψ]G (X1, . . . , Xi+j)

≡ 1

(i+ j)!

∑
σ

(sgnσ)
[
φ
(
Xσ(1), . . . , Xσ(i)

)
, ψ
(
Xσ(i+1), . . . , Xσ(i+j)

)]
,

(37.90)

其中，σ ∈ S(i+ j) 是对称群 S(i+ j) 中一个排列，求和遍历所有这样的排列，并且 (37.90)
的等号右边的括号 [ , ] 是 Lie 代数 G 的 Lie 括号。

作为一个例子，假设 φ 和 ψ 都是 G-值 1-形式。则

[φ,ψ]G (X1, X2) =
1

2
[φ (X1) , ψ (X2)]−

1

2
[φ (X2) , ψ (X1)] , (37.91)

特别地，如果 ω 是一个 G-值 1-形式，则

[ω, ω]G (X1, X2) =
1

2
([ω (X1) , ω (X2)]− [ω (X2) , ω (X1)]) = [ω (X1) , ω (X2)] . (37.92)

练习 37.7 假设 φ ∈ Λi(M,G) 和 ψ ∈ Λj(M,G)。令 {E1, . . . , Ef} 是 G 的一组基。说明存在
唯一 R-值 i-形式 φα 和 j-形式 ψβ, α, β = 1, . . . , f，使得

φ = φα ⊗ Eα , (37.93)

ψ = ψβ ⊗ Eβ . (37.94)

进一步说明
[φ,ψ]G =

(
φα ∧ ψβ

)
⊗ [Eα, Eβ] = cγαβ

(
φα ∧ ψβ

)
⊗ Eγ , (37.95)

其中，cγαβ 是依赖于基 {E1, . . . , Ef} 的 G 的结构常数。
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练习 37.8 运用外积的反对易规则 [(28.5)] 和一个 Lie 代数的 Jacobi 恒等式 [(4.26)] 来说明

(1) [ψ,φ]G = −(−1)ij [φ,ψ]G , (37.96a)

(2) (−1)ik[[φ,ψ], ρ]G + (−1)kj [[ρ, φ], ψ]G + (−1)ji[[ψ, ρ], φ]G = 0 , (37.96b)

其中 φ ∈ Λi(M,G)，ψ ∈ Λj(M,G) 和 ρ ∈ Λk(M,G)。

上面两个方程说明 M 上 G-值微分形式的代数是一个分次 Lie 代数 (graded Lie alge-
bra).

练习 37.9 运用练习 37.8 的结果来说明：如果 φ ∈ Λi(M,G) 和 ψ ∈ Λj(M,G)，则

d [φ,ψ]G = [dφ, ψ]G + (−1)i[φ, dψ]G . (37.97)

一个主丛上的曲率现在可以用两步定义。

定义 37.10 假设一个主丛 π : P →M 上给定的一个联络，定义了群 G。则任意 X ∈ TpP 可
以被唯一写成一个垂直向量和一个水平向量的和：X = V+H，使得如果 ω 是对应于该联
络的 G-值 1-形式 π∗V = 0 和 ω(H) = 0。假设 φ ∈ Λi(P,G)，φ 的外协变导数 (exterior
covariant derivative)，写做 Dφ [∈ Λi+1(P,G)]，由下式给出

Dφ ≡ (dφ)H , (37.98)

其中
(dφ)H (X1, . . . ,Xi+1) ≡ dφ (H1, . . . ,Hi+1) , (37.99)

并且 H1, . . . ,Hi+1 分别是 X1, . . . ,Xi+1 ∈ TpP 的水平向量。

定义 37.11 给定一个主丛 π : P → M 上一个 G-值联络 1-形式 ω ∈ Λ1(P,G)，G-值曲率
2-形式 Ω 由下式给出

Ω ≡ Dω , (37.100)

其中，D 是对应于给定联络的外协变导数。

为了使这个相当抽象的定义更有意义，我们将尝试分几个步骤投影 (37.100) 到基流形 M

使得它类似于一个向量丛上矩阵-值曲率 Ω 的更熟悉的定义 [c.f (35.69)]。我们将需要下面三
个引理 (第一个引理只表述而不证明)。

引理 37.1 假设 π : P →M 是定义了群 G 的一个主丛，而 and ω 是 P 上一个联络 1-形式。
给定 M 上一个光滑向量场 X，P 上存在一个唯一光滑向量场 XH 使得对于任意 p ∈ P，
有 ω

(
XH
)
= 0 和 π∗

(
XHp
)
= Xπ(p)。场 XH，称为 X 的水平提升 (horizontal lift) 必然

是左不变：
对于任意 g ∈ G , (Lg)∗ X

H
p = XHgp . (37.101)
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引理 37.2 如果 A,B ∈ G，则我们在 P 上基本场直接有下面的关系：

[A,B]# =
[
A#, B#] ≡ A#B# −B#A# , (37.102)

其中在第一个等号的左边，[ , ] 意思是 G 的 Lie 括号。换句话说，映射 # : G → V(p) (p
处的垂直子空间) 保持 G 的 Lie 代数结构。

证明：对于 P 上基本场的映射，# : G → Γ(TP )，由 #(A) ≡ A# 给出 [c.f. (37.69)]，也可以定
义如下。对于任意 p ∈ P，通过 #p(g) = gp, g ∈ G 定义映射 #p : G→ P。则由于 #p(e) = p，
对于 A ∈ TeG，有

A#(p) = #(A) =
d

dt
(exp(tA)p)t=0 = (#p)∗ (A) . (37.103)

因此，(#p)∗ : G → TpP 是一个从 G 到 TpP 的线性映射。现在通过定理 34.5 和 Lie 导数的
定义 [定义 34.8 或方程 (34.60)]，有

[
A#, B#]

p
= lim

t→0

1

t

{
B# −

(
Lg(t)

)
∗B

#}
p
, (37.104)

其中，g(t) ≡ exp(tA) 和 Lg(t)(P 上 g(t) ∈ G 的左作用) 是 P 上由 A# 生成的微分同胚的单
参数群。我们有

((
Lg(t)

)
∗B

#)
p
=
((
Lg(t)

)
∗

)
B#
L−1
g (t)·p =

((
Lg(t)

)
∗

) (
#Lg−1(t)·p

)
∗ (B) , (37.105)

其中，第二个等号从 (37.103) 得到。另一方面，对于任意 g′ ∈ G，有(
Lg(t) ◦#L−1

g (t)·p

)
(g′) =g(t)g′g−1(t) · p =

(
adg(t)g

′) · p
=#p

(
adg(t)g

′) = (#p ◦ adg(t)
)
(g′) ,

(37.106)

因此，对于 B ∈ TeG，有((
Lg(t)

)
∗

) (
#Lg−1·p

)
∗
(B) = (#p)∗Ad(g(t))(B) , (37.107)

其中，[c.f. (34.81)]，
Ad(g(t)) ≡

(
adg(t)

)
∗ .

方程 (37.104) 则意味着

[
A#, B#]

p
= lim

t→0

1

t

{
(#p)∗B − (#)∗Ad(g(t))B

}
= (#p)∗

(
lim
t→0

1

t
{B −Ad(g(t))B}

)
.

(37.108)

我们观察到，由于对于任意 g′ ∈ G，有

adg(t)g
′ = g(t)g′g−1(t) = Lg(t)Rg−1(t)g

′ ,
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对于 B ∈ TeG ∼ G，有
Ad(g(t))B =

(
Lg(t)

)
∗

(
Rg−1(t)

)
∗B . (37.109)

如果我们将 Lie 代数 G 看做 G 上右不变向量场的集合，使得
(
Rg−1(t)

)
∗B = B [c.f. (34.17)]，

则
Ad(g(t))B =

(
Lg(t)

)
∗B . (37.110)

这个结果和 (37.108) 则最终意味着

[
A#, B#]

p
= (#p)∗

(
lim
t→0

1

t

{
B −

(
Lg(t)

)
∗B
})

= (#p)∗ ([A,B]) = [A,B]#(p) , (37.111)

其中，第二个等号从定理 34.5 中得到，而第三个等号来自于 (37.103)。 □

引理 37.3 假设 XM 是基流形 M 上一个向量场 X 的水平提升，并且 A ∈ G。则

[
A#,XH

]
= 0 . (37.112)

证明：令 g(t) = exp(tA) ∈ G。则 [c.f. (37.101)]，XH 在

(
Lg(t)

)
∗ X

H = XH , (37.113)

下是不变的。因此，通过定理 34.5和 Lie 导数的定义 [(34.60)]，有

[
A#,XH

]
=

d

dt

((
Lg(t)

)
∗ X

H
)
t=0

=
d

dt
XH = 0 . (37.114)

最后一个等号来自于事实：XH 独立于 t。 □

有了上面三个引理，我们现在可以证明下面重要定理，其结果也称为一个主丛上联络 1-形
式的结构方程 (structure equation)。

定理 37.4 假设 ω 是一个主纤维丛上一个 G-值联络 1-形式。则

Dω = dω +
1

2
[ω, ω]G , (37.115)

或者在曲率 2- 形式 Ω 的定义 [(37.100)] 的观点下看，有

Ω = dω +
1

2
[ω, ω]G . (37.116)

在 (37.115) 中，Dω 是 G-值 1-形式 ω 的外协变导数。在上面两个方程中，等号右边的括
号 [ , ]G 是由定义 37.9 给出的 G-值形式的括号。

证明：通过 (37.92) 和外协变导数的定义 [(37.98) 和 (37.99)]，我们需要说明：对于任意两个
X1, X2 ∈ Γ(TP )，XH

1 , X
H
2 分别是 X1 和 X2 的水平向量场，有

dω
(
XH

1 , X
H
2

)
= dω (X1, X2) +

1

2
[ω (X1) , ω (X2)] . (37.117)
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通过 dω 的线性性，我们只需要对于下面三种情况说明 (37.117)

(1) X1 和 X2 都是水平的。在这种情况中，X1 = XH
1 并且 X2 = XH

2 。也有通过水平子
空间的定义，给定一个联络 1-形式 ω [(37.78)]，ω (X1) = ω

(
XH

1

)
= 0 并且 ω (X2) =

ω
(
XH

2

)
= 0。得到了方程 (37.117)。

(2) X1 和 X2 都是垂直的。我们写 X1 = XV
1 和 X2 = XV

2 。则对于每个 p ∈ P，存在
A,B ∈ G 使得

(X1)p = A#(p) , (X2)p = B#(p) . (37.118)

回忆 (28.29) 有
dω (X1, X2) =

1

2
〈X1 ∧X2, dω〉 . (37.119)

我们将运用 (30.39) 来估计 〈X1 ∧X2, dω〉，其是约定 (28.28) 的一个结果。我们则有

dω (X1, X2) =dω
(
XV

1 , X
V
2

)
= dω

(
A#, B#) = 1

2

〈
A# ∧B∗, dω

〉
=
1

2

{
A# (ω (B#))−B# (ω (A#))− ω ([A#, B#])}

=
1

2

{
A#(B)−B#(A)− ω

(
[A,B]#

)}
=− 1

2
ω
(
[A,B]#

)
= −1

2
[A,B] = −1

2

[
ω
(
A#) , ω (B#)]

=− 1

2

[
ω
(
XV

1

)
, ω
(
XV

2

)]
= −1

2
[ω (X1) , ω (X2)] ,

(37.120)

其中，在第六个等号处我们已经运用了事实：A#(B) = B#(A) = 0(由于 A,B ∈ G 是常
数)，并且也是引理 37.2 的结论。因此，(37.117) 的等号右边消失了。很明显，由于在
这种情况下 XH

1 = XH
2 = 0，等号左边也消失。

(3) X1 是垂直的，而 X2 是水平的。通过引理 37.1，我们可以假设 X2 是水平的且是基流
形 M 上一些向量场 X 的水平提升。假设对于 A ∈ G 也有 X1 = A#。则有

dω
(
XH

1 , X
H
2

)
= dω (0, X2) = 0 . (37.121)

另一方面，

dω (X1, X2) =dω
(
A#, XH

2

)
=

1

2

〈
A# ∧XH

2 , dω
〉

=
1

2

{
A∗ (ω (XH

2

))
−XH

2

(
ω
(
A#))− ω ([A#, XH

2

])}
=
1

2

{
A#(0)−XH

2 (A)− ω
([
A#, XH

2

])}
= 0 ,

(37.122)

其中，最后一个等号处我们运用了事实
[
A#, XH

2

]
= 0，其是从引理 37.3 得到。也很明

显有
[ω (X1) , ω (X2)] =

[
ω
(
A#) , ω (XH

2

)]
= [A, 0] = 0 . (37.123)

因此，再一次 (37.117) 的两边都消失。

□

下面是一个主丛上曲率 2-形式 Ω 的一些重要且有用的事实。
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定理 37.5 — Bianchi恒等式 (Bianchi identity). 假设 ω 是一个主丛上一个 G-值联络 1-形式。则
我们有 [与 (35.68) 比较]

DΩ = 0 . (37.124)

事实上，[与 (35.67) 不计较但是注意区别] 有

dΩ = [Ω, ω]G , (37.125)

其中，括号 [ , ]G 是定义 37.9 意义中的。

证明：从 (37.99)，对于任意 X,Y, Z ∈ TpP，有

(DΩ)(X,Y, Z) = (dΩ)
(
XH , Y H , ZH

)
, (37.126)

其中，XH , Y H 和 ZH 分别是 X,Y 和 Z 的水平向量，对应于给定联络 1-形式 ω。但是由于
ω
(
XH

)
= ω

(
Y H
)
= 0，(37.124) 从 (37.125) 得到。我们将如下验证后者。对于 Ω 通过结构

方程 (37.116)，有

dΩ =d

(
dω +

1

2
[ω, ω]G

)
=

1

2
d ([ω, ω]G) =

1

2
([dω, ω]G − [ω, dω]G)

=[dω, ω]G =

[
dω +

1

2
[ω, ω]G , ω

]
= [Ω, ω]G ,

(37.127)

其中，第二个等号来自于 d2ω = 0，第三个等号来自于 (37.97)，第四个等号来自于 (37.95)，
而第五个等号来自于事实 [[ω, ω], ω]G = 0，其是 (37.96) 的结果。 □

定理 37.6 对于任意 g ∈ G，有
(Lg)

∗
Ω = Ad(g)Ω . (37.128)

证明：括号乘积的定义 [(37.90)] 意味着 [φ,ψ]G 在一个拉回 f∗ 下是保持的，f 是一个映射
f : P → P，P 是一个流形，形式 φ 和 ψ 在其上定义：

f∗[φ,ψ]G = [f∗φ, f∗ψ]G .

因此，从 (37.71) 得到

(Lg)
∗
Ω =(Lg)

∗
(
dω +

1

2
[ω, ω]G

)
=d
(
(Lg)

∗
ω
)
+

1

2

[
(Lg)

∗
ω, (Lg)

∗
ω
]
G

=d(Ad(g)(ω)) + 1

2
[Ad(g)ω,Ad(g)ω]G

=Ad(g)
(
dω +

1

2
[ω, ω]G

)
=Ad(g)Ω .

(37.129)

□
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为了与 Chapter 35 中给出的 Ω 的公式联系，其都是为向量丛上联络建立的 (并且因此其
中结构群 G 是矩阵群)，我们将运用定义 37.8 来验证 ω 和 Ω 通过它们定义在基流形 M 上等
价局域 G-值形式。回忆对于一个局域平凡 TU : π−1(U)→ U ×G 和对应由 σU (x) = T−1

U (x, e)

给出的局域截面 σU : U → P，定义在 U 上的局域联络 1-形式是 ωU = (σU )
∗
ω。类似地，我

们可以在 U 上定义局域曲率 2-形式：

ΩU ≡ (σU )
∗
Ω . (37.130)

很容易看出 ΩU 和 ωU 满足与 Ω 和 ω 之间相同的关系：

ΩU = dωU +
1

2
[ωU , ωU ]G , (37.131)

其中，G-值形式 ΩU 和 ωU 是基流形 M 上的形式，而 d 是 M 上外导数。括号乘积依旧是定
义 37.9 意义上的定义。实际上, 由于 d 与拉回 (σU )

∗ 对易而括号乘积在拉回下保持，我们有

ΩU = (σU )
∗
Ω = (σU )

∗
(
dω +

1

2
[ω, ω]G

)
= d

(
(σU )

∗
ω
)
+

1

2

[
(σU )

∗
ω, (σU )

∗
ω
]
G = dωU +

1

2
[ωU , ωU ]G .

(37.132)

我们现在将考虑一个主丛是一个矩阵群的重要特殊情况，其结构群 G 是一个矩阵群。这
恰好也是物理应用中最感兴趣的例子，人们在物理应用中讨论的规范场理论中的规范群 (举
例，电动力学中的 U(1)，标准模型中对于其它相互作用的 SU(n))。

我们从 (34.44) 回忆：如果 A,B ∈ G，其中 G 是一个矩阵群的 Lie 代数，有

[A,B] = BA−AB , (37.133)

其中，等号左边是 Lie 括号而等号右边包括矩阵乘积。现在假设 φ ∈ Λi(M,G) 且 ψ ∈
Λj(M,G)。通过定义 37.9 [(37.90)]，我们有：对于任意 X1, . . . , Xi+j ∈ Γ(TM)，有

[φ,ψ]G (X1, . . . , Xi+j)

=
1

(i+ j)!

∑
σ

(sgn σ)
[
φ
(
Xσ(1), . . . , Xσ(i)

)
, ψ
(
Xσ(i+1), . . . , Xσ(i+j)

)]
=

1

(i+ j)!

{∑
σ

(sgn σ)ψ
(
Xσ(i+1), . . . , Xσ(i+j)

)
φ
(
Xσ(1), . . . , Xσ(i)

)
−
∑
σ

(sgn σ)φ
(
Xσ(1), . . . , Xσ(i)

)
ψ
(
Xσ(i+1), . . . , Xσ(i+j)

)}
=

1

(i+ j)!

∑
σ

(sgn σ)(−1)ijψ
(
Xσ(1), . . . , Xσ(j)

)
φ
(
Xσ(j+1), . . . , Xσ(j+i)

)
− (φ ∧ ψ) (X1, . . . , Xi+j)

=
(
(−1)ijψ ∧ φ− φ ∧ ψ

)
(X1, . . . , Xi+j)

(37.134)

其中在第四个等号处，我们已经运用了由 (28.3) 给出的一个一般的楔积的定义。因此，对于
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矩阵-值形式，有
[φ,ψ]G = −

(
φ ∧ ψ − (−1)ijψ ∧ φ

)
, (37.135)

其中在等号的右边，矩阵乘法是通过楔积。注意到，对于矩阵-值形式，有

[φ,ψ]G = −[φ,ψ]gr , (37.136)

其中，[ , ]gr，矩阵-值形式的阶化对易算符是由 (35.65) 定义的。因为

1

2
[ω, ω]G = −1

2
(ω ∧ ω − (−1)ω ∧ ω) = −ω ∧ ω ,

结构方程 (37.115) 由下式给出
Dω = dω − ω ∧ ω , (37.137)

或
Ω = dω − ω ∧ ω , (37.138)

对于矩阵-值联络 1-形式和矩阵-值曲率 2-形式。类似地，

ΩU = dωU − ωU ∧ ωU . (37.139)

Bianchi 恒等式 dΩ = [Ω, ω] [(37.125)] 可以被写成

dΩ = ω ∧ Ω− Ω ∧ ω . (37.140)

上面三个方程的形式与 Chapter 35 中给出对于向量丛 (在其中结构群是矩阵群) 的情况有完
全相同的形式。

R 到目前为止引入不同种类的 Lie 代数乘积，特别是在本章和 Chapter 44，可能是一些混乱的
来源。我们在这里总结本书中使用的符号供参考。

[ , ] =一般情况下的 Lie 括号 ,

[ , ]gr =矩阵-值形式的阶化对易算符 [(35.65)] ,

[ , ]G = G-值形式的 Lie 括号 [(37.90)] .

因此，对于向量场 X,Y，有

[X,Y ] = XY − Y X ; X,Y ∈ Γ(TM) .

对于矩阵 Lie 代数元素 A,B，有

[A,B] = −(AB −BA) ; A,B ∈ GL(n) .

对于矩阵-值形式 φ ∈ Λi(M,G)，ψ ∈ Λj(M,G)，有

[φ,ψ]gr = φ ∧ ψ − (−1)ijψ ∧ φ , [φ,ψ]G = −[φ,ψ]gr .
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从现在开始，我们将定义了 Lie 群 G 的一个主纤维丛参考为一个主 G-丛 (principal
G-bundle)。很自然地将一个主 G-丛与向量丛联系起来。为了阐明这个想法，让我们回忆在
本章开头引入标架丛 (P,M, π) (作为一个主 G-丛)。我们已经提到了 (P,M, π)与切丛 TM(其
是一个向量丛) 相关联。这个关系显式处理如下。选一个标架 (x; e1, . . . , en) = p ∈ P，其原点
在 x = π(p)。一个 x 处的标架改变通过一个左作用 Lg,g ∈ GL(n,R) [由 (37.12) 和 (37.13)]
来影响：

Lg (x; e1, . . . , en) = (x; (e′)1 , . . . , (e
′)n) ≡ gp = p′ , (e′)i = gji ej .

假设一个切向量 X ∈ TxM 由通过 X = Xiei 给成 ei 表达。在 TxM 上定义 G 的一个右作用，
写作 Xg，为

X → X ′ = Xg = (X ′)
i
ei , (37.141)

其中
(X ′)

i
= Xjgij .

考虑一个函数 f : π−1(x)→ TxM 使得：对于一个任意标架 p ∈ π−1(x) 和 g ∈ GL(n,R)，有

f(p)g−1 = f(gp) . (37.142)

换句话说，如果
f(p) = X = Xiei , (37.143)

和
(e′)i = gji ej ,

[
或ei =

(
g−1
)j
i
(e′)j

]
, (37.144)

则
f(gp) = X ′ = (X ′)

i
ei , (37.145)

其中
(X ′)

i
= Xj

(
g−1
)i
j
=
(
Xg−1

)i
; (37.146)

因此
(X ′)

i
(e′)i = Xj

(
g−1
)i
j
gki ek = Xjej ,

其与 (1.11) 的方程是一样的，并且确定 TxM 中一个独一无二的向量 (由 Figure 37.3 中双线
箭头表示)。函数 f 引出一个等价关系 ∼ 在乘积集合 Rn × P 中，由下式给出

(X, p) ∼
(
Xg−1, gp

)
. (37.147)

商集 Rn × P/ ∼ [在 (37.147) 的等价性之下，对于任意 g ∈ GL(n,R)] 被称为与 GL(n,R) 的
定义表示相关的标架丛的关联丛。我们可以记这个向量丛为 π : Rn ×G P → M。它同构于切
丛 TM，因为在关联丛中 x ∈M 之上的纤维 π−1(x) 同构于切空间 TxM。

我们现在可以替换标架丛为一个一般主 G-丛，而 TxM 替换为一个 G 可以在上面被表示
的向量空间 V。一个一般关联丛的记号则可以如下定义。
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Figure 37.3

定义 37.12 令 r : G → GL(V) 是 G 的一个表示，其中 GL(V) 是向量空间 V 的一般线性
群。令 π : P → M 是一个主 G-丛。定义在 V × P 上 G 的一个左作用 (并且 V 上 G 的
一个对应右作用) 为

g(v, p) ≡
(
r
(
g−1
)
v, gp

)
≡
(
vg−1, gp

)
, (37.148)

[与 (37.142)比较]并且记 G下 (v, p)的轨道为 [v, p]。记所有这样的轨道的集合为 V×GP。
定义一个投影 πV : V×G P →M 为

πV([v, p]) = π(p) . (37.149)

则 πV : V ×G P → M 是一个典型纤维同构于 V 的向量丛；它被称为与 G 的群表示 r 相
关的主 G-丛 P 的关联丛 (associated bundle)。

练习 37.10 说明由 (37.148) 给出的左作用是自由的。[回忆定义 6.6]。

练习 37.11 说明关联丛 πV : V×G P →M 的维度是 dim(M) + dim(V)。

练习 37.12 说明关联丛中 π(p) 上纤维中任意两个点有形式 (v1, p) , (v2, p) 的独一无二表示，
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其中 v1, v2 ∈ V；并且可以定义向量加法

[v1, p] + [v2, p] ≡ [v1 + v2, p] . (37.150)

关联丛是物理中所谓波函数 (wave function) 的合适数学设定。考虑一个主 G-丛 π :

P → M 和一个关联丛 πV : V × a → M 依赖于一个表示 r : G → GL(V)。波函数恰好是
(37.142) 的函数 f 的推广。更具体的说，它们是函数 ψ : P → V 使得：对于任意 p ∈ P，有

对于任意 g ∈ G , ψ(gp) = r
(
g−1
)
ψ(p) . (37.151)

在物理中习惯于运用 P 的局域平凡 (或者等价地，局域截面)投影 ψ 从 P 到基流形 M。在物
理中，这些被称为规范的局域选择 (local choices of gauge)。令 σU :M → P 是 π : P →M

上一个居于截面。则
ψU ≡ (σU )

∗
ψ , (37.152)

定义在坐标领域 (U ;xi) 中，被称为一个局域波函数 (local wave function)。另一方面，它
也可以被考虑成是关联丛上的一个局域截面：

ψU (x) = [ψ (σU (x)) , σU (x)] .

假设 (W ; yi) 是另一个定义了局域截面 σW 坐标邻域，且 U ∩W 6= ∅。令 z ∈ U ∩W。则通

Figure 37.4

过 (37.63),(37.64) 和 (37.58) (也见 Figure 37.4)

p′ = σW (z) = e−1 · φU (p′) · p = (φW (p′))
−1
φU (p′) · p = gUW (z) · σU (z) , (37.153)
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其中，gUW (z) 是定义在 (37.58) 中的转移函数 [回忆 gUW (x) 独立于 p ∈ π−1(x)]。其得到

ψW (z) =
(
(σW )

∗
ψ
)
(z) = ψ (σW (z)) = ψ (gUW (z) · σU (z))

= r
(
(gUW (z))

−1
)
ψ (σU (z)) = r

(
(gUW (z))

−1
)
ψU (z) .

(37.154)

因此，在规范的一个局域改变下一个波函数的变换 ψU → ψW 的规则是

ψW (z) = r
(
(gUW (z))

−1
)
ψU (z) ≡ ψU (z) · (gUW (z))

−1
. (37.155)

物理学家将一个主 G-丛上局域联络 1-形式 ωU 看成规范势 (gauge potential)。电磁势
再次提供一个最基本的示例。考虑 Minkowski 空间 (M,η) 上一个主 U(1)-丛 π : P →  M，
其中 η 是 Lorentz 度规。由于 U(1) =

{
eiθ | θ ∈ R

}
，它的 Lie 代数是 U(1) = {iα | α ∈ R}，

令一个联络 ω 被给为局域 1-形式 ωU = (σU )
∗
ω 的一个集合 (定义 37.8)。则 向量势 1-形式

(vector potential one-form) A(U) ∈ Λ1(U ;U(1)) = Λ1(U ;R) 由下式给出

ωU ≡ −iA(U) = −iA(U)
µ dxµ , µ = 0, 1, 2, 3, (37.156)

其中，实函数 A
(U)
µ (x) 是电动力学的向量势 (vector potential)。[对于幺正群 U(n)，Lie 代

数元素是反 Hermite 矩阵。插入因子 (−i) 来使得 Aµ 是 Hermite 的，对应于物理可观测量]。
在规范 σU → σV 的一个局域变化下，从 (37.77) 得到对于 A(U) 规范变换规则由下式给出

A(V ) = i(dgUV )g
−1
UV + gUVA

(U)g−1
UV . (37.157)

等价地，
A(V )
µ = i∂µ(gUV )g

−1
UV + gUVA

(U)
µ g−1

UV . (37.158)

在现在情况中写 gUV (x) = e−iθ(x)，上面方程假设如下的类似形式：

(A′)µ (x) = Aµ(x) + ∂µθ(x) . (37.159)

非 Abel 矩阵群 G 的一般情况中，矩阵-值场强度 (field strength) Fµν(x) 通过 (35.43) 与规
范势 Aµ 相关：

Fµν(x) = ∂µAν − ∂νAµ − [Aµ, Aν ] . (37.160)

其分量张量一样变换根据 [回忆 (35.25)]

F (V )
µν = gUV F

(U)
µν g

−1
UV . (37.161)

由于 U(1) 是 Abel 的，电磁场强度 Fµν 用向量势 Aµ 给出为

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , (电磁场) , (37.162)

[它与 (2.18) 相同]，并且在规范变换下是不变的 [通过 (37.161)]。
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让我们最后来考虑一个局域波函数的方向协变导数的规范变换：

Dµψ ≡ D∂µψ = ∂µψ − iψAµ , (37.163)

其中，我们并没有为了简洁而指定坐标邻域，且 (ψAµ)
i
= ψj (Aµ)

i

j，在一个局域规范变换 [c.f.
(37.158) 和 (37.155)]

Aµ → (A′)µ = i (∂µg) g
−1 + gAg−1 , (37.164)

ψ → ψ′ = ψg−1 , (37.165)

下，我们有

Dµψ → (Dµψ)
′
=∂µψ

′ − iψ′ (Aµ)
′

=∂µ
(
ψg−1

)
− iψg−1

(
i (∂µg) g

−1 + gAµg
−1
)

=(∂µψ) g
−1 + ψ∂µ

(
g−1
)
+ ψg−1 (∂µg) g

−1 − iψAµg−1 .

(37.166)

由于 gg−1 = 1，得到 (∂µg) g
−1 = −g∂µ (g−1)，这意味着

ψg−1 (∂µg) g
−1 = −ψg−1 · g∂µ

(
g−1
)
= −ψ∂µ

(
g−1
)
.

因此
(Dµψ)

′
= (∂µψ − iψAµ) · g−1 = (Dµψ) · g−1 , (37.167)

确定事实 Dµψ 在一个规范变化下作为一个波函数而变换。因此，一个波函数的方向协变导数
也是一个波函数。
在物理文献中，协变导数 Dµ = ∂µ− iAµ，考虑成一个算子，有时候也参考为一个最小耦

合 (minimal coupling)。举例而言，描述一个带电粒子 (电荷为 e，质量为 m) 和一个经典
电磁场相耦合的 Schrödinger 方程是(

− h̄2

2m
D2
µ + V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x) , (37.168)

其中
Dµ ≡ ∂µ − i

e

h̄c
Aµ(x) , (37.169)

和 V (x) 是一些保守场引起的势能。很明显，(37.168) 在由 (37.164) 和 (37.165) 给出的规范
变换下是不变的。这个事实是物理学中规范不变性的最重要原则的一个特殊表现。



38. 磁单极子和分子动力学

在本章中，我们将在非相对论性的量子力学中给出一些例子，这些例子说明了纤维丛的
几何在涉及规范不变性的物理理论中所起的重要作用。我们将从所谓的 U(1) 磁单极开始。
根据 Coulomb 定律，由磁单极 (magnetic monopole) 强度 (磁荷) M 产生的磁场 B

为
B =

Mr

r3
, (38.1)

其中，r 是从单极子位置到场点的径向量。根据 Gauss 定律，很明显一个球面 S2 (中心在磁
单极) 上磁流 Φ 是

Φ =

∮
S2

B · da = 4πM . (38.2)

另一方面，我们可以使用 Stokes 定理来得到

Φ =

∮
S2

(∇×A) · da =

∮
A · dl =

∮
(AN −AS) · dl = 4πM . (38.3)

在上面方程中，我们已经将球面分成两个半球，北极 (N) 和南极 (S)，并分别对它们应用
Stokes 定理 (见 Figure 38.1)。AN 和 AS 分别是北半球和南半球的向量势。方程 (38.3) 表明，
沿着赤道，AN 6= AS；否则，整个空间上的总流 Φ 将会消失。因此，A 不可能通过整个球上
用相同的表达式给出。
问题的解决依靠可微流形的基本概念，正如我们所看到的，它可以看成是 Euclid 空间的

部分光滑粘在一起。在这种情况中，我们想象 2-球面 S2 被两个坐标卡覆盖，每个坐标卡同胚
于 Euclid 平面 R2 的一个开区域，一个覆盖北半球，而另一个覆盖南半球 (见 Figure 38.2)。
球面上的每个点则被给定一对坐标 (x1, x2)，这样在重叠上，例如赤道，根据一个坐标卡

的坐标是对应是根据另一个坐标卡的坐标的可微函数。这种设定为 2-球面提供了一个可微结
构，并使其是一个二维可微流形。向量势 A 由两个不同表达给出，一个仅在北半球有效，另
一个在尽在南半球有效。我们将看到，在重叠 (作为赤道) 上，这两个表达与通过对于一个主
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Figure 38.1 Figure 38.2

G-丛上的一个联络的规范变换规则 (37.159) 精确地关联起来，其中 G 是 Abel 的。

实际上，我们有
AN = AS +∇f , (38.4)

其中，f 是赤道上的一个函数。AN 和 AS 由所谓磁单极的吴-杨势 (Wu-Yang potential)
给出：

AN (r) =
M(1− cos θ)

r sin θ êφ , (38.5)

AS(r) = −
M(1 + cos θ)

r sin θ êφ , (38.6)

其中，(r, θ, φ) 是一般的球坐标。我们注意到 AN [如 (38.5) 给出] 实际上除了在 θ = π 处的整
个球面上是有效的，而 AS [如 (38.6) 给出] 在 θ = 0 处的其它地方是有效的。这两个奇点的

θ = π 弦

θ = 0 弦

Figure 38.3

区域 (见 Figure 38.3) 在物理学文献中称为 Dirac 弦。因此，我们还可以用两个坐标卡形象化
地来覆盖 2-球面如 Figure 38.4 中展示的，其中重叠区域是除了在北极点和南极点 (Dirac 弦
与球面相交的两个点) 的其它地方。容易从 (38.5) 和 (38.6) 得到，运用普通向量微积分，即：

AN −AS =
2M

r sin θ êφ = ∇(2Mφ) , (38.7)
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Figure 38.4

其为 (38.4) 给出的形式。因此，(38.3) 中围绕赤道的线积分可以如下估计：∮
(AN −AS) · dl =

∮
∇(2Mφ) · dl

= 2M

∮
1

r sin θ êφ · dl

= 2M

∫ 2π

0

êφ · (r sin θdφ)êφ
r sin θ

= 4πM .

(38.8)

这验证了 (38.3)。

练习 38.1 说明 Wu-Yang 势也可以表达成 Cartesian 分量为

AxN = − My

r(r + z)
, AyN =

Mx

r(r + z)
, AzN = 0 , (38.9)

AxS =
My

r(r − z)
, AyS = − Mx

r(r − z)
, AzS = 0 . (38.10)

有了这些表达式，直接验证：

∇×AN =
Mr̂

r2
+ 4πMδ(x)δ(y)θ(−z) , (38.11)

∇×AS =
Mr̂

r2
+ 4πMδ(x)δ(y)θ(z) , (38.12)

其中，θ(z) 是阶跃函数 (c.f. Figure 14.3)。

让我们运用纤维丛的几何语言来表达上面的结果。一个磁单极子向量势的分量 Ai = Ai，
i = 1, 2 (θ, φ) 可以与一个主 U(1)-丛 π : P → S2 上的局域联络 1-形式用下面的方式相关联：

ω = −i
( e
h̄c

)
Aj dx

j , j = 1, 2 . (38.13)

（已经插入物理常数 e/(h̄c) 来允许对于一个电子和一个磁单极子之间相互作用的量子力学描
述，正如将简短看到的那样）。从 (37.158)，(37.159)和 (38.7)，可以看到转移函数 gSN (φ)（关
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联南北坐标曲面）由下式给出

gSN (φ) = exp
(
−2 ie

h̄c
Mφ

)
, (38.14)

其中，重叠区域是赤道 (∼ S1) 并且因此 gSN 是一个映射 gSN : S1 → U(1)。将北极和南极坐
标曲面分别表示为 UN 和 US，我们的主丛有局域结构 UN ×U(1) 和 US ×U(1)，定义局域平
凡 TN : π−1 (UN )→ UN × U(1) 和 TS : π−1 (US)→ US × U(1) 由下式给出

TN (p) = (π(p), ϕN (p)) , (38.15)

TS(p) = (π(p), ϕS(p)) , (38.16)

其中，ϕN : π−1 (UN )→ U(1)和 ϕS : π−1 (US)→ U(1)是映射，使得：对于 p ∈ π−1 (UN ∩ US)，
有

gSN (φ) = (ϕN )
−1

(p)ϕS(p) = exp
(
−2ie

h̄c
Mφ

)
. (38.17)

对应于上面的局域平凡，我们有 P 上局域截面：

σS(x) = T−1
S (x, e) , x ∈ US , (38.18)

σN (x) = T−1
N (x, e) , x ∈ UN . (38.19)

换句话说，如果 p = gσN,S(π(p))，则 ϕN,S(p) = g。令 ϕN (p) = eiγN (p) 和 ϕS(p) = eiγs(p)。则我
们主丛的局域坐标由对于 p ∈ π−1 (UN ) 有 (θ, φ; γN (p)) 和对于 p ∈ π−1 (US) 有 (θ, φ; γS(p))

给出。局域平凡，或者规范的局域选择只是典型纤维上不同的参考点 (原点)[在这个情况中
U(1)] 依赖于其纤维坐标 γN (p) 和 γS(p) 被测量：如果 p = eiθσN,S(π(p))，则有 γN,S(p) = θ。
方程 (38.17) 意味着

γN (p)− γS(p) =
2e

h̄c
Mφ , (38.20)

其中，φ 是 UN ∩ US 上的方位坐标 (即：赤道)。事实上没有全局规范 (或全局平凡) 说明
U(1)-丛对于磁单极子是非平凡的。

现在考虑一个电子 (电荷为 e和质量为 m)与一个磁单极子相互作用的波函数 ψ(x, t)。它
满足 Schrödinger 方程

1

2m

(
p− e

c
A
)2
ψ = ih̄

∂ψ

∂t
, (38.21)

其中，pj = h̄
i
∂j。对应于 AN 和 AS，我们有解 ψN 和 ψS，分别在坐标邻域 UN 和 US 有效。

它们之间的变换由 (37.165) 和 (38.14) 给出：

ψN = ψS · g−1
SN = exp

(
ie

h̄c
2Mφ

)
ψS . (38.22)

一个最有趣且重要的物理结果来自于事实：转移函数 gSN (φ) 被要求在 S1 上是单值的。为了
满足这个条件，其要求

2eM

h̄c
· 2π = 2nπ , n = 0,±1,±2, · · · ∈ Z ,
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从中得到磁荷的量子化条件：
2eM

h̄c
∈ Z . (38.23)

满足 (38.21) 的波函数实际上是配丛 πC1 : C1 ×U(1) P → S2 的截面 (回忆定义 37.12)，其中
C1 是标准一维复向量空间，ψ 在其上取值。在重叠区域 UN ∩US(赤道) 上，纤维必须根据转
移函数 gSN (φ)“缝合在一起”，其确定丛的结构 (非平凡性)。

转移函数 gSN : S1 → U(1)根据从 S1 到 S1 [由于 U(1) ∼ S1]映射的同伦类 (homotopy
classes) 被分类。让我们简短地讨论同伦的拓扑概念。粗略地说，映射 f : S1 → M 的同伦
类是从圆到一个拓扑流形 M 的同伦连续映射的类，其中两个映射 f1 和 f2 被称为是同伦的
(homotopic) (写作 f1 ∼ f2)，如果存在一个连续映射 F : I × I →M (I 是是闭合区间 [0, 1])
使得

F (s, 0) = f1(s) , F (s, 1) = f2(s) , s ∈ I , (38.24)

F (0, t) = F (1, t) = x0 ∈M , t ∈ I , (38.25)

其中，f(s) 中的自变量 s ∈ [0, 1] 是确定 S1 上一个点的一个参数 (见 Figure 38.5)。显然，两

Figure 38.5

个同伦映射可以被想成 M 中可以互相连续变换成彼此的两个圈。映射的同伦类的集合用一个
元素记做 [f ]，其中 f 是一个代表，可以给定一个群结构，如果我们定义下面的群乘法：

[f1] · [f2] ≡ [f1 · f2] , (38.26)

和逆操作
[f ]−1 ≡

[
f−1

]
, (38.27)

其中在 (38.26)的等号右边，将具有一个共同点 x0 的圈的乘积定义为一个圈，其由先从 x0 到
x0 遍历 f1 然后从 x0 到 x0 遍历 f2 组成 (Figure 38.6)。如果两个圈 f1 和 f2 没有一个共同
点，我们可以在等号左边替换它们中的一个，比如 f2，通过一个同伦映射 f ′

2 (∼ f2)，其与 f1

有一个公共点 (Figure 38.7)。在 (38.27) 中，f−1 简单意思是在 f 相反意义上遍历的一个圈。
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Figure 38.6

Figure 38.7

定义 38.1 令 M 是一个拓扑空间。圈的同伦类的集合，或者映射 f : S1 →M，使得 f(0) =

f(1) = x0 ∈ M (其中，圆 S1 上的自变量参数化点，满足由 (38.26) 和 (38.27) 给出的乘
法规则和逆，被称为 M 在 x0 处的基础群 (fundamental group) (或第一同伦群 (first
homotopy group))，并记为 π1 (M,x0)。

练习 38.2 说明 M 在 x0 处的基础群的恒元是圈的类，它可以被连续收缩到点 x0。说明
π1 (M,x0) 实际上是一个群，即：它满足群公理 (定义 4.1)。

练习 38.3 说明基础群 π1 (M,x0) 在不同基点 x0 ∈M 是相互同构的。因此，它们可以参考
为 π1(M)。

通过考虑同伦映射 f : Sr → M，我们可以推广到高阶同伦群 πr(M)。同伦群 πr(M) 很
重要因为它们是拓扑空间 M 的拓扑不变 (topological invariant)，正如之前考虑的同调群
Hr(M) [(33.10)] 和 de Rham 上同调群 Hr(M) [(33.1)]。我们将只表述而不证明下面与同伦
和上同调有关的实用定理 [见 Nash and Sen 1983, Chapter 6]。

定理 38.1 如果 h 和 g 是从 M 到 N 的同伦映射而 β ∈ Λr(N) 是 N 上一个 r-形式，则我
们下面有上同调类在拉回下的等价：

[h∗β] = [g∗β] ∈ Hr(M) .

直观地看到
π1
(
S1
)
= Z (整数) . (38.28)

这一结果可以借助 Figure 38.8 来理解，其展示了围绕一个极圈一个带且相互不能连续变成

https://aapt.scitation.org/doi/10.1119/1.14570
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Figure 38.8

彼此的几种不同方法。一个 S2 上主 U(1)-丛定义的转移函数由下式给出

gUV (φ) = exp(−inφ) , n ∈ Z ,

被称为一个 Hopf 丛 (Hopf bundle)。

量子化条件 (38.23) 和结论 (38.28) 表明磁荷的允许量子化数值基于 U(1) 的拓扑，即：
Hopf 丛的结构群，如 π1(U(1)) 所示。磁荷是所谓的拓扑量子数 (topological quantum
number) 的一个示例。

磁荷的量子化的深层拓扑起源的进一步阐明可以通过由 (38.13) 给出的局域联络 1-形式
ω 的局域曲率 2-形式 Ω 来获得。由于 U(1) 是 Abel 的，通过 (37.138) 的性质，我们有：

Ω = dω = − ie
h̄c

∂Aj
∂xi

dxi ∧ dxj

= − ie
h̄c

(
∂Aj
∂xi
− ∂Ai
∂xj

)
dxi ∧ dxj , i < j .

(38.29)

在三维中，∂iAj − ∂jAi 正是磁感强度 B = ∇×A 的分量。

曲率 Ω，即使是局域定义的，也可以在丛上提供非常重要的全局信息。在规范的一个改
变下，其按照张量变换的事实：Ω′ = gΩg−1 [c.f. (35.25)] 促使下面不变性的考虑 (在一个规范
变换下)：

det
(
1 +

i

2π
Ω

)
≡ 1 + C1(Ω) + · · ·+ Cq(Ω) , (38.30)

其中，Cj(Ω) 是基流形上一个 2j-形式。很明显级数截止 (a top-form is obtained 当 2j = n =

基流形的维度时便获得了一个顶-形式)。因此，如果 2j > n 有 Cj(Ω) = 0。这是一个最著名
且重要的事实 (所谓的 Chern-Weil 理论的一个结论，其将在 Chapter 41 中提出)：Cj(Ω) 也
是闭的，即：dCj(Ω) = 0，并且因此确定基流形 M 的一个实 de Rham 上同调类，在考虑：
Cj(Ω) ∈ H2j(M,R) 下在主 G-丛上与联络的选择独立。de Rham上同调类 Cj(Ω) 是所谓的陈
示性类 (Chern characteristic classes)(见下面的 Chapter 41)。对于 Hopf 丛 π : P → S2：
如果 j > 1 有 Cj(Ω) = 0，且有 C1(Ω) =

i
2π
Ω。积分

c1 ≡
∫
S2

C1(Ω) =
i

2π

∫
S2

Ω , (38.31)
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称为第一陈数 (first Chern number)，是 Hopf丛的一个拓扑不变量。它可以简单计算如下：

c1 =
i

2π

∫
S2

dω =

(
i

2π

)(
− ie
h̄c

)∫
S2

dA
(
A = Ajdx

j
)

=
e

2πh̄c

∮
(AN −AS) · dl (通过 Stokes 定理)

=
e

2πh̄c
4πM =

2eM

h̄c
∈ Z ,

(38.32)

从量子化条件 (38.23) 得到。因此，陈数可以与拓扑量子数相关联。

如上所述的 U(1)-磁单极子虽然在理论上非常有趣，但在自然界还没有观察到。现在，我们
将讨论真实的物理系统，这些系统展示了规范理论的数学结构，或者更具体地说，是 U(n)-磁
性单极子的数学结构。令人惊讶的是，这些示例由分子动力学提供，与许多可以识别其“快
速”和“缓慢”的自由度的其它类型的物理系统一样 (见 A. Shapere 和 F. Wilczek 1989)。在
本章中，我们将重点聚焦分子系统。

一个分子系统中，总体电子坐标记为 r 而总体原子核坐标记为 R。通过一个分子系统，
我们的意思不只是指单个分子，而指包括任意数量的原子和/或分子相互作用的任意系统。事
实上，我们的公式不仅适用于束缚系统，也适用于散射态中的碰撞粒子系统。总体而言，一个
分子系统的总 Hamilton 量可以被写为

H(R, r) = −h̄2
∑
I

1

2MI

∇2
RI

+He(R; r) , (38.33)

其中，求和遍历所有原子核，而 He 称为电子的 Hamilton量且通过原子核坐标 R 参数化，由
下式给出

He(R; r) = − h̄2

2m

∑
∇2
r + VN (R) + Ve(R, r) . (38.34)

上面方程的等号右边的第一项表示电子动能，第二项表示原子核之间的相互作用势能，而最
后一项表示电子-电子和电子-原子核相互作用势能的和。根据 (38.33) 的 Hamilton 的拆分基
于物理理解，即：电子自由度是“快速”的自由度，而原子核自由度是“缓慢”的自由度。电
子 Hamilton 量 He(R, r) 则可以被视为是一个原子核自由度 R 冻结的“快照”Hamilton 量。

我们假设对于 He(R; r) 时间独立的 Schrödinger 方程可以对于固定的 R 求解，具有本
征态 |ϕn(R)〉 的一个离散集和对应能量本征值 ϵn(R) (都是通过 R 参数化)：

He |ϕn(R)〉 = ϵn(R) |ϕn(R)〉 . (38.35)

处理 |ϕn(R)〉 的坐标表示 (r-表示)，即：电子波函数由下式给出 [回忆 (15.11)]：

ϕn(r,R) = 〈r|ϕn(R)〉 , (38.36)

方程 (38.35) 或可以被写成

Heϕn(r,R) = ϵn(R)ϕn(r,R) . (38.37)

我们可以进一步假设电子本征态 {|ϕn(R)〉} 的集合对于每个 R 是标准正交且完备的 [c.f.
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(12.12)]：

〈ϕn|ϕm〉 =
∫
dr ϕn(r,R)ϕm(r,R) = δnm (正交归一性) , (38.38)∑

n

|ϕn(R)〉 〈ϕn(R)| = 1 (完备性) . (38.39)

注意到在 (38.38) 中，对于内积的积分只遍历电子坐标。电子能量本征值 ϵn(R) 的集合从
(38.35)[或者 (38.37)] 的解获得为原子核坐标 R 的函数，通常对于原子核运动参考为势能“表
面”。

对于总 Hamilton 量 H 的时间独立的 Schrödinger 方程可以被写成

H|Ψ〉 = E|Ψ〉 , (38.40)

或
HΨ(R, r) = EΨ(R, r) , (38.41)

其中
Ψ(R, r) ≡ 〈R|〈r|Ψ〉 . (38.42)

由于 {ϕn (R, r)} 是对于每个 R 的一个完备集，我们可以展开 Ψ(R, r) 为

Ψ(R, r) =
∑
n

Φn(R)ϕn(r,R) . (38.43)

从 (38.33) 得到 Schrödinger 方程 (38.41) 可以被写成

∑
n

{∑
I

(
− h̄2

2MI

∇2
RI

)
+He

}
Φn(R)ϕn(r,R) = E

∑
n

Φn(R)ϕn(r,R) . (38.44)

运用 (38.37) 并且用 ϕm(r,R) 对上面方程的两边取内积 [即：对两边应用
∫
drϕm(r,R)]，我

们得到

∑
n

∫
dr ϕm(r,R)

(∑
I

− h̄2

2MI

∇2
RI

)
Φn(R)ϕn(r,R)

+
∑
n

Φn(R)δnmϵn(R) = EΦm(R) ,

(38.45)

其中，{ϕn}[(38.38)]的标准正交性已经使用了。等号左边的第一项可以被操纵如下 [运用 (30.56)
和 (30.58)]： ∫

dr ϕm(r,R)∇RI · {∇RI (Φn(R)ϕn(r,R))}

=

∫
dr ϕm∇RI · {Φn∇RIϕn + (∇RIΦn)ϕn}

=

∫
dr ϕm

{
Φn∇2

RI
ϕn + 2 (∇RIΦn) · (∇RIϕn) +

(
∇2
RI

Φn
)
ϕn
}

=Φn
〈
ϕm|∇2

RI
ϕn
〉
+ 2 〈ϕm|∇RIϕn〉 · (∇RIΦn) + δnm∇2

RI
Φn ,

(38.46)
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其中，最后一个等号的等号右边 (38.38) 的 Dirac 括号已经被使用了。也注意到〈
ϕm|∇2

RI
ϕn
〉
=∇RI 〈ϕm|∇RIϕn〉 − 〈∇RIϕm|∇RIϕn〉

=∇RI 〈ϕm|∇RIϕn〉 −
∑
k

〈∇RIϕm|ϕk〉 〈ϕk|∇RIϕn〉

=∇RI 〈ϕm|∇RIϕn〉+
∑
k

〈ϕm|∇RIϕk〉 〈ϕk|∇RIϕn〉 ,

(38.47)

其中在第二个等号，我们已经运用了 {|ϕk〉} [(38.39)] 的完备性条件并且第三个等号已经运用
了事实

∇RI 〈ϕm|ϕk〉 = ∇RIδnm = 0 = 〈∇RIϕm|ϕk〉+ 〈ϕm|∇RIϕk〉 . (38.48)

我们现在定义量

(
A(I)

)n
m
≡ ih̄ 〈ϕm|∇RIϕn〉 = ih̄

∫
dr ϕm(r,R)∇RIϕn(r,R) . (38.49)

对于原子核运动的 Schrödinger 方程 (38.45) 则可以被写成矩阵形式

Hn
mΦn(R) = EΦm(R) , (38.50)

其中，算符 (Hn
m) 的矩阵由下式给出

Hn
m(R) =

∑
I

(
− h̄2

2MI

)(
D(I)

)k
m
·
(
D(I)

)n
k
+ δnmϵ(R) . (38.51)

在上面的方程中，对于 I 的求和遍历原子核而向量算符
(
D(I)

)k
m
的矩阵由下式给出

(
D(I)

)k
m
≡ δkm∇RI −

i

h̄

(
A(I)

)k
m
(R) . (38.52)

上面两个方程揭示原子核运动由一个 Schrödinger方程 [(38.50)]，该方程形式上类似于一

个电磁场中运动的一个带电粒子，算符
(
D(I)

)k
m
在 (38.52) 中出现为描述一个最小耦合的一

个协变导数 [c.f. (37.169)] 而
(
A(I)

)k
m
(R) 作为“向量势”，或者规范势。方程 (38.50) 也显

式说明不同电子态是如何与原子核运动耦合的。

规范势
(
A(I)

)n
m
(R) 可以与电子能量差别 ϵn(R)− ϵm(R)，矩阵元素 〈ϕm |(∇RIHe)|ϕn〉，

以及原子核势能的梯度 ∇RI ϵn 联系。我们有

〈ϕm |∇RI (He |ϕn〉) = 〈ϕm |∇RI (ϵ(R) |ϕn〉)

= 〈ϕm |(∇RI ,He)|ϕn〉+ 〈ϕm |He|∇RIϕn〉 .
(38.53)

因此

ϵn(R) 〈ϕm|∇RIϕn〉+∇RI ϵn(R)δmn = 〈ϕm |(∇RIHe)|ϕn〉+ ϵm(R) 〈ϕm|∇RIϕn〉 , (38.54)



Chapter 38.磁单极子和分子动力学 411

或
(ϵn(R)− ϵm(R)) 〈ϕm|∇RIϕn〉 = 〈ϕm |(∇RIHe)|ϕn〉 − δmn∇RI ϵn(R) . (38.55)

因此，对于非简并态 (ϵm 6= ϵn)，有

(
A(I)

)n
m
(R) = ih̄

〈ϕm |(∇RIHe)|ϕn〉
ϵn(R)− ϵm(R)

, (ϵn 6= ϵm) . (38.56)

现在让我们用分子物理学中一个具体的例子来说明上面的形式化发展：一个同核二原子
分子 (比如 O2) 的 lambda(Λ) 双重态，其中 Λ 表示分子的总电子角动量 (包括自旋) J 沿着
核间轴 n̂ 的投影 J · n̂ (见 Figure 38.9)。我们将说明对于这个系统与对于一个磁单极子有相
同数学形式的规范势 An

m(R)！

Figure 38.9

这个系统很明显没有球对称性，所以 J2 = J · J 不是守恒的 (因此，它与电子 Hamilton
量 He 不对易)，并且 Jz 不是一个好量子数。然而，J · n̂ 是守恒的并且其本征值 Λ 可以被用
来标记电子态 |ϕn〉。此外，由于系统关于通过核间轴的任意平面具有镜面对称性，并且 J · n̂
在这样一个宇称操作下改变符号，满足 J · n̂ = Λh̄ 的态与满足 J · n̂ = −Λh̄ 的态简并。这样
的一对简并态被称为 lambda 双重态 (lambda doublets)。

对于 Λ的一个特定值，让我们标记核间轴沿着 z-方向 (Figure 38.9)的双重电子态 |ϕΛ(n̂ =

ẑ)〉 和 |ϕ−Λ(n̂ = ẑ)〉 分别为 | ↑ 〉 和 | ↓ 〉。假设分子建立模型为一个刚性哑铃 (振动冻结) 并
且在原子核质心系 (CM) 中处理，原子核坐标 R 只是一个 2-球 S2 表面上极角 (θ, φ) 标记的
点。双重电子态 n̂ 指向任意方向 [由 (θ, φ) 确定] 是从 | ↑ 〉 和 | ↓ 〉 通过旋转 (在原子核坐标
空间中) 获得。我们将标记它们为 | ↑ (θ, φ)〉 和 | ↓ (θ, φ)〉。实际上，回忆 Euler 定理 [定理 6.3
中方程 (6.25)] 和 (4.21)，我们有 (运用记号 | ↑↓ 〉 来表示 | ↑ 〉 或 | ↓ 〉)

| ↑↓ (θ, φ)〉 = e−
i
h̄φJ3e−

i
h̄ θJ2e

i
h̄φJ3 | ↑↓〉 , (38.57)

其中，算符 exp
(
i
h̄
φJ3

)
作用在 | ↑↓〉 上不产生效应 [因此关于 ẑ 旋转一个角度 φ 不移动北极

(或南极) 点]，并且已经作为计算的一部分插入式中。
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规范势 [如 (38.49) 定义] 可以从下面的量获得

ih̄
〈
↑↓ (θ, φ)

∣∣∇(θ,φ)

∣∣ ↑↓ (θ, φ)〉 = ih̄

R

〈
↑↓ (θ, φ)

∣∣∣∣ ∂∂θ
∣∣∣∣ ↑↓ (θ, φ)〉 eθ

+
ih̄

R sin θ

〈
↑↓ (θ, φ)

∣∣∣∣ ∂∂φ
∣∣∣∣ ↑↓ (θ, φ)〉 eφ , (38.58)

其中，常数 R 是核间距的一半。

我们继续计算上面方程等号右边的矩阵元素。我们有

ih̄

〈
↑↓ (θ, φ)

∣∣∣∣ ∂∂θ
∣∣∣∣ ↑↓ (θ, φ)〉

=ih̄

〈
↑↓
∣∣∣∣e− i

h̄φJ3e
i
h̄ θJ2e

i
h̄φJ3

∂

∂θ

(
e−

i
h̄φJ3e−

i
h̄ θJ2e

i
h̄φJ3

)∣∣∣∣ ↑↓〉
=
〈
↑↓
∣∣∣e− i

h̄φJ3e
i
h̄ θJ2J2e

− i
h̄ θJ2e

i
h̄φJ3

∣∣∣ ↑↓〉
=
〈
↑↓
∣∣∣e− i

h̄φJ3J2e
i
h̄φJ3

∣∣∣ ↑↓〉
= 〈↑↓ |cosφJ2 − sinφJ1| ↑↓〉 ,

(38.59)

其中，在最后一个等号，我们已经使用了算符恒等式

e−
i
h̄αJiJje

i
h̄αJi = (cosα)Jj + (sinα)ε k

ij Jk , α ∈ R , (38.60)

其中，ε k
ij 是完全反对称张量。

练习 38.4 说明上面恒等式的结果来自于一般算符

eξABe−ξA = B + ξ[A,B] +
ξ2

2!
[A, [A,B]] +

ξ3

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · · , ξ ∈ C , (38.61)

并且角动量算符的 Lie 代数结构如 (9.23) 给出：

[Ji, Jj ] = ih̄εkijJk .

类似地，通过反复应用 (38.60)，有

ih̄

〈
↑↓ (θ, φ)

∣∣∣∣ ∂∂φ
∣∣∣∣ ↑↓ (θ, φ)〉 = 〈↑↓ |(cos θ − 1)J3 − sin θ cosφJ1 − sin θ sinφJ2| ↑↓〉 . (38.62)

由于态 | ↑↓ 〉 沿着 e3 = ẑ 的核间轴，我们有

J3| ↑〉 = +Λh̄| ↑ 〉 , (38.63)

J3| ↓〉 = −Λh̄| ↓ 〉 . (38.64)

为了计算 J1 和 J2 的矩阵元素，我们引入 Hermitian 共轭对 [回忆 (24.82) 和 (24.83)]

J± ≡
J1 ± iJ2√

2
, (38.65)
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其意味着

J1 =
1√
2
(J+ + J−) , (38.66)

J2 =
1

i
√
2
(J+ − J−) . (38.67)

临时分别将 | ↑ 〉 和 | ↓ 〉 写成 |Λ〉 和 | − Λ〉，(Λ ⩾ 0)，我们有

J+| ± Λ〉 = α+(Λ)| ± Λ + 1〉 , (38.68)

J−| ± Λ〉 = α−(Λ)| ± Λ− 1〉 , (38.69)

其中，α+(Λ) 和 α−(Λ) 是取决于 Λ的常数。从 SO(3) 的表示的一般理论 (Chapter 22)，Λ可
以假设值 n/2;n = 0, 1, 2, 3, . . .。方程 (38.59) 和 (38.62) 很明显说明规范势 Am

n 对于对应 |Λ|
不同值的 |ϕn〉 和 |ϕm〉 消失。因此，只有 Λ-双重态 (对于固定的 Λ) 可能通过规范势耦合。对
于 Λ 6= 1/2，双重态实际上是解耦的 (2× 2 规范势矩阵是对角化的)。实际上，对于 Λ 6= 1/2，

(Aθ)
m
n = 0 , (38.70)

(Aφ)
m

n =

(
−Λh̄(1−cos θ)

R sin θ 0

0 Λh̄(1−cos θ)
R sin θ

)
, (38.71)

其中，行指标和列指标分别是 n 和 m，且对于 ↑ 值为 1，对于 ↓ 值为 2。与一个磁单极子的
吴-杨势 (38.5) 比较，我们看到 (38.50) 的每个原子核波函数 Φ↑(θ, φ) 和 Φ↓(θ, φ) 满足一个
Schrödinger 方程，该方程形式上类似于一个带电粒子在由一个 U(1)-磁单极子 [(38.21)] 产生
的场中的运动，其中 Λh̄ 对于态 Φ↓ 扮演磁荷的角色，而 −Λh̄ 对于 Φ↑ 扮演相同的角色。

对于 Λ = 1/2，态 | ↑ 〉 和 | ↓ 〉 不再解耦。实际上，直接运用 (38.63) 到 (38.69) 来说明：
对于 Λ = 1/2，有

Aθ = h̄

(
0 λe−iφ/R

λ̄eiφ/R 0

)
, (38.72)

Aφ = h̄

(
−(1− cos θ)/(2R sin θ) iλe−iφ/R

−iλ̄eiφ/R (1− cos θ)/(2R sin θ)

)
, (38.73)

其中
h̄λ ≡ 〈↑ |J2| ↓〉 . (38.74)

练习 38.5 验证 (38.72) 和 (38.73)。

上面的向量势是一个 U(2)-磁单极子的向量势，数学上通过定义了基流形 S2的一个主 U(2)-丛
π : P → S2 来描述。注意到 Aθ 和 Aφ 都是 Hermitian 的，因此 −iAθ 和 −iAφ 都是反-
Hermitian 的，如被要求的那样因为 ω = −iAθdθ − iAφdφ 是一个 U(2)-值联络 1-形式，其中
U(2) 是 U(2) 的 Lie 代数。

最后我们提到整数量子 Hall 效应 (integral quantum Hall effect)，其在数学上是通
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过 T 2 上的 U(1)-丛描述 (2-环面)。所谓的 Hall 电导率 (Hall conductance)(ne2/h, n ∈ Z)
原来只是丛的第一陈数，一个拓扑不变 (见 M. Kohmoto 1985 和 D. J. Thouless 1998)。



39. Riemann几何

Riemann 几何是 Einstein 广义相对论的数学基础，广义相对论是引力的标准经典理论。
它的研究对象是赋予了一个确定二次型度规的一个流形。

度规的概念已经在 Chapter 8 中非正式引入。我们回忆一下粗略地说，它是对于在一个
流形上测量距离和角度的一个处理方法。在本章中，我们将首先更准确地定义 Riemann度规，
然后探讨该度规与由此产生的切丛上的唯一联络 (Levi-Civita 联络) 之间的关系。根据广义相
对论，这种联络在四维时空上的曲率实际上就是引力场。

定义 39.1 假设 M 是一个 n 维光滑流形。M 上一个 Riemann 度规 (Riemannian met-
ric) G 是 M 上一个对称、正定、协变 (0, 2)-型张量场。

如果 (U ;xi) 是 M 中一个坐标邻域，则 G 可以被局域 (U 上) 表述为

G = gijdx
i ⊗ dxj , (39.1)

其中，
gij = gji (39.2)

是 U 上一个对称光滑函数。在任意点 x ∈ U,G给出 TxM 上一个双线性函数：如果 X = Xi ∂
∂xi

和 Y = Y i ∂
∂xi
是 TxM 中两个切向量，则 [回忆 (8.6)]

G(X,Y ) = gij(x)X
iY j . (39.3)

度规 G 因此对于任意 x ∈ M 确定 TxM 上一个内积。正定性意味着：对于任意 X ∈ TxM，
有

G(X,X) ⩾ 0 . (39.4)

并且仅当 X = 0 时等号成立。注意到一个正定度规必须是非退化的。[一个度规非退化的概念
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在 Chapter 8 的 (8.6) 之后的讨论中已经被引入]。
定义 39.2 M 上一个对称、非退化但是不正定的协变 (0, 2)-型张量场被称为 M 上一个赝
Riemann 度规 (pseudo-Riemannian metric)。

Chapter 8 中引入的 Minkowski 度规 ηµν 是一个平面 (ηµν = constant ) 的一个例子，四
维时空上的赝 Riemann度规。在本章中的发展将被应用到赋予了非退化度规的流形 (Riemann
或者赝 Riemann)。我们将松散地将这种流形称为 Riemann流形 (Riemannian manifold)。

如果 G 是正定的，则我们可以定义切向量的长度 X = Xi∂i ∈ TxM 为

|X| ≡
√
X ·X =

√
G(X,X) , (39.5)

并且两个向量 X,Y ∈ TxM 之间的角度 θ 为

cos θ ≡ G(X,Y )

|X||Y |
=

X · Y
|X||Y |

. (39.6)

此外，M 上的弧长元素 (element of arc length) 由下式给出

ds2 = gijdx
idxj . (39.7)

因此如果 C : [t0, t1]→M 是一个由函数 xi(t), t0 ⩽ t ⩽ t1 确定的连续且分段光滑曲线，则 C

的弧长被定义

s =

∫ t1

t0

(
ds

dt

)
dt =

∫ t1

t0

√
gij
dxi

dt

dxj

dt
dt . (39.8)

我们将只表述下面基本结论而不证明。

定理 39.1 在任意有限维光滑流形上存在一个 Riemann 度规。

Riemann 几何，基于 (39.8)，可以被视为下面情况的一种特殊情况，其中

s =

∫ t1

t0

F

(
x1, . . . , xn;

dx1

dt
, . . . ,

dxn

dt

)
dt , (39.9)

在其中 F (x1, . . . , xn; y1, . . . , yn) 被要求是 2n 个变量的一个光滑、非负函数，并且仅当 y1 =

· · · = yn = 0取到值 0。进一步要求 y的一阶项是对称齐次 (symmetrically homogeneous)：

F
(
x1, . . . , xn;λy1, . . . , λyn

)
= |λ|F

(
x1, . . . , xn; y1, . . . , yn

)
, λ ∈ R , (39.10)

亦或是 y 的一次项是正齐次 (positively homogeneous)：

F
(
x1, . . . , xn;λy1, . . . , λyn

)
= λF

(
x1, . . . , xn; y1, . . . , yn

)
, λ > 0 . (39.11)

F (x; y) 被称为 Finsler 函数 (Finsler function) 并且对应 Finsler 几何 (Finsler geome-
try)。这种情况实际上已经由 Riemann 引入。然而，更详细地考虑它超出了本文的范围。(见
Chern, Chen 和 Lam 1999; D. Bao, S. S. Chern 和 Z. Shen 2000)。

回到一个 Riemann(或赝 Riemann)度规，我们看到：在局域坐标的一个变换下 [回忆 (2.1)
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和 (30.10)]，有

(g′)ij = gkl
∂xk

∂ (x′)
i

∂xl

∂ (x′)
j . (39.12)

因此 G 是非退化的，矩阵 (gij) 有一个逆，我们将其记为 (gij)：

gikgkj = gjkg
ki = δij . (39.13)

对于 gij 在局域坐标的一个改变下的变换规则将被展示如下

(g′)
ij
= gkl

∂ (x′)
i

∂xk
∂ (x′)

j

∂xl
. (39.14)

练习 39.1 验证上面的表述。

因此 gij 是一个二阶对称逆变张量场 [或一个 (2, 0)-型张量场]。

如 Chapter 8 中讨论的那样，度规 G 提供了 TxM 和其对偶 T ∗
xM 之间的一个同构。实

际上，如果 X ∈ TxM，则存在一个唯一元素 X∗ ∈ T ∗
xM，使得：对于任意 Y ∈ TxM，有

〈Y,X∗〉 = G(Y,X) . (39.15)

反之，因为 G是非退化的，任意 T ∗
xM 中的元素可以表述成 X∗ 的形式，对于一些 X ∈ TxM。

如果我们写 X 和 X∗ 分量形式依赖于自然基：

X = Xi ∂

∂xi
, X∗ = Xidx

i (39.16)

则 (39.15) 意味着
Xi = gijX

j , Xi = gijXj . (39.17)

注意到根据 Chapter 2中引入的术语，X∗ (具有下指标分量)是一个协变向量，而 X(具有上指
标分量) 是一个逆变向量。这些向量可以通过借助度规张量 gij 的帮助来升降指标从而相互生
成。升降指标的张量算符实际上可以扩展到任意混合张量。比如，如果

(
tijk
)
是一个 (1, 2)-型

张量，则 type
tijk = gilt

l
jk, tijk = gjltilk (39.18)

分别是 (0, 3)-型张量和 (2, 1)-型张量。

让我们现在引入一个流形 M 上仿射联络 (affine connection) 的概念。它只是 M 的
切丛 TM 上的一个联络 (定义 35.1)。在 M 的一个坐标邻域 (U ;xi) 上，我们有局域标架场{
si =

∂
∂xi

}
, i = 1, . . . , n (n 是 M 作为一个流形的维度)。则 U 上的一个仿射联络 D 由下式

给出 [回忆 (35.8)]
Dsi = ωji ⊗ sj = Γjikdx

k ⊗ sj , (39.19)

其中，Γjik 是 U 上光滑函数。它们被称为依赖于局域坐标 xi 的 D 的联络系数 (connection
coefficients)，或者 Christoffel 符号 (Christoffel symbols)。[它们与 (35.8) 中联络系数
Aβαi 对于一个一般向量丛的角色相同。假设 (W ; yi)是M 中另一个坐标邻域，并且 (s′)i =

∂
∂yi
。
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令

S =t (s1, . . . , sn) =
t

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
(39.20)

和

S′ =t ((s′)1 , . . . , (s
′)n) =

t

(
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn

)
. (39.21)

则在 U ∩W 6= ∅ 上，我们有
∂

∂yi
=

∂

∂xj
∂xj

∂yi
(39.22)

或者，在矩阵记号中，
S′ = JWUS , (39.23)

其中，坐标改变的 Jacobi 矩阵 JWU 由下式给出

JWU =


∂x1

∂y1
· · · ∂xn

∂y1

...
∂x1

∂yn
· · · ∂xn

∂yn

 . (39.24)

从 (35.17) 得到，在坐标的一个局域改变下，1-形式 ω 的联络矩阵的变换规则由下式给出

ω′ = dJWU · J−1
WU + JWUωJ

−1
WU , (39.25)

即：

(ω′)
j

i = d

(
∂xl

∂yi

)
∂yj

∂xl
+
∂xl

∂yi
ωml

∂yj

∂xm
, (39.26)

其中
(ω′)

j

i = (Γ′)
j

ik dy
k . (39.27)

Christoffel 符号在坐标的一个局域改变下的变换规则则是

(Γ′)
j

ik =
∂xl

∂yi
∂xp

∂yk
∂yj

∂xm
Γmlp +

∂2xl

∂yk∂yi
· ∂y

j

∂xl
. (39.28)

练习 39.2 从 (39.26) 和 (39.27) 导出上面的方程。

只有 (39.28) 等号右边的第一项符合张量变换规则 [(2.1)]。因此，第二项的出现说明 Γjik 不是
一个张量场，其意味着 Γjik 在一个确定点 p ∈M 的消失在坐标的一个改变下不是一个不变的
性质。实际上，在确定条件下，Γjik 可以使得在局域坐标的一个合适选择下对于 M 中任意点
消失。(见下面的定理 39.2)。让我们现在来看看如何求在 M 上一个任意混合型张量场的协变
导数，即：张量丛 T rs (M) 的一个截面 [c.f. (30.16)]。从一个向量场 X = Xi ∂

∂xi
开始。通过
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(35.2)，我们有

DX = dXi ⊗ ∂

∂xi
+XiD

(
∂

∂xi

)
= dXi ⊗ ∂

∂xi
+Xiωji

∂

∂xj

=
(
dXi +Xjωij

)
⊗ ∂

∂xi
=

(
∂Xi

∂xj
dxj +XkΓikjdx

j

)
⊗ ∂

∂xi

≡ Xi
,j dx

j ⊗ ∂

∂xi
,

(39.29)

其中

Xi
,j ≡

∂Xi

∂xj
+XkΓikj . (39.30)

DX 是向量丛 T ∗(M) ⊗ T (M) 的一个截面；换句话说，它是 M 上一个 (1, 1)-型张量场，并
且从一个 (1, 0)-型张量场 (即：X) 获得。方程 (39.30) 是经典张量分析中一个基本公式。

如 Chapter 35 中讨论，给定 M 上一个仿射联络 [向量丛 T (M) 上一个联络]，对偶丛
T ∗(M) [c.f. (35.52)]上存在一个诱导联络。对于 (s∗)

i
= dxi, 1 ⩽ i ⩽ n，这个联络由下式给出

D (s∗)
i
= −ωij (s∗)

j
= −Γijkdxk ⊗ dxj . (39.31)

对于一个余切向量场 X∗ 具有局域表达 X∗ = Xidx
i，我们有

DX∗ =
(
dXi −Xjω

j
i

)
⊗ dxi = Xi,jdx

j ⊗ dxi ,

其中

Xi,j ≡
∂Xi

∂xj
−XkΓ

k
ij . (39.32)

[将其与 (39.30)比较]。DX∗ 是一个 (0, 2)-型张量场。方程 (39.30)和 (39.32)允许我们来算一
个任意阶混合型张量场的协变导数。假设 T 是一个 (r, s)-型张量场。则 DT 是一个 (r, s+1)-型
张量场。考虑一个 (2, 1)-型张量场的例子，局域表述为

T = T ijk dx
k ⊗ ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
. (39.33)

则
DT = T ijk,ldx

l ⊗ dxk ⊗ ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
, (39.34)

其中

T ijk,l ≡
∂T ijk
∂xl

+ ΓihlT
hj
k + ΓjhlT

ih
k − ΓhklT

ij
h . (39.35)

练习 39.3 证明 (39.34) 和 (39.35) 通过在 DT 手上运用“Leibniz 法则”：

DT = dT ijk ⊗ dx
k ⊗ ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
+ T ijk D

(
dxk
)
⊗ ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

= T ijk ⊗ dx
k ⊗D

(
∂

∂xi

)
⊗ ∂

∂xj
+ T ijk ⊗ dx

k ⊗ ∂

∂xi
⊗D

(
∂

∂xj

)
,

(39.36)
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并且通过在 T ijk 的独立指标上运用 (39.30) 和 (39.32)。

考虑赋予了一个仿射联络 D 的一个 Riemann 流形 M 中的一个参数化曲线 C : xi(t)，而
M 上一个切向量场 X = Xi ∂

∂xi
，即：一个截面 s ∈ Γ(T (M))。沿着曲线 C,X 可以被写成

X(t) = Xi(t)

(
∂

∂xi

)
C(t)

. (39.37)

如果沿着 C，X 的方向协变导数 (c.f. 35.2) 消失，即：

DXCX = 0 , (39.38)

其中

XC =
dxi(t)

dt

∂

∂xi
(39.39)

是曲线 C 上的切向量场，则 X(t)被称为是沿着 C 平行的 (parallel) (c.f. 定义 35.4)，或者是
沿着 C 平行移动的 (parallelly displaced)。从 (35.3)，条件 (39.38) 等价于 〈XC , DX〉 = 0，
或者从 (39.29)，有〈

dxk

dt
· ∂

∂xk
, Xi

,j dx
j ⊗ ∂

∂xi

〉
=

(
Xi,k

dxk

dt

)
∂

∂xi
= 0 . (39.40)

因为
{

∂
∂xi

}
在其它位置是线性无关的，(39.40) 意味着 Xi

,k
dxk

dt
= 0, i = 1, . . . , n。从 (39.30)

得到如果 X 沿着 C 是平行的，则有

dXi

dt
+XjΓijk

dxk

dt
= 0 , i = 1, . . . , n . (39.41)

上面的条件也可以被写成
DX

dt
= 0 . (39.42)

方程 (39.41) 是一阶常微分方程组。给定初始条件 Xi(0)，即：一些 X ∈ TC(0)M，X(t) 在曲
线 C(t) 中的任意点已经确定。因此平行移动的条件建立了沿着曲线 C(t) 的任意两点 C (t1)

和 C (t2) 处的切空间 TC(t1)(M) 和 TC(t2)(M) 之间的一个同构。

特别令人感兴趣的是自平行性 (self-parallelism) 的情况，即曲线 C(t) 的切向量场 XC

是沿着 C 平行的。我们称曲线 C 是自平行的 (self-parallel)，或一个测地线 (geodesic)。In
this case 在这种情况 Xi = dxi

dt
，并且 (39.41) 给出了下面对于一个曲线 C : xi(t) 是一个测地

线的条件：
d2xi

dt2
+ Γijk

dxj

dt

dxk

dt
= 0, i = 1, . . . , n . (39.43)

这是一个二阶常微分方程组。这些方程的理论保证存在一个唯一经过 M 给定点且在该点处
与一个给定切向量相切的测地线。

我们现在将考虑一个 Riemann 流形 M 上一个仿射联络 2-形式的曲率矩阵 ω。令 ω 用
Christoffel 符号局域给出为

ωji = Γjikdx
k . (39.44)
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则通过回忆 (35.18)，有

Ωji = dωji − ωhi ∧ ω
j
h =

∂Γjik
∂xl

dxl ∧ dxk − ΓhilΓ
j
hkdx

l ∧ dxk

=
1

2

(
∂Γjil
∂xk

− ∂Γjik
∂xl

+ ΓhilΓ
j
hk − ΓhikΓ

j
hl

)
dxk ∧ dxl .

(39.45)

一个仿射联络的曲率张量 (curvature tensor)Rjikl 定义为 [c.f. (35.45)]

Ωji ≡
1

2
Rjikl dx

k ∧ dxl , (39.46)

其中

Rjikl =
∂Γjil
∂xk

− ∂Γjik
∂xl

+ ΓhilΓ
j
hk − ΓhikΓ

j
hl . (39.47)

注意到通过观察上面的方程，
Rjikl = −R

j
ilk . (39.48)

我们需要说明曲率张量是通过考虑局域坐标的一个变换来全局定义的。假设 (W ; yi) 是
M 上另一局域坐标系统。则在 U ∩W 6= ∅ 中，局域标架场 S′ [由 (39.21) 给出] 与局域标架
场 S [由 (39.20) 给出] 相关通过 S′ = JWUS，其中 JWU 是 (39.24) 给出的 Jacobi 行列式。从
(35.13) 和 (35.25) 得到：在坐标系统 (W ; yi) 下，曲率矩阵 Ω′ 由下式给出

Ω′ = JWU · Ω · J−1
WU . (39.49)

写成分量形式为

(Ω′)
j

i =
∂xp

∂yi
Ωqp

∂yj

∂xq
. (39.50)

定义曲率张量 (R′)
j
ikl 为

(Ω′)
j

i ≡
1

2
(R′)

j

ikl dy
k ∧ dyl , (39.51)

我们看到

(R′)
j

ikl = Rqprs
∂yj

∂xq
∂xp

∂yi
∂xr

∂yk
∂xs

∂yl
. (39.52)

将这个方程与 (2.1) 比较，我们看到 Rjikl 满足对于一个 (1, 3)-型张量的变换规则。因此具有
分量 Rjikl 的曲率张量 R 是一个与局域坐标无关的全局物件，但是其可以被局域表述为

R = Rjikl
∂

∂xj
⊗ dxi ⊗ dxk ⊗ dxl . (39.53)

我们从 (35.27a) 和 (35.27b) 回忆 R(X,Y ) : Γ(T (M)) → Γ(T (M))，X,Y ∈ Γ(T (M))，
从切向量场到切向量场的映射。令切向量场 X,Y, Z 有局域表达

X = Xi ∂

∂xi
, Y = Y i ∂

∂xi
, Z = Zi

∂

∂xi
. (39.54)
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则 (35) 产生

R(X,Y )Z = Zi
〈
X ∧ Y,Ωji

〉 ∂

∂xj
= RjiklZ

iXkY l ∂

∂xj
, (39.55)

其中，第二个等号来自于 (39.46)，(28.28) 和对称性质 (39.48)。

练习 39.4 说明 (39.55) 的第二个等号是合理的。

通过在 (39.55) 中替换 X 为 ∂
∂xk
，Y 为 ∂

∂xl
和 Z 为 ∂

∂xi
，我们有

Rjikl =

〈
R

(
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
∂

∂xi
, dxj

〉
. (39.56)

对于一个给定仿射联络 D 局域由 Christoffel 符号 Γjik 表征，定义量

T jik ≡ Γjki − Γjik . (39.57)

我们之前的讨论 [c.f. (39.28)] 暗示 Γjik 不是一个张量。然而，T
j
ik 是一个 (1, 2)-型张量，因为

(39.28) 也意味着

(T ′)
j

ik =(Γ′)
j

ki − (Γ′)
j

ik

=
∂xl

∂yk
∂xp

∂yi
∂yj

∂xm
Γmlp +

∂2xl

∂yi∂yk
∂yj

∂xl
−
(
∂xl

∂yi
∂xp

∂yk
∂yj

∂xm
Γmlp +

∂2xl

∂yk∂yi
∂yj

∂xl

)
=
∂yj

∂xm
∂xp

∂yi
∂xl

∂yk
(
Γmlp − Γmpl

)
=
∂yj

∂xm
∂xp

∂yi
∂xl

∂yk
Tmpl ,

(39.58)

其暗示 T jik 在坐标的一个局域改变下张量一样变换。(1, 2)-型张量 T jik 被称为仿射联络 D 的
挠率张量 (torsion tensor)。很明显从 (39.57) 得到挠率张量有下面对称性质：

T jik = −T
j
ki . (39.59)

挠率张量可以自然视为一个从 Γ(T (M))× Γ(T (M)) 到 Γ(T (M)) 的映射。实际上，假设
X,Y 是 M 上任意两个切向量场。则挠率张量

T = T jik
∂

∂xj
⊗ dxi ⊗ dxk (39.60)

作用在配对 (X,Y ) 来产生

T (X,Y ) = T jikX
iY k ∂

∂xj
. (39.61)

类似于定理 35.2 [(35.32)]，我们有

T (X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ] . (39.62)
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练习 39.5 说明在局域坐标中

[X,Y ] =

(
Xi ∂Y

j

∂xi
− Y i ∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
. (39.63)

练习 39.6 运用 (39.57)，(39.61)和由 (39.30)给出的对于协变微分的分析表达来证明 (39.62)。

定义 39.3 如果一个仿射联络 D 的挠率张量消失，则 D 被称为是无挠的 (torsion-free)。

方程 (39.62) 给出挠率张量的一个几何意义。考虑 X = ϵ ∂
∂xi
和 Y = ϵ ∂

∂xj
，则 [X,Y ] = 0。

如果 T = 0，沿着 ϵ ∂
∂xi
平行移动无穷向量 ϵ ∂

∂xj
的结果与沿着 ϵ ∂

∂xj
平行移动 ϵ ∂

∂xi
相同，即：

D(ϵ ∂

∂xi
)

(
ϵ
∂

∂xj

)
= D(ϵ ∂

∂xj
)

(
ϵ
∂

∂xi

)
(见 Figure 39.1)。

ϵ ∂
∂xi

ϵ ∂
∂xj

Figure 39.1

练习 39.7 用 Christoffel符号 Γjik 给定一个仿射联络 D，说明我们总是能构造一个无挠联络
D′ 用 Christoffel 符号

Γ̃jik =
1

2

(
Γjik + Γjki

)
. (39.64)

显式检验 Γ̃jik 满足变换规则 (39.28)。

假设 D 是一个无挠仿射联络在一个点 p ∈ M 附近的一个局域坐标邻域 (W ; yi) 中具有
联络系数 (Γ′)

j
ik

(
= (Γ′)

j
ki

)
。令

xi = yi +
1

2
(Γ′)

i

mn (p) (y
m − ym(p)) (yn − yn(p)) . (39.65)

则
∂xi

∂yj

∣∣∣∣
p

= δij ,
∂2xi

∂yj∂yk

∣∣∣∣
p

= (Γ′)
i

jk (p) . (39.66)

因此，矩阵
(
∂xi

∂yj

)
在 p 附近是非退化的，并且 (39.65) 构成 p 附近的一个局域坐标变换。则

从 (39.28) 得到
(Γ′)

j

ik (p) = δliδ
n
k δ

j
mΓ

m
ln(p) + (Γ′)

l

ki (p)δ
j
l

= Γjik(p) + (Γ′)
j

ki (p) = Γjik(p) + (Γ′)
j

ik (p) ,
(39.67)
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其意味着
Γjik(p) = 0 . (39.68)

我们因此建立下面重要事实。

定理 39.2 如果 D 是 M 上一个无挠仿射联络，则在任意点 p ∈M，存在一个局域坐标邻域
(U ;xi) 使得对应联络系数 Γjik 在 p 出消失。

下面是对于一个无挠仿射联络的曲率张量的一个有用的恒等式。

定理 39.3 如果 D 是 M 上一个无挠仿射联络，则 Bianchi 恒等式有形式

Rjikl,h +Rjilh,k +Rjihk,l = 0 . (39.69)

证明：令 ω 是一个无挠仿射联络的 1-形式的联络矩阵，且 Ω = dω − ω ∧ ω 是对应 2-形式的
曲率矩阵 Bianchi 恒等式由下式给出 [c.f. (35.36)]

dΩ = ω ∧ Ω− Ω ∧ ω . (39.70)

写成矩阵元素
dΩji = ωpi ∧ Ωjp − Ωpi ∧ ωjp . (39.71)

根据 (39.46) 和 (39.44)，上面的方程等价于

∂Rjikl
∂xh

dxh ∧ dxk ∧ dxl =
(
ΓpihR

j
pkl − ΓjphR

p
ikl

)
dxh ∧ dxk ∧ dxl . (39.72)

因为 [c.f. (39.35)]

Rjikl,h =
∂Rjikl
∂xh

+ ΓjphR
p
ikl − ΓpihR

j
pkl − ΓpkhR

j
ipl − ΓplhR

j
ikp , (39.73)

方程 (39.72) 意味着

Rjikl,hdx
h ∧ dxk ∧ dxl = −

(
ΓpkhR

j
ipl + ΓplhR

j
ikp

)
dxh ∧ dxk ∧ dxl . (39.74)

运用无挠性质 (Γplh = Γphl) 和 Rjikp = −Rjipk 的事实 [(39.48)]，上面方程的等号右边的第二项
可以被写成

ΓplhR
j
ikpdx

h ∧ dxk ∧ dxl =− ΓphlR
j
ipkdx

h ∧ dxk ∧ dxl

=− ΓpkhR
j
ipldx

k ∧ dxl ∧ dxh

=− ΓpkhR
j
ipldx

h ∧ dxk ∧ dxl .

(39.75)

从 (39.74) 得到
Rjikl,hdx

h ∧ dxk ∧ dxl = 0 . (39.76)

通过给等号左边加两个从交换赝指标 (k → l, l → h, h → k) 获得的类似的项 (每项都为零)，
我们获得 (

Rjikl,h +Rjilh,k +Rjihk,l
)
dxh ∧ dxk ∧ dxl = 0 . (39.77)
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因为括号内的量关于指标 h, k, l, 是完全反对称的，外积 dxh ∧ dxk ∧ dxl 也是一样完全反对称，
定理得证。 □

一个仿射联络 D 的曲率张量 Rjikl 和挠率张量 T jik 完全确定任意混合型张量的方向协变
导数的对易关系。我们将用一些例子来阐明这一事实。首先考虑M 上一个函数 (一个标量场)。
我们有下面的 (39.30) 的类似式

D∂if ≡ f,i =
∂f

∂xi
. (39.78)

记
f,ij ≡ (f,i),j . (39.79)

则通过 (39.32)，有

f,ij =
∂2f

∂xj∂xi
− f,kΓkij . (39.80)

因此，
f,ij − f,ji = f,kΓ

k
ji − f,kΓkij = f,kT

k
ij . (39.81)

类似地，对于一个切向量场 X = Xi ∂
∂xi
，我们定义

Xi
,pq ≡ (Xi

,p),q . (39.82)

因此，通过 (39.30) 和 (39.32)，有

Xi
,pq =

∂

∂xq
(
Xi
,p

)
+Xk

,pΓ
i
kq −Xi

,lΓ
l
pq , (39.83)

和
Xi
,pq −Xi

,qp

=
∂

∂xq
(
Xi
,p

)
− ∂

∂xp
(
Xi
,q

)
+Xk

,pΓ
i
kq −Xi

,lΓ
l
pq −Xk

,qΓ
i
kp +Xi

,lΓ
l
qp

=
∂

∂xq

(
∂Xi

∂xp
+XkΓikp

)
− ∂

∂xp

(
∂Xi

∂xq
+XkΓikq

)
+

(
∂Xk

∂xp
+X lΓklp

)
Γikq −

(
∂Xk

∂xq
+X lΓklq

)
Γikp +Xi

,lT
l
pq

=−Xk

(
∂Γikq
∂xp

−
∂Γikp
∂xq

+ ΓlkqΓ
i
lp − ΓlkpΓ

i
lq

)
+Xi

,lT
l
pq .

(39.84)

通过 (39.47)，得到
Xi
,pq −Xi

,qp = −XkRikpq +Xi
,lT

l
pq . (39.85)

类似地，对于一个协变向量场 Xi，有

Xi,pq −Xi,qp = XlR
l
ipq +Xi,lT

l
pq . (39.86)

一个任意混合型张量的对易关系可以从 (39.85) 和 (39.86) 获得。举例，一个 (2, 1)-型张
量 T ijk ，我们有

T ijk,pq − T
ij
k,qp = −T

lj
k R

i
lpq − T ilk R

j
lpq + T ijl R

l
kpq + T ijk,lT

l
pq . (39.87)
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练习 39.8 用 (39.32) 验证 (39.86)；并用 (39.85) 和 (39.86) 验证 (39.87)。

我们现在回头来考虑 Riemann(或赝 Riemann) 度规 gij 和其与仿射联络的关系。

定义 39.4 假设 M 是定义了 Riemann(或赝 Riemann) 度规 G = (gij) 的一个 Riemann 流
形并且 D 是 M 上的一个仿射联络。如果

DG = 0 , (39.88)

则 D 被称为 M 上一个度规相容联络 (metric-compatible connection)。

我们将说明上面定义的度规相容意味着在平行移动下标量基保持。记 G 为 G = gijdx
i ⊗

dxj，并且用 ω =
(
ωji
)
表达在局域标架场

{
∂
∂xi

}
下 D 的 1-形式的联络矩阵：

D

(
∂

∂xi

)
= ωji

∂

∂xj
, (39.89)

D
(
dxi
)
= −ωijdxj , (39.90)

我们有
DG = dgij ⊗ dxi ⊗ dxj − gijωildxl ⊗ dxj − gijω

j
l dx

i ⊗ dxl

=
(
dgij − ωki gkj − ωkj gik

)
⊗ dxi ⊗ dxj .

(39.91)

因此，(39.88) 等价于
dgij = ωki gkj + ωkj gik , (39.92)

或者，在矩阵记号中，
dG = ω ·G+G · ωT , (39.93)

其中

G =


g11 . . . g1n

. . .

gn1 . . . gnn

 , (39.94)

ω =


ω1
1 . . . ωn1

· · ·
ω1
n . . . ωnn

 , (39.95)

而 ωT 是 ω 的转置。用联络系数 (Christoffel 符号) Γjik，(39.92) 可以被写成

dgij = gkjΓ
k
ihdx

h + gikΓ
k
jhdx

h , (39.96a)

或者
gij,h = 0 . (39.96b)

最后一个方程意味着，对于一个度规相容张量 gij 在协变微分下表现得像一个常数。

现在考虑向量 X = Xi∂i 和 Y = Y i∂i 沿着一条曲线 C : xi(t) 的平行移动。通过 (39.41)，
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我们有
dXi

dt
+XjΓijk

dxk

dt
= 0 ,

dY i

dt
+ Y jΓijk

dxk

dt
= 0 . (39.97)

因此 X 和 Y 的标量积，gijXiY j，沿着曲线 C 变化，根据

d

dt

(
gijX

iY j
)
=
dgij
dt

XiY j + gij
dXi

dt
Y j + gijX

i dY
j

dt

=

(
dgij
dt
− gkjΓkih

dxh

dt
− gikΓkjh

dxh

dt

)
XiY j .

(39.98)

如果 (39.96) 保持，上面的项将消失。因此，如果 D 是度规相容，当 X 和 Y 是平行移动时，
gijX

iY j = 常数。

我们现在来到 Riemann 几何核心事实。

定理 39.4 — Riemann几何基本定理 (Fundamental Theorem of Riemannian Geometry). 令 M 是
一个 Riemann 流形 (定义一个 Riemann 或者赝 Riemann 度规)。则 M 上存在唯一无挠且
度规相容联络，称为 Levi-Civita 联络 (Levi-Civita connection)。

证明：在一个局域坐标邻域 (U ;xi) 中，令联络矩阵 ωji 由 ωji = Γjikdx
k 给出。假设联络是度

规相容且无挠的。则通过 (39.92) 和 (39.57)，有

dgij = ωki gkj + ωkj gik , (39.99)

Γjik = Γjki . (39.100)

定义
Γijk ≡ gljΓ l

i k , ωik ≡ glkω l
i . (39.101)

则从 (39.99) 和 (39.100) 得到

∂gij
∂xk

= Γijk + Γjik , (39.102)

Γijk = Γkji . (39.103)

另外两个类似于 (39.102) 的方程可以从对应指标 (ijk) 的偶排列 (jki) 和 (kij) 获得：

∂gjk
∂xi

= Γjki + Γkji , (39.104)

∂gki
∂xj

= Γkij + Γikj . (39.105)

计算 (39.104)+(39.105)-(39.102) 并运用 (39.103)，我们有

Γikj =
1

2

(
∂gik
∂xj

+
∂gkj
∂xi

− ∂gij
∂xk

)
. (39.106)

因为，通过 (39.101)，有
Γ k
i j = gklΓilj , (39.107)
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方程 (39.106) 意味着

Γ k
i j =

1

2
gkl
(
∂gil
∂xj

+
∂gjl
∂xi
− ∂gij
∂xl

)
. (39.108)

因此，一个度规相容且无挠的联络的 Christoffel 符号由度规张量确定。

反之，给定一个度规张量 gij，由 (39.108)定义的量 Γ k
i j 可以通过验证它们在一个局域坐

标变化下根据 (39.28)变换来说明它们是一个 (1, 2)-型张量的分量。因此，Γikj 是一个 (0, 3)-型
张量。进一步，很明显由 (39.106) 定义的 Γikj 满足 (39.102) 和 (39.103)。因此，(39.108) 唯
一确定 M 上度规相容且无挠的联络。 □

量 Γikj 和 Γ k
i j 分别被称为第一类和第二类 Christoffel 符号 (Christoffel symbols of

the first and second kind)。

有时候使用一个任意标架场 ei = Xk
i

∂
∂xk

[c.f. (37.3)] 更方便，而不是自然标架场
{

∂
∂xi

}
，

其中 Xk
i 是局域坐标邻域 (U ;xi) 上的函数。1-形式 θi ≡ (X−1)

i

j dx
j [c.f. (37.19)]，其中 X−1

是 X 的逆矩阵，则构成 {ei} 的一个对偶余标架场，意思是〈
ei, θ

j
〉
= δji . (39.109)

一个仿射联络由下式给出

D

(
∂

∂xi

)
= ωji

∂

∂xj
, (39.110)

我们看到 [c.f. (37.36)]
θji =

(
X−1

)j
k

(
dXk

i +X l
iω

k
l

)
(39.111)

是依赖于标架场 {ei} 的联络 1-形式：

Dei = θji ej . (39.112)

我们注意到 1-形式 θi 和 θji 在这里引入是 M 上 1-形式，并且实际上是映射 f : M →
P, x 7→ {x; ei} 下的拉回，类似标记的 1-形式 θi 和 θji 由 (37.19) 和 (37.36) 定义，其是 M 的
标架丛 P 上的形式 (c.f. Chapter 7)。我们有

dxi = Xi
jθ
j , (39.113)

dXj
i = −Xk

i ω
j
k +Xj

kθ
k
i . (39.114)

对 (39.113) 取外微分，我们有

0 =dXi
j ∧ θj +Xi

jdθ
j = Xi

j

(
dθj + θjk ∧ θ

k
)
−Xk

j ω
i
k ∧ θj

=Xi
j

(
dθj − θk ∧ θjk

)
−Xk

j Γ
i
kldx

l ∧ θj = Xi
j

(
dθj − θk ∧ θjk

)
−Xk

j Γ
i
klX

l
mθ

m ∧ θj ,
(39.115)

其中在第二个等号处，(39.114) 已经使用了。通过乘以 X−1，我们获得

dθj − θk ∧ θjk =
(
X−1

)j
r
Xp
kΓ

r
pqX

q
l θ
l ∧ θk = 1

2

(
X−1

)j
r
Xp
kX

q
l T

r
pqθ

k ∧ θl , (39.116)
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其中，T rpq 是挠率张量 [(39.57)]。对 (39.114) 外微分产生

0 =− dXk
i ∧ ω

j
k −X

k
i dω

j
k + dXj

k ∧ θ
k
i +Xj

kdθ
k
i

=
(
Xk
i ω

l
k −X l

kθ
k
i

)
∧ ωjl −X

k
i dω

j
k −

(
X l
kω

j
l −X

j
l θ
l
k

)
∧ θki +Xj

kdθ
k
i

=−Xk
i

(
dωjk − ω

l
k ∧ ω

j
l

)
+Xj

kdθ
k
i +Xj

kθ
k
l ∧ θli = −Xk

i Ω
j
k +Xj

k

(
dθki − θli ∧ θkl

)
,

(39.117)

其中在第二个等号处我们已经使用了 (39.114)，而在第四个等号处我们已经使用了 2-形式的
曲率矩阵：Ω = dω − ω ∧ ω [(35.18)] 的定义。因此

dθji − θli ∧ θ
j
l = Xk

i Ω
l
k

(
X−1

)j
l
=
1

2

(
X−1

)j
l
Xk
i R

l
kmndx

m ∧ dxn

=
1

2

(
X−1

)j
l
Xk
i X

m
r X

n
s R

l
kmnθ

r ∧ θs .
(39.118)

记

P jkl ≡
(
X−1

)j
r
Xp
kX

q
l T

r
pq , (39.119)

Sjikl ≡
(
X−1

)j
q
Xp
i X

r
kX

s
l R

q
prs , (39.120)

其分别是挠率和曲率张量，依赖于 {ei} 和 {θi}，方程 (39.116) 和 (39.118) 变成

dθj − θk ∧ θjk =
1

2
P jkl θ

k ∧ θl , (39.121)

dθji − θli ∧ θ
j
l =

1

2
Sjikl θ

k ∧ θl . (39.122)

它们被称为联络的结构方程 (structure equations)。[与 (31.33) 和 (31.34) 比较]，对于一
个无挠的联络，联络 1-形式 θji 满足

dθi − θj ∧ θij = 0 . (39.123)

ω 的度规相容性允许我们来定义一个反对称 (0, 2)-型曲率张量的 2-形式。我们可以对度规相
容条件 (39.93) 取外微分来产生

dω ·G− ω ∧ dG+ dG ∧ ωT +G · (dω)T = 0 , (39.124)

其意味着，再次使用 (39.93)，有

dω ·G− ω ∧
(
ω ·G+G · ωT

)
+
(
ω ·G+G · ωT

)
∧ ωT +G · (dω)T = 0 , (39.125)

或
(dω − ω ∧ ω) ·G+G ·

(
(dω)T + ωT ∧ ωT

)
= 0 . (39.126)

因为 ω 是 1-形式的一个矩阵，ωT ∧ ωT = −(ω ∧ ω)T。其可以如下看出。(
ωT ∧ ωT

)β
α
=
(
ωT
)γ
α
∧
(
ωT
)β
γ
= ωαγ ∧ ω

γ
β

=− ωγβ ∧ ω
α
γ = −(ω ∧ ω)αβ = −

(
(ω ∧ ω)T

)β
α
.
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方程 (39.126) 则读出

(dω − ω ∧ ω) ·G+G · (dω − ω ∧ ω)T = 0 .

通过 (35.18)，其导出
Ω ·G+G · ΩT = 0 .

因为 G = (gij) 是对称的，我们有

Ω ·G+ (Ω ·G)T = 0 . (39.127)

现在定义
Ωij ≡ (Ω ·G)ij = Ωki gkj . (39.128)

方程 (39.127) 则变成
Ωij +Ωji = 0 . (39.129)

Ωij 即为反对称曲率张量的 2-形式。方程 (39.128) 也意味着

Ωij =
(
dωki − (ω ∧ ω)ki

)
gkj =

(
dωki

)
gkj − ωli ∧ ωkl gkj . (39.130)

另一方面，如果我们也定义
ωij ≡ ωki gkj , (39.131)

则

dωij = d
(
ωki gkj

)
=
(
dωki

)
gkj − ωki ∧ dgkj =

(
dωki

)
gkj − ωki ∧

(
ωlkglj + ωljgkl

)
=
(
dωki

)
gkj − ωli ∧ ωkl gkj − ωki ∧ ωjk ,

(39.132)

其中第三个等号处，我们已经对于 dgkj 采用度规相容条件 (39.92)。因此，(39.130) 给出

Ωij = dωij + ωki ∧ ωjk . (39.133)

让我们现在来定义 (0, 4)-型曲率章来个

Rijkl ≡ R h
i klghj . (39.134)

则通过回忆 (39.46)，我们有
Ωij =

1

2
Rijkl dx

k ∧ dxl . (39.135)

曲率张量 Rijkl 可以用 Christoffel 符号 Γ j
i k 和 Γijk 使用 (39.47) 和 (39.101) 计算。这些方程
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给出

Rijkl = R h
i klghj

= ghj

(
∂Γ h

i l

∂xk
− ∂Γ h

i k

∂xl
+ Γ m

i lΓ
h

m k − Γ m
i kΓ

h
m l

)
=
∂Γijl
∂xk

− ∂Γijk
∂xl

− Γ h
i l

∂ghj
∂xk

+ Γ h
i k

∂ghj
∂xl

+ Γ m
i lΓmjk − Γ m

i kΓmjl .

(39.136)

在上面方程中对 ∂ghj/∂x
k 和 ∂ghj/∂x

l 使用 (39.102)，我们获得

Rijkl =
∂Γijl
∂xk

− ∂Γijk
∂xl

+ Γ h
i kΓjhl − Γ h

i lΓjhk . (39.137)

曲率张量 Rijkl 有下面重要的对称性质。

定理 39.5 一个 Riemann 流形的曲率张量 Rijkl 满足下面：

1) Rijkl = −Rjikl = −Rijlk ; (39.138)

2) Rijkl +Riklj +Riljk = 0 ; (39.139)

3) Rijkl = Rklij . (39.140)

证明： 1) 这是 (39.129) 和 (39.137) 的一个直和。
2) 因为 Levi-Civita 联络是无挠的，我们有从 (39.123)，

dxi ∧ ωki = 0 , (39.141)

并且因此
dxi ∧ ωki gkj = dxi ∧ ωij = 0 . (39.142)

对上面的方程取外微分并且使用 (39.133)，我们有

dxi ∧ dωij = dxi ∧
(
Ωij − ωki ∧ ωjk

)
= 0 . (39.143)

从 (39.141) 得到
dxi ∧ Ωij = 0 . (39.144)

对上面方程中的 Ωij 使用 (39.135) 和 Rijkl = −Rjikl 的事实 [从 1)]，我们得到

Rjikl dx
i ∧ dxk ∧ dxl = 0 . (39.145)

通过增加从上面方程中交换指标 (i, k, l) 获得两项，我们有

(Rjikl +Rjkli +Rjlik) dx
i ∧ dxk ∧ dxl = 0 . (39.146)

通过 1) 每个 R 关于后两个指标是反对称的。则可以很容易看出上面方程中括号中的三个 R

关于后三个指标 i, k 和 l 是反对称的。但 dxi ∧ dxk ∧ dxl 关于相同三个指标也是反对称的。因
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此，
{
dxi ∧ dxk ∧ dxl | i < k < l

}
的线性无关性意味着 2)。

3) 将 2) 写成两种不同的方式：

Rjikl +Rjkli +Rjlik = 0 , (39.147)

Rijkl +Riklj +Riljk = 0 . (39.148)

从 (39.148) 减去 (39.147) 并运用 1)，我们有

2Rijkl +Riklj +Rljik +Riljk +Rjkil = 0 . (39.149)

令 i↔ k, j ↔ l，上面的方程出现为

2Rklij +Rkijl +Rjlki +Rkjli +Rlikj = 0 . (39.150)

但再一次从 1)，Riklj = Rkijl，Rljik = Rjlki 等。因此，Rijkl = Rklij。 □

练习 39.9 说明类似于定理 39.5 的性质 2)，我们有

Rijkl +Riklj +Riljk = 0 . (39.151)

练习 39.10 运用 (39.96b)说明类似于 (39.69)(定理 39.3)，Bianchi 恒等式 (Bianchi iden-
tity) 也可以表述为

Rijkl,h +Rijlh,k +Rijhk,l = 0 . (39.152)

练习 39.11 说明由于定理 39.5 的对称性质，Riemann 曲率张量 Rijkl 的独立分量的个数是
n2 (n2 − 1) /12，其中 n 是 Riemann 流形的维度。

Riemann曲率张量 Rijkl，具有分量的最大数，是一个复杂的对象 (对于 Lorentz时空，其
中 n = 4，它有 20 个分量)。事实证明，可以通过一个更简单的对象来描述 Rijkl，称为截曲
率。

因为 Rijkl 是一个 (0, 4)-型张量场，在每一点 p ∈ M，可以视为一个多重线性函数 R :

Tp(M)× Tp(M)× Tp(M)× Tp(M)→ R，其中

R = Rijkldx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dxl . (39.153)

因此，对于由 X = Xi ∂
∂xi
, Y = Y i ∂

∂xi
, Z = Zi ∂

∂xi
,W = W i ∂

∂xi
给出的 X,Y, Z,W ∈ Tp(M)，

有
R(X,Y, Z,W ) = 〈 X ⊗ Y ⊗ Z ⊗W,R 〉 = Rijkl X

iY jZkW l . (39.154)

特别是

Rijkl = R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
,
∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
. (39.155)

通过 (39.55)，对于 Z,W ∈ Tp(M)，R(Z,W )(曲率算符) 是从 Tp(M) 到 Tp(M) 的一个线性
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映射：
R(Z,W )X = Rjikl X

iZkW l ∂

∂xj
. (39.156)

从 (39.134) 得到
R(X,Y, Z,W ) = (R(Z,W )X) · Y , (39.157)

其中，点乘意思是 Riemann 度规 gij 的标量积。

通过定理 39.5，4-线性函数 R(X,Y, Z,W ) 有下面的对称性质：

1) R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ) = −R(X,Y,W,Z) ; (39.158)

2) R(X,Y, Z,W ) +R(X,Z,W, Y ) +R(X,W, Y, Z) = 0 ; (39.159)

3) R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ) . (39.160)

使用度规张量 G，我们可以定义 4-线性函数

G(X,Y, Z,W ) ≡ G(X,Z)G(Y,W )−G(X,W )G(Y, Z) . (39.161)

可以直接检验 G(X,Y, Z,W ) 也满足上面的对称性质 1), 2), 3)。

练习 39.12 如果 X,Y ∈ Tp(M)，说明

G(X,Y,X, Y ) = |X|2|Y |2 sin2 θ ,

其中，θ 是 X 和 Y 之间的角度。因此，G(X,Y,X, Y ) 是以 X 和 Y 为平行四边形边界的
面积的平方。

假设 X,Y 生成 Tp(M) 的一个二维子空间 E。令 X ′, Y ′ 是 E 中另两个线性无关的向量。
则 X ′, Y ′ 也生成 E，并且它们通过一个非退化线性变换与 X,Y 相关联：

X ′ = aX + bY , Y ′ = cX + dY , (ad− bc 6= 0) .

运用上面 1) 到 3) 的性质和 R 是 4-线性函数的事实，可以直接来说明

R (X ′, Y ′, X ′, Y ′) = (ad− bc)2 R(X,Y,X, Y ) . (39.162)

练习 39.13 验证 (39.162)。

通过相同的象征，

G (X ′, Y ′, X ′, Y ′) = (ad− bc)2G(X,Y,X, Y ) . (39.163)

因此
R (X ′, Y ′, X ′, Y ′)

G (X ′, Y ′, X ′, Y ′)
=
R(X,Y,X, Y )

G(X,Y,X, Y )
, (39.164)

其意味着 R(X,Y,X, Y )/G(X,Y,X, Y ) 只取决于子空间 E ⊂ Tp(M)，并且与 E 的基 {X,Y }
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的选择无关。我们称量

K(X,Y ) = K(E) ≡ −R(X,Y,X, Y )

G(X,Y,X, Y )
, (39.165)

其中，{X,Y } 是二维子空间 E ⊂ Tp(M) 的任意基，(p,E) 处 M 的截曲率 (sectional cur-
vature)。历史上很重要的一个特殊情况是当 M 是三维 Euclid 空间中的一个曲面，其中 K

是曲面上一个点处曲面的所谓总曲率 (total curvature)，或 Gauss 曲率 (Gaussian cur-
vature)。它由下式给出

K = −R1212

g
, (39.166)

其中
g = g11g22 − (g12)

2
, (39.167)

并且，通过 (39.137)，有

R1212 =
∂Γ122

∂x1
− ∂Γ121

∂x2
+ Γ h

1 1Γ2h2 − Γ h
1 2Γ2h1 . (39.168)

练习 39.14 对于三维 Euclid 空间中半径为 r 的球面，从诱导度规开始 (依赖于自然坐标
θ, ϕ)

gij =

(
r2 0

0 r2 sin2 θ

)
(39.169)

并且使用 (39.106) 到 (39.108) 来计算 Christoffel 符号 Γijk 和 Γ j
i k，i, j, k = 1, 2。说明

Γ 1
1 1 = Γ 2

1 1 = Γ 1
1 2 = Γ121 = 0 , (39.170)

Γ 2
1 2 = cot θ , (39.171)

Γ221 = Γ122 = r2 sin θ cos θ , (39.172)

则使用 (39.168) 来说明
R1212 = −r2 sin2 θ , (39.173)

并且因此 Gauss 曲率由下式给出
K =

1

r2
. (39.174)

练习 39.15 从 (31.36) 回忆，依赖于正交规范标架场

e1 = eθ =
1

r

∂

∂θ
, e2 = eϕ =

1

r sin θ ,

Levi-Civita 联络的联络矩阵由下式给出

(
θji
)
=

(
0 cos θ dϕ

− cos θ dϕ 0

)
. (39.175)
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说明曲率 2-形式 Ωji = dθji − θki ∧ θ
j
k，依赖于 (e1, e2) 由下式给出

(
Ωji
)
=

(
0 − sin θ dθ ∧ dϕ

sin θ dθ ∧ dϕ 0

)
. (39.176)

练习 39.16 对 gij 使用 (39.169)并对 Γ k
i j 使用 (39.108)来说明：依赖于自然标架场 ( ∂

∂θ
, ∂
∂ϕ

)，
Levi-Civita 联络的联络矩阵由下式给出

(
ωji
)
=

(
0 cot θ dϕ

− sin θ cos θ dϕ cot θ dθ

)
. (39.177)

练习 39.17 正交规范标架场 (eθ, eϕ) 的对偶标架场是余标架场 (θ1, θ2)，其中 [c.f. (31.37)]

θ1 = rdθ , θ2 = r sin θdϕ . (39.178)

记 [与 (39.46) 比较]
Ωji =

1

2
R j
i kl θ

k ∧ θl , (39.179)

其中，Ωji 由 (39.176) 给出。因此

Ω2
1 = − sin θ dθ ∧ dϕ .

从 (39.178) 和 (39.179) 说明：依赖于 (eθ, eϕ)，有

R 2
1 12 = −

1

r2
. (39.180)

因为 (eθ, eϕ) 是标准正交的，依赖于 (eθ, eϕ) 的 Riemann 度规 (gij) 简化为 gij = δij。因此
验证：依赖于 (eθ, eϕ)，有

R1212 = R 2
1 12 = −

1

r2
, (39.181)

并且因此
K =

1

r2
,

与 (39.174) 一致。

截曲率的重要性在于下面的定理，将只表述而不证明。

定理 39.6 一个 Riemann 流形 M 在一个点 p ∈ M 处的曲率张量 Rijkl 是唯一由所有二维
切子空间 E ⊂ Tp(M) 的截曲率 K(E) 确定。

Riemann 曲率张量 R j
i kl 可以被缩并来产生其它有用张量。

定义 39.5 令 R j
i kl 是一个 Riemann 流形 M 的曲率张量。M 的 Ricci 曲率张量 (Ricci
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curvature tensor) Ric 是 R j
i kl 的缩并，由下式给出

Rik ≡ R j
i kj . (39.182)

M 的标曲率 (scalar curvature) S 是 Ric 的缩并，由下式给出

S ≡ gijRij . (39.183)

如果 Ric 恒等于零，则 M 被称为是 Ricci 平坦 (Ricci flat)。一个平坦流形 (R j
i kl = 0

恒成立) 是确定 Ricci 平坦，但是反之不是正确的。

引理 39.1 Ricci 曲率张量 Rij 是对称的，并且与自然标量场 {∂/∂xi} 相关给出为：对于任
意 X,Y ∈ Tp(M)，有

Ric(X,Y ) =
〈
R (Y, ∂k)X, dx

k
〉
, (39.184)

证明：通过 (39.184)，有

Rij = Ric (∂i, ∂j) =
〈
R(∂j , ∂k)∂i, dx

k
〉
= Rlijk

〈
∂l, dx

k
〉
= Rlijkδ

k
l = R k

i jk (39.185)

Ric 的对称性的证明将在下面练习 39.19 之后给出。 □

练习 39.18 令 g = det(gij)。说明

∂

∂xk
ln |g| 12 =

1

2g

∂g

∂xk
=

1

2
gjm

∂gmj
∂xk

. (39.186)

回忆 (34.106)：det
(
eB
)
= etrB。令 G = (gij) = eB。度规张量则满足

detG = etr lnG . (39.187)

练习 39.19 说明
Γ j
k j = Γ j

j k =
1

2
gjm

∂gmj
∂xk

. (39.188)

使用 (39.47) 来写

Rik = Rjikj =
∂Γ j

i j

∂xk
− ∂Γ j

i k

∂xj
+ Γ h

i jΓ
j
h k − Γ h

i kΓ
j
h j , (39.189)

Rki = Rjkij =
∂Γ j

k j

∂xi
− ∂Γ j

k i

∂xj
+ Γ h

k jΓ
j
h i − Γ h

k iΓ
j
h j . (39.190)

因此

Rik −Rki =
∂Γ j

i j

∂xk
−
∂Γ j

k j

∂xi
= 0 ,

其中，第二个等号来自于 (39.188)。

依赖于一个正交规范标架场 {ei}[gij = G (ei, ej) = δij ]，Ricci曲率张量可以被定义为：对
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于任意 X,Y ∈ Tp(M)，有

Ric(X,Y ) ≡
∑
k

G (R (Y, ek)X, ek) . (39.191)

这很容易从下面看出。令 X = ei, Y = ej。则

Rij = Ric(ei, ej) =
∑
k

G(R(ej , ek)ei, ek)

=
∑
k

R l
i jkG(el, ek) =

∑
k

R l
i jkδlk = R l

i jl .
(39.192)

另一方面

Rij =
∑
k

R l
i jk G(el, ek) =

∑
k

R l
i jk glk =

∑
k

Rikjk =
∑
k ̸=i

Rikjk . (39.193)

在最后一个等号的右边，求和被限制在 k 6= i，因为通过定理 39.5的性质 1) [(39.138)]，Riijk =
0。上面方程允许我们来建立依赖于正交规范标架场 {ei}的 Ricci曲率和截曲率之间一个有用
的关系。我们有，记 gij = δij，

Ric(ei, ei) =
∑
k ̸=i

Rikik =
∑
k ̸=i

Rikik

giigkk − (gik)
2 , (39.194)

因此，从 (39.165)，有

Ric(ei, ei) = −
∑
k ̸=i

K (ei, ek) . (39.195)

下面有关 Ricci 张量“散度”的重要事实是 Einstein 广义相对论方程的基础。

定理 39.7 令 Rij 是 Ricci 曲率张量 [(39.182)] 而 S 是一个 Riemann 流形 M 的标曲率
[(39.183)]。则有

Di

(
Rij −

1

2
gijS

)
= 0 , (39.196)

其中，Di ≡ gijDj 和 Dj ≡ D∂/∂xj。

证明：回忆 Bianchi 恒等式 (39.69)：

DhR
j
ikl +DkR

j
ilh +DlR

j
ihk = 0 . (39.197)

缩并指标对 (j, l)，我们有

DhRik −DkRih +DjR
j
i hk = 0 . (39.198)

乘以 gih(对 h 求和) 并且使用度规相容性质 Dkg
ih = 0 [(39.96b)]，我们有

DhR
h
k −DkS +Dj

(
gihR j

i hk

)
= 0 , (39.199)
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其中
Rhk ≡ gihRik . (39.200)

量 gihR j
i hk 合成 Rjk。事实上

gihR j
i hk = Rhjhk = −R

jh
hk = −g

ijR h
i hk = gijR h

i kh = gijRik = Rjk , (39.201)

其中在第二个等号处，我们已经使用 (39.138) 的一个类似式。方程 (39.199) 则变成

DjR
j
k −

1

2
δjkDjS = 0 . (39.202)

令 Dj = gjiD
i，上面方程等价于

DiRik −
1

2
gikD

iS = 0 .

□
无散张量 Rij − 1

2
gijS 被称为 Einstein 张量 (Einstein tensor)Gij：

Gij ≡ Rij −
1

2
gijS . (39.203)

在建立广义相对论时，Einstein 寻找一个方程，其描述物质存在，或更一般的任何具有能量动
量的物体是如何弯曲四维时空 (一个 Lorentz 流形)。能量动量流完全由一个对称 (0, 2)-型张
量 Tµν 描述，称为能动张量 (stress-energy tensor)，使得能量动量的局域守恒被表述为

DµTµν = 0 , (39.204)

其与 Gµν 满足相同的无散条件。因此，他写下了所谓的 Einstein 方程 (Einstein’s equa-
tion)：

Gµν = 8πκTµν , (39.205)

其中，κ = 6.67 × 10−11 N ·m2/Kg2 是 Newton 引力常数。这是将时空曲率与物质的存在联
系起来的最简单的方程，其自然意味着能量动量守恒。这种情况与电磁场中情况类似，其中
Maxwell 方程组 ⋆d ⋆ Ω = J [(36.23)] 自然意味着连续性方程 [(36.31)] (电荷守恒)。

练习 39.20 考虑 Minkowski时空，其中 gµν = ηµν。假设局域坐标是 (x0, xi)，i = 1, 2, 3。能
动张量给出如下意义。T 00 = 能量密度，T 10 = ∂i 方向中的能流，T 0i = 动量第 i 分量的
密度，T ij = 在 ∂i 方向中动量第 j 分量流。说明 (39.204) 等价于

∂T 00

∂t
+
∂T i0

∂xi
= 0 (能量守恒) , (39.206)

和
∂T 0j

∂t
+
∂T ij

∂xi
= 0 (动量守恒) . (39.207)



40. 复流形

一个复流形 (complex manifold) 形式上定义的方法完全类似于一个实流形 [c.f. Chap-
ter 30]。取代实坐标邻域 (U ;xi)，xi ∈ R，我们有复坐标邻域 (U ; zi)，zi ∈ C，i = 1, . . . , n

(流形的维度)。在非空交叠的区域 (U ; zi) 和 (W ;wi) 中，要求所有复函数 (n 个复变量)

wi = wi(z1, . . . , zn) , i = 1, . . . , n , (40.1)

是全纯的 (holomorphic)。全纯性条件可以表述为下面三种等价形式的任意一种：

1) Cauchy-Riemann 条件 (Cauchy-Riemann conditions)。如果我们写 zi = xi+ iyi，
xi, yi ∈ R 和

wi = gi(xk; yl) + ihi(xk; yl) , (40.2)

其中，gi, hi 是实函数，则对于 i = 1, . . . , n，有

∂gi

∂xk
=
∂hi

∂yk
;

∂gi

∂yk
= − ∂h

i

∂xk
1 ⩽ k ⩽ n . (40.3)

2) 对于任意具有复坐标 (z10 , . . . , z
n
0 ) 的 p ∈ U，存在一个邻域 V ⊂ U，使得对于 V 中具有

复坐标 z1, . . . , zn, wi 的点可以被表述为一个收敛级数：

wi(z1, . . . , zn) =
∞∑

k1,...,kn=0

ck1...kn(z
1 − z10)k1 · · · (zn − zn0 )kn . (40.4)

3) 导数 ∂wi/∂zk，1 ⩽ i, k ⩽ n 存在于 U 中。

我们进一步要求逆函数 zi = zi(w1, . . . , wn) 存在，并且也是全纯的，因此

det ∂(w
1, . . . , wn)

∂(z1, . . . , zn)
6= 0 , (40.5)
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其中，∂(w1, . . . , wn)/∂(z1, . . . , zn) 表示变换 (40.1) 的 Jacobi 矩阵。

一个一维复流形被称为一个 Riemann 面 (Riemann surface)。它是单复变量函数理
论中研究的基本对象。

在一个复流形上，我们可以施加度规结构，其是实流形上 Riemann 度规的推广。为了理
解这是如何做到的，我们需要首先发展一个殆复流形的概念。

一个 n维复流形可以被视为一个 2n维实流形。假设 (U ; zi)，i = 1, . . . , n，是一个局域坐
标邻域。令 zk = xk + iyk，xk, yk ∈ R。则

{
xk, yk; 1 ⩽ k ⩽ n

}
是一个实流形 M 的一个局域

坐标系统；并且
{

∂
∂xk

, ∂
∂yk

; 1 ⩽ k ⩽ n
}
给出 M 上一个局域自然标架场。考虑一个点 x ∈M，

其局域坐标是 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)。定义一个线性变换 Jx : Tx(M)→ Tx(M) 为

Jx

(
∂

∂xk

)
=

∂

∂yk
; Jx

(
∂

∂yk

)
= − ∂

∂xk
; k = 1, . . . , n . (40.6)

Jx 显然满足 J2
x = −id，其中 id 是 Tx(M) 上的恒等映射。这个映射与局域坐标 zi 的选择无

关。事实上，假设 wk = uk + ivk，k = 1, . . . , n，是 x ∈ M 的局域坐标的另一个集合。则
Cauchy-Riemann 条件 (40.2) 意味着

∂xj

∂uk
=
∂yj

∂vk
,

∂xj

∂vk
= − ∂y

j

∂uk
. (40.7)

因此

Jx

(
∂

∂uk

)
= Jx

(
∂xj

∂uk
∂

∂xj
+
∂yj

∂uk
∂

∂yj

)
=
∂yj

∂vk
∂

∂yj
+
∂xj

∂vk
∂

∂xj
=

∂

∂vk
, (40.8)

Jx

(
∂

∂vk

)
= Jx

(
∂xj

∂vk
∂

∂xj
+
∂yj

∂vk
∂

∂yj

)
= − ∂y

j

∂uk
∂

∂yj
− ∂xj

∂uk
∂

∂xj
= − ∂

∂uk
. (40.9)

对偶余标架场
{
dxk, dyk; k = 1, . . . , n

}
上有一个诱导线性变换 (也记为 Jx)定义为：对于任意

X ∈ Tx(M)，Y ∗ ∈ T ∗
x (M)，有

〈X, JxY ∗〉 ≡ 〈JxX,Y ∗〉 . (40.10)

因此从 (40.6) 得到

Jx(dx
k) = −dyk ; Jx(dy

k) = dxk ; k = 1, . . . , n . (40.11)

诱导映射 Jx : T ∗
x (M)→ T ∗

x (M) 也满足 J2
x = −id，其中 id 是 T ∗

x (M) 上的恒等映射。

从 zk = xk + iyk 和 zk = xk − iyk，我们有 xk = 1
2

(
zk + zk

)
和 yk = 1

2i

(
zk − zk

)
。从此

得到：对于 1 ⩽ k ⩽ n，有

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
− i ∂

∂yk

)
, (40.12)

∂

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
; (40.13)
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和

dzk = dxk + idyk , (40.14)

dzk = dxk − idyk . (40.15)

集合
{

∂
∂zk

, ∂
∂zk

}
，k = 1, . . . , n，被看成是 Tx(M) 的复化的一组基，即：Tx(M)⊗C。类似地，{

dzk, dzk
}
，k = 1, . . . , n，是 T ∗

x (M)⊗C 的一组基。实际上，
{

∂
∂xk

, ∂
∂yk

}
和
{
dxk, dyk

}
也分

别是 Tx(M)⊗ C 和 T ∗
x (M)⊗ C。使用 (40.6) 和 (40.11)，则我们有：对于 1 ⩽ k ⩽ n，有

Jx

(
∂

∂zk

)
= i

∂

∂zk
, Jx

(
∂

∂zk

)
= −i ∂

∂zk
, (40.16)

Jz
(
dzk
)
= idzk , Jz

(
dzk
)
= −idzk . (40.17)

因此，向量 ∂/∂zk，k = 1, . . . , n，生成一个子空间 Tx(M)C ⊂ Tx(M) ⊗ C，其元素是本征值
为 i 的所有本征向量 Jx。而 ∂/∂zk，k = 1, . . . , n，生成一个子空间 Tx(M)C ⊂ Tx(M) ⊗ C，
其元素是本征值为 −i 所有本征向量 Jx。类似地，

{
dzk
}
生成 T ∗

x (M)C ⊂ T ∗
x (M)⊗ C，本征

值为 i 的 Jx 的本征向量的子空间，而
{
dzk
}
生成 T ∗

x (M) ⊂ T ∗
x (M)⊗C，本征值为 −i 的 Jx

的本征向量的子空间。进一步，我们有下面的向量空间直和分解：

Tx(M)⊗ C = Tx(M)C ⊕ Tx(M)C (40.18)

T ∗
x (M)⊗ C = T ∗

x (M)C ⊕ T ∗
x (M)C (40.19)

练习 40.1 验证 (40.18) 和 (40.19)。

Tx(M)C (T
∗
x (M)C) 中向量 (形式) 被称为型 (1, 0) 的向量 (形式)；而 Tx(M)C(T ∗

x (M)C) 中向
量 (形式) 被称为型 (0, 1) 的向量 (形式)。

我们可以开始于一个任意偶数维实向量空间 V 并且引入一个实向量空间上的一个复结构
的概念如下。

定义 40.1 令 V 是一个 2n 维实向量空间。V 上一个复结构是一个线性变换 J : V → V 使
得 J2 = −id。

明显 J 的本征值必须是 ±i，i 和 −i 成对出现。本征向量是复化空间 V ⊗ C 中的向量；
本征值为 i 的那些构成一个子空间 VC ⊂ V⊗ C，而本征值为 −i 地方的人那些构成一个人子
空间 VC ⊂ V⊗ C。总的来说，V⊗ C 分解为直和

V⊗ C = VC ⊕ VC . (40.20)

对于 VC 选择一组基 {ξi} , i = 1, . . . , n，ξj 也总是可以被写成

ξj = α− iβ , (40.21)
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其中，α, β ∈ V。条件 Jξj = iξj 意味着

Jα = β , Jβ = −α . (40.22)

定义
ξj ≡ α+ iβ . (40.23)

则
Jξj = Jα+ iJβ = β − iα = −i(α+ iβ) = −iξj . (40.24)

因此，ξj ∈ VC；而实际上
{
ξj
}
，j = 1, . . . , n，生成 VC。因此，通过 (40.20)，

{
ξi, ξi

}
，i = 1, . . . , n，

组成 V⊗C 的一组基。VC 和 VC 中的向量分别被称为型-(1, 0) 和型-(0, 1) 的向量，依赖于复
结构 J。

定义 2n 个向量的一个集合 {ei, en+i} ∈ V，i = 1, . . . , n，为

ξj =
1

2
(ej − ien+j) , j = 1, . . . , n ; (40.25)

ξj =
1

2
(ej + ien+j) , j = 1, . . . , n . (40.26)

则我们看到 {ei, en+i} 是 V 的一组基，也是 V⊗ C 的一组基。从 (40.22)，我们也有

Jei = en+i , Jen+i = −ei . (40.27)

这些方程类似于 (40.6)。令 {(e∗)i , (e∗)n+i} 是 V∗ 的基并且与 {ei, en+i} 对偶。在 V∗ 上定义
一个诱导复结构，也记作 J，为：对于任意 v ∈ V 和 u∗ ∈ V∗ [c.f. (40.10)]，有

〈v, Ju∗〉 = 〈Jv, u∗〉 . (40.28)

则很容易来验证 [与 (40.11) 比较]

J (e∗)
i
= − (e∗)

n+i
, J (e∗)

n+i
= (e∗)

i
, i = 1, . . . , n . (40.29)

练习 40.2 运用 (40.27) 和 (40.28) 来验证 (40.29)。

令

λj = (e∗)
j
+ i (e∗)

n+j
, j = 1, . . . , n , (40.30)

λ
j
= (e∗)

j − i (e∗)n+j , j = 1, . . . , n . (40.31)

则通过 (40.29) 有
Jλj = iλj , Jλ

j
= −iλj . (40.32)



Chapter 40.复流形 443

因此，λj ∈ V∗
C，λ

j ∈ V∗
C，其中

V∗ ⊗ C = V∗
C ⊕ V∗

C . (40.33)

事实上，{λj}，j = 1, . . . , n，是 V∗
C 的一组基，{λ

j}，j = 1, . . . , n，是 V∗
C 的一组基，而 {λj , λ

j}，
j = 1, . . . , n，是 V∗ ⊗ C 的一组基。注意到 {(e∗)i , (e∗)n+i} 也构成 V∗ ⊗ C 的一组基。进一
步，基 {λj , λj} 和 {ξi, ξi} 互相对偶：〈

ξj , λ
k
〉
=
〈
ξj , λ

k
〉
= δkj , (40.34)〈

ξj , λ
k
〉
=
〈
ξj , λ

k
〉
= 0 . (40.35)

练习 40.3 验证上面两个方程。

我们将只表述下面基本事实而不证明。

定理 40.1 假设 V 是一个具有复结构 J 的 2n 维实向量空间。则任意具有形式 {ei, Jei}，
i = 1, . . . , n，的两组基给出对 V 相同的定向。(c.f. 29.1)。

我们现在可以定义一个殆复流形的概念。

定义 40.2 令 M 是一个 2n 维光滑实流形。如果对于任意 x ∈M，切空间 Tx(M) 上存在一
个复结构 Jx 使得 J 是 M 上 (1, 1)-型的一个光滑张量场，则 J 被称为 M 上一个殆复结
构 (almost complex structure)。被赋予一个殆复结构的一个光滑实流形被称为一个殆
复流形 (almost complex manifold)。

通过定理 40.1，我们看到一个殆复流形必须是一个偶数维的可定向流形。然而，这些条
件对于具备一个殆复结构的一个实流形不是足够的。另一方面，一个复流形自然是一个殆复
流形，具有由 (40.6) 给出的殆复结构，称为一个复流形的正则殆复结构 (canonical almost
complex structure)。对于一个殆复流形，它也是一个复流形，殆复结构必须满足一组所谓
的可积条件，细节将不在这里展示。(见 Chern 1979；Chern, Chen 和 Lam 1999)。
在一个殆复流形 M 上，我们可以施加一个 hermite 度规 (hermitian metric)，其

与 Riemann 度规相似，是 M 上一个光滑 (0, 2)-型张量场 H 使得对于每个 x ∈ M,Hx :

Tx(M)× Tx(M)→ C 是一个复值函数，其满足下面的条件：

1) 对于任意 X1, X2, Y ∈ Tx(M)，α1, α2 ∈ R，有

Hx(α1X1 + α2X2, Y ) = α1Hx(X1, Y ) + α2Hx(X2, Y ) ; (40.36)

2) 对于任意 X,Y ∈ Tx(M)，我们有

Hx(Y,X) = Hx(X,Y ) , (40.37)

3) 对于任意 X,Y ∈ Tx(M)，有

Hx(JxX,Y ) = iHx(X,Y ) . (40.38)
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[比较 (8.27) 和 (8.28)]。Hx 被称为实向量空间 Tx(M) 上的一个 hermite 结构 (hermitian
structure)，被赋予了复结构 Jx。

分成实和复部分，Hx(X,Y ) 可以被给作

Hx(X,Y ) = Fx(X,Y ) + iGx(X,Y ) , (40.39)

其中，Fx 和 Gx 是 Tx(M) 上实值双线性函数。条件 2) 则意味着

Fx(Y,X) + iGx(Y,X) = Fx(X,Y )− iGx(X,Y ) . (40.40)

因此
Fx(Y,X) = Fx(X,Y ) ; Gx(Y,X) = −Gx(X,Y ) , (40.41)

即：Fx 是一个对称双线性函数而 Gx 是一个反对称双线性函数。应用条件 3)，我们有

Fx(JxX,Y ) = −Gx(X,Y ) ; Gx(JxX,Y ) = Fx(X,Y ) . (40.42)

从 (40.41) 得到

Fx(JxX, JxY ) = Fx(X,Y ) , (40.43)

Gx(JxX, JxY ) = Gx(X,Y ) . (40.44)

因此，Tx(M) 上一个给定 hermite 结构由 Tx(M) 上两个实值双线性函数确定，它们在 Jx 下
是不变的，一个是对称的而另一个是反对称的。如果对应一个 hermite 结构 Hx 的 Fx 是正定
的，则我们称 Hx 是正定的 (positive definite)。一个正定 Hx 确定 Tx(M)上一个内积 ( , )，
其在 Jx 下是不变的，由下式给出：对于任意 X,Y ∈ Tx(M)，有

(X,Y ) ≡ Fx(X,Y ) =
1

2

(
Hx(X,Y ) +Hx(X,Y )

)
. (40.45)

一个实向量空间 V 的 hermite 结构可以被表述为 V∗ ⊗ C 的 (1, 0)-型和 (0, 1)-型基向量
λj 和 λ

j [c.f. (40.30) 和 (40.31)] 的项。假设 X,Y ∈ V (dimV = 2n)。用基向量 {ei, en+i} 写
成的项满足 (40.27)，我们可以写

X =
n∑
j=1

(
Xjej +Xn+jJej

)
, (40.46)

Y =
n∑
j=1

(
Y jej + Y n+jJej

)
, (40.47)

其中，Xj , Y j , Xn+j , Y n+j ∈ R。因此，从 (40.36) 到 (40.38)，有

H(X,Y ) =
n∑

j,k=1

(
Xj + iXn+j

) (
Y k − iY n+k

)
H(ej , ek) . (40.48)
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练习 40.4 验证上面的方程。

另一方面，由于 {ej , en+j} 和 {(e∗)j , (e∗)n+j}，j = 1, . . . , n，之间的对偶性，从 (40.30) 和
(40.31)，我们有

λj(X) = (e∗)
j
(X) + i (e∗)

n+j
(X) = Xj + iXn+j , (40.49)

λ
k
(Y ) = Y k − iY n+k . (40.50)

从 (40.48) 得到
H(X,Y ) = hjkλ

j(X)λ
k
(Y ) , (40.51)

其中
hjk ≡ H(ej , ek) , (40.52)

在上式中指标 k 上面的 bar 表明该指标对应 (0, 1)-型基向量 λ
k
。因此，hermite 结构 H 可以

被写为
H = hjk λ

j ⊗ λk , (40.53)

其中，从 (40.37)，分量 hjk 满足 hermite 对称性质

hjk = hkj . (40.54)

换句话说，矩阵 hkj 是一个 hermite 矩阵。

因为
G(X,Y ) = − i

2
(H(X,Y )−H(X,Y ))

是 V 上一个实值反对称双线性函数，它对应一个外 2-形式 Ĥ 定义为

〈X ∧ Y, Ĥ〉 ≡ −G(X,Y ) . (40.55)

因此，从 (40.53) 我们有

−G(X,Y ) =
i

2
(H(X,Y )−H(X,Y ))

=
i

2

{
hjkλ

j(X)λ
k
(Y )− hkjλk(X)λ

j
(Y )

}
=
i

2
hjk

(
λj(X)λ

k
(Y )− λj(Y )λ

k
(X)

)
= 〈X ∧ Y, i

2
hjkλ

j ∧ λk〉 ,

(40.56)

其中最后一个等号来自于 (28.28)。方程 (40.55) 则给出

Ĥ =
i

2
hjk λ

j ∧ λk , (40.57)

其被称为 hermite 结构 H 的 Kähler 形式 (Kähler form)。

由于一个 n 维复流形 M 自然是一个 2n 维殆复 (实) 流形，我们可以定义 Tz(M) 上对于
每个 z ∈M 一个 hermite 结构。等价地，一个 hermite 结构可以定义在切丛 T (M) 上。在一
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个局域坐标邻域 (U ; zi) 中，这个结构由 hermite 矩阵给出

H

(
∂

∂zi
,
∂

∂zk

)
= hik = hki . (40.58)

如果 ξ, η 是 U 上两个 (1, 0)-型切向量场

ξ = ξi
∂

∂zi
, η = ηk

∂

∂zk
, (40.59)

其中，ξi, ηk 是 U 上光滑复值函数，则

H(ξ, η) = hikξ
iηk . (40.60)

对应于 M 上一个 hermite 结构，我们有 M 上一个 Kähler 形式由下式给出

Ĥ =
i

2
hjk dz

j ∧ dzk . (40.61)

通过 (40.55)，这是一个实值 (1, 1)-型微分形式。一般来说，一个 (p, q)-型形式 α 可以表述为

α = αi1...ip,j2...jq dz
i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq . (40.62)

所有 (p, q)-型的集合形成一个复流形 M，记为 Ap,q，是
(
z1, . . . , zn; z1, . . . , zn

)
的光滑复值函

数的环上一个模。不同阶的形式的外积和 (p, q)-型形式的外微分可以非常直接地从实形式上
类似操作推广得到 (分别 c.f. Chapters 28 和 30)。我们有下面的性质：

1) 如果 α ∈ Ap,q，则 α ∈ Aq,p；
2) 如果 α ∈ Ap,q 和 β ∈ Ar,s，则 α ∧ β ∈ Ap+r,q+s；
3) 外微分满足

dAp,q ⊂ Ap+1,q ⊕Ap,q+1 ;

4) 如果无论 p 或 q > n (其中 n =M 的复维度)，则 Ap,q = 0。

由于上面的性质 3)，我们有重要线性映射 ∂ : Ap,q → Ap+1,q 和 ∂ : Ap,q → Ap,q+1 定义为

∂ω =
∏
p+1,q

dω , ∂ω =
∏
p,q+1

dω , (40.63)

其中，ω 是一个 (p, q)-型形式，而
∏
是一个投影映射从 dω 挑出一个特定型的对应形式。举

例，如果 ω 使用一个 (1, 2)-型形式，则 dω = ω1⊕ω2，其中 ω1 ∈ A2,2，ω2 ∈ A1,3；而 ∂ω = ω1，
∂ω = ω2。明显在复流形上

d = ∂ + ∂ . (40.64)

假设 f
(
z1, . . . , zn; z1, . . . , zn

)
是一个 n 维复流形 M 上的一个光滑复值函数。则 (同

zj = xj + iyj)

df =
∂f

∂xk
dxk +

∂f

∂yk
dyk =

∂f

∂zk
dzk +

∂f

∂zk
dzk , (40.65)
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其中，∂/∂zk 和 ∂/∂zk 分别由 (40.12) 和 (40.13) 给出。因此，

∂f =
∂f

∂zk
dzk , ∂f =

∂f

∂zk
dzk . (40.66)

对于由 (40.62) 给出的一个 (p, q)-型形式 α，我们有

∂α =
∂(αi1...ip,j1...jq)

∂zk
dzk ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dxip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq , (40.67)

∂α = (−1)p
∂(αi1...ip,j1...jq)

∂zk
dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dzk ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq . (40.68)

如果我们令 f = g + ih，其中 g 和 h 是实值函数，通过 (40.13) 我们有

∂f

∂zk
=

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
(g + ih) =

1

2

(
∂g

∂xk
− ∂h

∂yk

)
+
i

2

(
∂h

∂xk
+

∂g

∂yk

)
. (40.69)

因此，从 Cauchy-Riemann 条件 [c.f. (40.3)]，对于 f 是一个全纯函数的一个充分必要条件是
∂f = 0。如果 α ∈ Ap,0 是一个 (p, 0)-型形式具有局域表述

α = αk1...kp dz
k1 ∧ · · · ∧ dzkp , (40.70)

其中，αk1...kp 都是全纯函数，则 α 被称为一个全纯 p-形式 (holomorphic p-form)。因为在
这种情况中 ∂αk1...kp = 0，我们有

dα = ∂α =
αk1...kp
∂zk

dzk ∧ dzk1 ∧ · · · ∧ dzkp . (40.71)

算符 ∂ 因此从全纯 (p, 0)-形式映射到全纯 (p+ 1, 0)-形式。
定义 40.3 如果一个 hermite 流形 M (一个赋予了一个 hermite 结构的复流形) 的 Kähler
形式 [c.f. (40.61)] 是闭的，即：如果

dĤ = 0 , (40.72)

则 M 被称为一个 Kähler 流形 (Kähler manifold)。

我们通过提供单复变量函数的理论中两个基本事实来总结本章 (推论 40.1 和定理 40.3 如
下)。先回忆两个定义。
定义 40.4 一个开集 U ⊂ C 上的一个光滑 (C∞) 函数 f = g + ih，其中 g 和 h 是实值，被
称为是全纯的，如果它满足 Cauchy-Riemann 条件

∂g

∂x
=
∂h

∂y
, (40.73)

∂g

∂y
= −∂h

∂x
, (40.74)

其中，x+ iy = z ∈ U；或等价地
∂f

∂z
= 0 . (40.75)
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定义 40.5 一个开集 U ⊂ C 上的一个光滑函数 f 被称为是解析的 (analytic)，如果对于任
意 z0 ∈ U，f 在 z − z0 中有一个局域级数展开：

f(z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)n , (40.76)

在一些圆盘 ∆ε (z0) = {z : |z − z0| < ε} 中，而且级数绝对且一致收敛于 ∆ε 中。

定理 40.2 — Cauchy 积分公式 (Cauchy’s Integral Formula). 对于 C 中一个圆盘 ∆, z ∈ ∆ 和
f ∈ C∞(∆)，其中 ∆ 是 ∆ 的闭包，有

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(w)dw

w − z
+

1

2πi

∫
∆

∂f(w)

∂w

dw ∧ dw
w − z

, (40.77)

其中，沿着边界 ∂∆ 的积分是逆时针方向的。

证明：考虑 (1, 0)-型形式

η =
1

2πi

fdw

w − z
. (40.78)

我们有：对于 z 6= w，有

dη =
1

2πi

∂

∂w

(
f

w − z

)
dw ∧ dw = − 1

2πi

∂f

∂w

dw ∧ dw
w − z

. (40.79)

令 ∆ε = ∆ε(z) 是圆心为 z 半径为 ε 的圆盘 (见 Figure 40.1)。则 ∆ −∆c 中形式 η 是光滑

z
ε
θ

ω
∆

∆ε

∂∆

∂∆ε

Figure 40.1

的。因此，我们可以对这个区域应用 Stokes 定理 (定理 32.4) 并且得到∫
∂(∆−∆ε)

η =

∫
∂∆

η −
∫
∂∆ε

η =

∫
∆−∆ε

dη , (40.80)

或 ∫
∂∆ε

η =

∫
∂∆

η −
∫
∆−∆ε

dη . (40.81)
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从 (40.78) 和 (40.79) 得到

1

2πi

∫
∂∆ε

fdw

w − z
=

1

2πi

∫
∂∆

fdw

w − z
+

1

2πi

∫
∆−∆ε

∂f

∂w

dw ∧ dw
w − z

. (40.82)

令 w − z = reiθ，我们有

1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

w − z
=

1

2π

∫ 2π

0

f
(
z + εeiθ

)
dθ −→

ε→0
f(z) . (40.83)

此外，在 ∆−∆ε 中 (同 w − z = x+ iy = reiθ，x = r cos θ，y = r sin θ)，有

dw ∧ dw = −2i dx ∧ dy = −2ir dr ∧ dθ . (40.84)

因此 ∣∣∣∣ ∂f∂w dw ∧ dww − z

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣ ∂f∂wdr ∧ dθ
∣∣∣∣ ⩽ c|dr ∧ dθ| , (40.85)

其中，c ∈ R。因此 ∂f
∂w

dw∧dw
w−z 在 ∆ 上是完全可积的，并且因此在 ∆ 上是可积的。上面的方程

也意味着
lim
ε→0

∫
∆ε

∂f

∂w

dw ∧ dw
w − z

= 0 . (40.86)

对 (40.82) 的等号两边取极限 ε→ 0，便得到定理。 □

推论 40.1 如果 f ∈ C∞(U) 在一个包含 ∆ 的开区域 U 中是全纯的，其中 ∆ 是一些圆盘 ∆

的闭包，则对于任意 z ∈ ∆，有

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(w)dw

w − z
. (40.87)

这也被称为 Cauchy 积分公式 (Cauchy’s integral formula)。它是单复变函数理论的
基础。

定理 40.3 令 f ∈ C∞(U) 是一个开集 U ⊂ C 中的一个光滑函数。则 f 在 U 中是全纯的当
且仅当在 U 中是解析。

证明：假设 f 是全纯的，则 ∂f
∂z

= 0。通过推论 40.1，我们有：对于 z ∈ ∆ϵ(z0)，z0 ∈ U，ε
足够小，有

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

w − z

=
1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

(w − z0)− (z − z0)
=

1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

(w − z0)
(
1− z−z0

w−z0

)
=

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

(w − z0)n+1

)
(z − z0)n =

∞∑
n=0

an (z − z0)n ,

(40.88)

其中

an =
1

2πi

∫
∂∆ε

f(w)dw

(w − z0)n+1 . (40.89)
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在第四个等号处，我们已经使用了下面级数的绝对且一致收敛性

∞∑
n=0

(
z − z0
w − w0

)n
=

[
1−

(
z − z0
w − w0

)]−1

, (40.90)

同 |z − z0| / |w − w0| < 1。通过定义 40.5，f 在 U 中是解析的。
反之，假设 f 在 U 中是解析的。则它有一个幂级数展开：对于 z ∈ ∆ε (z0)，z0 ∈ U，有

f(z) =
∞∑
n=0

an (z − z0)n . (40.91)

因为 ∂
∂z

(z − z0)n = 0，展开的部分和满足 Cauchy 积分公式 (40.87)；而通过 (40.91) 的一致
收敛性，f(z) 也一样成立，即：

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(w)dw

w − z
, (40.92)

其中，∆ 是包含 z 的圆盘。则我们可以在积分符号下取微分来得到

∂f(z)

∂z
=

1

2πi

∫
∂∆

∂

∂z

(
f(w)

w − z

)
dw = 0 . (40.93)

从定义 40.4 得到 f(z) 在 U 中是全纯的。 □



41. 示性类

示性类是用于纤维丛的结构分类的几何对象，特别是对丛的非平凡性。一般定义由定义
41.3 给出。它们在物理应用中变得越来越重要，其中几何的和拓扑的考虑会起一定作用，举
例而言，在所谓的拓扑量子数中。这些类中称为陈类的一型在称为 Atiyah-Singer 指标定理的
深层数学结论中特别重要 (Chapter 43)，其用几何不变形表述了一个流形上一个椭圆算符的
指标。这个定理也在现代物理中发现了重要应用。

我们将从研究示性类的一个具体例子陈类开始，其很自然地从装备了联络的复向量丛得
到。一个复向量丛 (complex vector bundle) π : E → M 仅仅是定义了基流形 M 的一个
向量丛 E，其中典型丛是一个有限维复向量空间 V。一个一般复丛的结构群因此是 GL(q;C)，
其中 q = dim(V )。M 上所有截面的集合记为 Γ(E)，则其因此有一个复线性结构，并且事实
上是 M 上所有光滑复值函数的环上的一个模。一个复向量丛上一个联络的定义与一个实向量
丛类似 (定义 35.1)，逐字而言，就是把实数域 R 的地方用复数域 C 代替。先前得到的所有关
于 1-形式

(
ωji
)
的联络矩阵和伴随 2-形式

(
Ωji
)
的伴随曲率矩阵的基本结论在现在的复数形式

下依然成立。为了方便，我们在下面回忆一下。

假设 {eα, α = 1, . . . , q} 是基流形 M 上的一个局域标架场。则协变导数 D : Γ(E) →
Γ (E ⊗ T ∗(M)) 由下式给出

Deα = ωβαeβ , (41.1)

或者，在矩阵记号中，有
De = ωe . (41.2)

在标架场的一个局域改变下
g′ = ge , (41.3)

联络矩阵变换如下
ω′ = dg · g−1 + gωg−1 , (41.4)
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其中，De′ = ω′e′。

对于联络 ω 的曲率矩阵 Ω 是

Ω = dω − ω ∧ ω . (41.5)

在标架场的局域变换 (41.3) 下，曲率矩阵变换根据

Ω′ = gΩg−1 . (41.6)

协变导数 D 也作用在 Γ(E) ⊗ Ar(M) (截面值 r-形式) 和 Γ (E ⊗ E∗) ⊗ Ar(M) (矩阵值 r-形
式，或等价地，r-形式的矩阵) 中的对象上，或者更一般地，分量是复值 r-形式的张量对象。
举例而言，我们有：回忆 (35.59) 和 (35.66)，有

Dλ = dλ+ (−1)rλ ∧ ω , λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M) , (41.7)

Dη = dη − [ω, η]gr , η ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar(M) , (41.8)

D (η1 ∧ η2) = Dη1 ∧ η2 + (−1)r1η1 ∧Dη2 , (41.9)

其中在最后一个方程中，有 η1 ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar1(M) 和 η2 ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗ Ar2(M)，即：分
别是 r1-形式和 r2-形式的张量矩阵。

练习 41.1 证明 (41.9)。

在 (41.8) 中，分次交换子 [ , ]gr 由 (35.65) 定义

[ω, η]gr = ω ∧ η − (−1)rη ∧ ω . (41.10)

对于 Ω 的 Bianchi 恒等式是
dΩ = ω ∧ Ω− Ω ∧ ω , (41.11)

或者，通过 (41.8)
DΩ = 0 . (41.12)

我们也有 [c.f. (35.71) 和 (35.73)]

D2λ = λ ∧ Ω , λ ∈ Γ(E)⊗Ar(M) , (41.13)

D2η = [η,Ω] = [η,Ω]gr , η ∈ Γ (E ⊗ E∗)⊗Ar(M) , (41.14)

通过对于曲率矩阵的变换性质 (41.6)，陈省身被引导去考虑矩阵的复值函数，其在 (41.6) 所
示的伴随变换下不变。考虑 r 个 q× q 矩阵 A1, . . . , Ar 的一个 r-线性函数 P (A1, . . . , Ar)。令
Ai 表述成它的矩阵元素 (复值) 项为

Ai =
(
aiαβ
)
, 1 ⩽ α, β ⩽ q, 1 ⩽ i ⩽ r . (41.15)
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则一般地，我们可以将 P 写成

P (A1, . . . , Ar) =
∑

1⩽αi,βi⩽q
λα1...αr,β1...βra

1
α1β1

. . . arαrβr , (41.16)

其中，λα1...αr,β1...βr 是复数。如果对于 {1, . . . , r} 的任意排列 σ，我们有

P (Aσ(1), . . . , Aσ(r)) = P (A1, . . . , Ar) , (41.17)

则 P 被称为 A1, . . . , Ar 的一个对称多项式 (symmetric polynomial)。如果对于任意 g ∈
GL(q;C)，我们有

P (gA1g
−1, . . . , gArg

−1) = P (A1, . . . , Ar) , (41.18)

则 P 被称为一个 ad-不变多项式 (ad-invariant polynomial)。陈省身运用下面的方法构造
了一系列对称的、ad-不变的多项式。对于一个 q × q 矩阵 A 写

det
(
1 +

i

2π
A

)
=
∑

0⩽j⩽q
Pj(A) , (41.19)

其中，Pj(A) 是 A 的元素 aαβ 的一个第 j 阶齐次多项式，而等号左边的"1" 是 q × q 单位矩
阵。举例而言，对于一个 2× 2 矩阵 A，我们有

det
(
1 +

i

2π
A

)
= 1 +

i

2π
TrA+

(
i

2π

)2

detA ,

并且所以

P0(A) = 1 , P1(A) =

(
i

2π

)
TrA , P2(A) =

(
i

2π

)2

detA .

对于一个 3× 3 矩阵 A，有

det
(
1 +

i

2π
A

)
= 1 +

i

2π
TrA

+

(
i

2π

)2

(a11a22 + a11a33 + a22a33 − a12a21 − a13a31 − a23a32)

+

(
i

2π

)3

detA ,

意味着

P0(A) = 1 , P1(A) =

(
i

2π

)
TrA ,

P2(A) =

(
i

2π

)2

(a11a22 + a11a33 + a22a33 − a12a21 − a13a31 − a23a32) ,

P3(A) =

(
i

2π

)3

detA .
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对于任意 g ∈ GL(q;C)，我们有

1 +
i

2π
gAg−1 = g

(
1 +

i

2π
A

)
g−1 . (41.20)

因此，回忆定理 16.6，有

det
(
1 +

i

2π
gAg−1

)
= det

(
1 +

i

2π
A

)
. (41.21)

从 (41.19) 得到 Pj(A) 是 ad-不变的:

Pj(gAg
−1) = Pj(A) . (41.22)

现在引入 Pj(A)的完全极化多项式 (completely polarized polynomial) Pj(A1, . . . , Aj)。
我们要求 Pj (A1, . . . , Aj) 是 A1, . . . , Aj 的一个对称 j-线性方程满足

Pj(A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
j次

) = Pj(A) . (41.23)

举例，

P2 (A1, A2) =
1

2
{P2 (A1 +A2)− P2 (A1)− P2 (A2)} ,

P3 (A1, A2, A3) =
1

6
{P3 (A1 +A2 +A3)− P3 (A1 +A2)− P3 (A1 +A3)

−P3 (A2 +A3) + P3 (A1) + P3 (A2) + P3 (A3)} .

练习 41.2 运用前面给出 P2(A) 和 P3(A) 的显示表达验证上面的两个方程。

由于 Pj(A) 是 ad-不变的，极化 Pj(A1, . . . , Aj) 也是 ad-不变的，而因此通过定义，是对称且
ad-不变的。

假设 P (A1, . . . , Ar) 是一个对称 ad-不变的多项式，并且令 g ∈ GL(q;C) 写成

g = 1 + g′ , (41.24)

其中，1 是 q × q 单位矩阵。则

g−1 = 1− g′ +O((g′)2) , (41.25)

其中，O((g′)2) 表示 g′ 的二阶和更高阶项的元素求和。调用 ad-不变性质 (41.18) 并且运用线
性性质，我们有 ∑

1⩽i⩽r
P (A1, . . . , g

′Ai −Aig′, . . . , Ar) = 0 , (41.26)

通过考虑 g′ 的线性项。

我们现在推广到 Ai =
(
aiαβ
)
是 M 上微分形式的 q × q 矩阵的情况。从41.16) 得到，
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P (A1, . . . , Ar) 由下式给出

P (A1, . . . , Ar) =
∑

1⩽αi,βi⩽q
λα1...αr,β1...βra

1
α1β1
∧ · · · ∧ arαrβr . (41.27)

ad-不变性质 (41.26) 对于 A4 是外微分的矩阵的情况依然有用。这个事实引导出下面结论。

引理 41.1 对于 i = 1, . . . , r，令 A1 是微分 di-形式的一个 q× q 矩阵。假设 P (A1 . . . . . . , Ar)

是一个对称的、ad-不变的多项式。则对于任意微分 1-形式的 q × q 矩阵 θ，有∑
1⩽i⩽r

(−1)d1+...+di−1P (A1 . . . , θ ∧Ai1 . . . . . . , Ar)

+
∑

1⩽i⩽r
(−1)d1+...+di+1P (A1 . . . . . . , Ai ∧ θ1 . . . , Ar) = 0 ,

(41.28)

或等价地，
r∑
i=1

(−1)di+...+di−1P (A1, . . . , [θ,Ai]gr , . . . , Ar) = 0 . (41.29)

证明：我们只需要对于 θ =
∑
l

(g′)l al 证明引理，其中 (g′)l 是任意 q × q (复数的) 矩阵，且

al ∈ A1(M) (M 上的一个 1-形式)。事实上，通过 P 的多线性性质，我们只需要对于 θ = g′a

说明 (41.25)。(41.28) 的等号右边则读出∑
1⩽i⩽r

(−1)d1+...+di−1P (A1, . . . , Ai−1, g
′a ∧Ai, . . . , Ar)

+
∑

1⩽i⩽r
(−1)d1+···+di+1P (A1, . . . , Ai ∧ g′a, . . . , Ar)

= a ∧

{ ∑
1⩽i⩽r

P (A1, . . . , g
′Ai, . . . , Ar)−

∑
1⩽i⩽r

P (A1, . . . , Aig
′, . . . , Ar)

}
,

(41.30)

通过 P 和 (41.26) 的线性性质其消失。在上面的等式中，我们已经使用 (41.27) 和外积的反对
易规则 (28.5)。 □

由于 ad-不变性质，P (A1, . . . , Ar) 是一般定义在 M 上的一个外微分 (d1 + · · ·+ dr)-形
式，其中 A 是 di-形式的一个 q × q 矩阵，1 ⩽ i ⩽ r。引理 41.1 的一个推论是下面重要事实。

引理 41.2 令 P (A1, . . . , Ar) 是一个对称的、ad-不变的多项式，如果 Ai 是 M 上 di-形式
(i = 1, . . . , r) 的一个 q × q 矩阵，且一个联络 ω 在复向量丛 x : E →M 上给出 (其中纤维
空间的维度是 q)，则 P (A1, . . . , Ar) 是 M 上一个微分 (d1 + . . .+ dr)-形式，并且

dP (A1, . . . , Ar) =
r∑
i=1

(−1)d1+...+di−1P (A1, . . . , DAi . . . . . . , Ar) , (41.31)

其中，D 是对应于联络 ω 的协变导数。
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证明：我们直接计算 P (A1, . . . , Ar) 的外导数，并且通过运用 (41.27) 获得

dP (A1, . . . , Ar) =
∑

1⩽αi,βi⩽q
λα1...αr,β1...βrd

(
a1α1β1

∧ · · · ∧ arαrβr
)

=
∑

1⩽αi,βi⩽q
λα1...αr,β1...βr

r∑
i=1

(−1)d1+...+di−1a1α1β1
∧ · · · ∧ daiαiβi ∧ · · · ∧ a

r
αrβr

=
r∑
i=1

(−1)d1+···+di−1P (A1, . . . , dAi, . . . , Ar)

=
r∑
i=1

(−1)d1+···+di−1P (A1, . . . , DAi + [ω,Ai]gr , . . . , Ar)

=
r∑
i=1

(−1)d1+...+di−1P (A1, . . . , DAi, . . . , Ar)

+
r∑
i=1

(−1)d1+...+di−1P (A1, . . . , ω ∧Ai + (−1)di+1Ai ∧ ω, . . . , Ar)

=
r∑
i=1

(−1)d1+...+di−1P (A1, . . . , DAi, . . . , Ar) ,

(41.32)

其中，第四个等号来自于 (41.8) 而最后一个等号来自于引理 41.1。 □

现在我们准备好表述并证明本章的主要定理。

定理 41.1 — Chern-Weil定理 (Chern-Weil Theorem). 假设 π : E →M 是一个光滑 n 维流形 M

上的一个 q-维复向量丛，而 Ω 是与 E 上一个给定联络 ω 相关联的曲率。令 Pj(A1, . . . , A3)

是一个对称的、ad-不变的多项式，其中 Ai, i = 1, . . . , j, 是 q × q 矩阵。则
i) 2j-形式 Pj(Ω) 是闭的：

dPj(Ω) = 0 , (41.33)

其中，Pj(A1, . . . , Aj) 是 Pj(A) 的完全极化多项式 c.f. [(41.23)]。
假设 ω̃ 是 E 上对应于 Ω̃ 另一联络，则

ii) 存在 M 上一个 (2j − 1)-微分形式 Q，使得

Pj(Ω̃)− Pj(Ω) = dQ , (41.34)

即：Pj(Ω̃)− Pj(Ω) 是恰当的。

证明：在 (41.31) 中令 A1 = · · · = Ar = Ω，我们有

dPj(Ω) =

j∑
i=1

Pj(Ω, . . . , DΩ︸︷︷︸
第i项

, . . . ,Ω) , (41.35)

因为对于 1 ⩽ i ⩽ j 有 di = 2。凭借 Bianchi 恒等式 (DΩ = 0) [c.f. (41.12)] 和 Pj 的线性性
等号右边消失。这证明了表述 i)。

为了证明表述 ii)，令
η ≡ ω̃ − ω . (41.36)
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我们说明 η 是一个 1-形式张量矩阵如下。在标架场的一个局域改变 e′ = ge 下，有

(ω̃)′ = (dg)g−1 + gω̃g−1 , (41.37)

ω′ = (dg)g−1 + gωg−1 , (41.38)

其中，De′ = ω′e′ 和 D̃e′ = (ω̃)′e′。因此

η′ = (ω̃)′ − ω̃ = g(ω̃ − ω)g−1 = gηg−1 . (41.39)

因此两个联络之间的区别是一个张量。我们用 η 生成一族联络为

ωt ≡ ω + tη , 0 ⩽ t ⩽ 1 , (41.40)

所以有 ω0 = ω 和 ω1 = ω̃。ωt 的曲率 Ωt 由下式给出

Ωt = dωt − ωt ∧ ωt = dω + tdη − (ω + tη) ∧ (ω + tη)

= (dω − ω ∧ ω) + t(dη − (η ∧ ω + ω ∧ η))− t2η ∧ η

= Ω+ tDη − t2η ∧ η ,

(41.41)

其中在最后一个等号我们使用了 (41.8)。因此

dΩt
dt

= Dη − 2t η ∧ η , (41.42)

其中，D 是对于 ω 的协变导数。

对应于给定对称的、ad-不变的多项式 Pj(A1, . . . , Aj)，我们令

Pj(A) ≡ Pj(
j个︷ ︸︸ ︷

A, . . . , A) , (41.43)

和

Qj(B,A) ≡ jPj(B,
(j−1)个︷ ︸︸ ︷
A, . . . , A) . (41.44)

则
d

dt
Pj(Ωt) = jPj(

dΩt
dt

,Ωt, . . . ,Ωt) = jPj(Dη − 2t η ∧ η,Ωt, . . . ,Ωt)

= Qj(Dη,Ωt)− 2tQj(η ∧ η,Ωt) .
(41.45)

现在从 (41.41) 得到

DΩt = DΩ+ tD2η − t2D(η ∧ η) = tD2η − t2D(η ∧ η)

= t[η,Ω] + t2[η,Dη] = t [η,Ωt] ,
(41.46)

其中在第三个等号处我们使用了 (41.9)和 (41.14)，而在第四个等号处我们使用了 (41.41)。另
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一方面，从引理 41.2 [(41.31)] 和 Pj 的对称性质，我们有

dQj(η,Ωt) = jdPj(η,Ωt, . . . ,Ωt)

= jPj(Dη,Ωt, . . . ,Ωt)− j(j − 1)Pj(η,DΩt,Ωt, . . . ,Ωt︸ ︷︷ ︸
(j−2)个

) . (41.47)

因此，通过 (41.46)，有

dQj(η,Ωt) = jPj(Dη,Ωt, . . . ,Ωt)− j(j − 1)tPj(η, [η,Ωt] ,Ωt, . . . ,Ωt) . (41.48)

同时，在 (41.29) 中令 θ = η = A1 和 A2 = · · · = Aj = Ωt，我们获得

2Pj(η ∧ η,Ωt, . . . ,Ωt)− (j − 1)Pj(η, [η,Ωt] ,Ωt, . . . ,Ωt) = 0 . (41.49)

通过对上面的方程乘以 j 并且回忆 (41.44)，我们有

2Qj(η ∧ η,Ωt)− j(j − 1)Pj(η, [η,Ωt] ,Ωt, . . . ,Ωt) = 0 . (41.50)

比较这个方程与 (41.48)，我们则获得

dQj(η,Ωt) = Qj(Dη,Ωt)− 2tQj(η ∧ η,Ωt) =
dPj(Ωt)

dt
, (41.51)

其中最后一个等号来自于 (41.45)。最后在上面的方程中两边对 t 从 0 到 1 积分得到

Pj(Ω̃)− Pj(Ω) = d

(∫ 1

0

dt Qj(η,Ωt

)
) . (41.52)

(41.34) 中 M 上要求的 (2j − 1)-形式 Q 因此由下式给出

Q =

∫ 1

0

Qj(η,Ωt)dt . (41.53)

□

Chern-Weil 定理是一个卓越的结论。回忆 de Rham 上同调群的定义 [定义 33.2, 方程
(33.1)]，它说明 Pj(Ω) 确定一个 de Rham 上同调类 (de Rham 上同调群 H2j(M) 的一个元
素)，在复向量丛 π : E →M 上与联络 ω 的选择独立。Pj(Ω) 上可以通过局域数据 (即：曲率
形式) 的方法进行计算，但是它确定一个 de Rham 上同调类，其揭示了 E (和 M) 上的纯全
局 (拓扑) 信息。这是一个流形的局域和全局性质之间深层关系的绝妙例子。

我们终于可以构造 Chern 类，其是从一个复向量丛 π : E → M 上曲率形式构造的实 de
Rham 上同调类 [∈ H2j(M,R), j = 1, . . . , q]，其中 q 是纤维空间的维度。

回忆一个复向量空间上的一个 Hermite 结构的概念 [c.f. (8.27) 和 (8.28)]。假设在纤
维空间 π−1(x) 上对任意 x ∈ M 光滑分配一个正定 Hermite 结构，即：对于 λ1, λ2 ∈ C，



Chapter 41.示性类 459

X,Y,X1, X2 ∈ π−1(x)，和任意 x ∈M，存在一个复值共轭双线性函数 H(X,Y ) 使得

1) H(λ1X1 + λ2X2, Y ) = λ1H(X1, Y ) + λ2H(X2, Y ) , (41.54)

2) H(X,Y ) = H(Y,X) , (41.55)

3) H(X,X) ⩾ 0 . (41.56)

当且仅当 X = 0 时等号成立。注意到 1) 和 2) 意味着 [c.f. (8.28b)]

H(Y, λ1X1 + λ2X2) = λ1H(Y,X) + λ2H(Y,X2) . (41.57)

同时，如果 J 是 2n-维实向量空间 V 上的一个复结构，我们可以定义

iX = JX , X ∈ V , (41.58)

并且将 V 变成一个 n-维复向量空间。(见定义 40.1 之后的讨论)。一个复向量丛 π : E → M

装备 M 上的正定 Hermite 结构的一个光滑分配被称为一个 Hermite 向量丛 (hermitian
vector bundle)。类似于 Riemann 度规 (gij)，我们将记 E 上的我们的 Hermite 结构为

hαβ = H (sα, sβ) , (41.59)

依赖于一个局域标架场 {s1, . . . , sq}。上面的条件 2) 意味着矩阵 H =
(
hαβ
)
是 Hermite 的，

即：
tH = H . (41.60)

更进一步，如果 X = Xαsα，Y = Y βsβ，则

H(X,Y ) = H
(
Xαsα, Y

βsβ
)
= XαY βhαβ . (41.61)

类似于定理 39.1 关于 Riemann 度规的存在性，我们有下面基本事实 (表述而不证明)。

定理 41.2 一个复向量丛上总存在一个 Hermite 结构。

类似于一个 Riemann 流形上一个度规相容联络的概念，我们有一个 Hermite 向量丛上的
一个相容联络的概念。

定义 41.1 令 ω 是一个 Hermite 向量丛 π : E → M 上一个联络并且 D 对应协变导数。如
果对于任意两个平行场 X,Y ∈ Γ(E) (即：DX = DY = 0)，H(X,Y ) = 常数，则 ω 被称
为 Hermite 向量丛上的一个相容联络 (compatible connection)。

对于 X = Xαsα，Y = Y βsβ，对于 X 和 Y 的平行的条件意味着

dXα +Xγωαγ = 0 , (41.62)

dY β + Y γωβγ = 0 . (41.63)
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因此，从 (41.61)，有

dH(X,Y ) =
(
dhαβ

)
XαY β +Xα(dY β)hαβ + (dXα)Y βhαβ

=
(
dhαβ − hγβω

γ
α − hαγω

γ
β

)
XαY β .

(41.64)

对于 ω 相容条件则有
dhαβ − hγβω

γ
α − hαγω

γ
β = 0 . (41.65)

[与 (39.99) 比较，其对于 Levi-Civita 联络表述相容条件]。在矩阵记号中，(41.65) 看出

dH = ωH +Htω . (41.66)

对这个方程取外微分，我们获得

0 =dω ·H − ω ∧ dH + dH ∧ tω +H ∧ d tω

=(dω − ω ∧ ω) ·H + ω ∧ ωH − ω ∧
(
ωH +H tω

)
+
(
ωH +H tω

)
∧ tω +H · d tω

=(dω − ω ∧ ω)H +H
(
d tω + tω ∧ tω

)
.

(41.67)

从 Ω = dω − ω ∧ ω [(41.5)] 的事实，我们获得

tΩ = d tω + tω ∧ tω . (41.68)

练习 41.3 说明从 (41.5) 得到 (41.68)。

因此，由于 H 是 Hermite 的，而 Ω ·H 是反 Hermite 的 [与 (39.127) 比较]

ΩH +H tΩ = 0 , (41.69)

或者
tΩ = −H−1ΩH . (41.70)

从 (41.19) 我们写：对于对应于一个纤维维度是 q 的 Hermite 向量丛 π : E →M 上的一
个相容联络 ω 的一个 q × q 曲率矩阵 Ω，有

det
(
1 +

i

2π
Ω

)
= 1 + · · ·+ Cj(Ω) + · · ·+ Cq(Ω) , (41.71)

其中，Cj(Ω) 是一个全局定义在 M 上的 2j-形式。根据 Chern-Weil 定理 (定理 41.1) Cj(Ω)
确定 M 的一个 2j-上同调类。它实际上是实的，因为

det
(
1 +

i

2π
Ω

)
= det

(
1− i

2π
Ω

)
= det

(
1− i

2π
tΩ

)
= det

(
1 +

i

2π
H−1ΩH

)
= det

[
H−1

(
1 +

i

2π
Ω

)
H

]
= det

(
1 +

i

2π
Ω

)
,

(41.72)

其中第二个等号来自于 detA = det tA 的事实，第三个等号来自于 (41.70)，而最后一个等号
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来自于定理 16.6 [方程 (16.75)]。因此

Cj(Ω) = Cj(Ω)

确定 M : Cj(Ω) ∈ H2j(M ;R) 上的一个实 2j-de Rham 上同调类，并且它与 π : E → M 上
的 Hermite 结构的选择和对应的相容联络独立。它称为复向量丛 π : E → M 的第 j 陈类
(Chern class) (具有实参数)。(41.71)等号左边的参数 i确保了 Cj(Ω)是实的，而参数 2π 是
一个归一化常数实际上使得陈类是上同调类的积分常数 (见 Kobayashi 和 Nomizu 1969, Vol.
II, Chapter XII)：

Cj(Ω) ∈ H2j(M ;Z) . (41.73)

通过直接将 (41.71) 等号左边直接展开，可以看到

Cj(Ω) =
1

j!

(
i

2π

)j∑
1 ⩽ αr, βr ⩽ qδ

α1...αj
β1...βj

Ωβ1
α1
∧ · · · ∧ Ωβjαj , (41.74)

其中，δα1...αj
β1...βj

是由 (28.16) 定义的广义 Kronecker δ-符号。

练习 41.4 对于一个行列式的展开运用 (16.77) 或 (16.80) 来验证 (41.74)。

下面显式公式来自于 (41.74)：

C0(Ω) = 1 , (41.75)

C1(Ω) =

(
i

2π

)
TrΩ , (41.76)

C2(Ω) =
1

2

(
i

2π

)2

[Tr Ω ∧ Tr Ω− Tr(Ω ∧ Ω)] , (41.77)

...

Cq(Ω) =

(
i

2π

)q
detΩ . (41.78)

注意到如果 dim(M) = n，满足 2j > n 的 Cj(Ω) 消失。

练习 41.5 从 (41.74) 导出 (41.77)。

从陈类，我们可以获得所谓的陈特征。总陈特征 (total Chern character) Ch(Ω) 定义
为

Ch(Ω) ≡ Tr
(

exp
(
i

2π
Ω

))
=
∑
j=1

1

j!

(
i

2π

)j
Tr(Ω ∧ · · · ∧ Ω︸ ︷︷ ︸

j个

) . (41.79)

由于 Ω ∧ · · · ∧ Ω 在 2j > n = dim(M) 是消失，Ch(Ω) 是一个有限阶多项式。第 j 陈特征
(Chern character) Chj(Ω) 为

Chj(Ω) ≡
1

j!

(
i

2π

)j
Tr(Ω ∧ · · · ∧ Ω︸ ︷︷ ︸

j个

) . (41.80)
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陈特征可以表述成陈类的形式。举例而言，通过 (41.76) 和 (41.77)，有

Ch0(Ω) = q , (41.81)

Ch1(Ω) = C1(Ω) , (41.82)

Ch2(Ω) =
1

2
(C1(Ω) ∧ C1(Ω)− 2C2(Ω)) , (41.83)

...

其中，q 是纤维维度。

陈类满足下面实用的性质，其中的一些性质将只表述而不证明。

定理 41.3 令 π : E → M 是定义了一个给定联络并且对应曲率 Ω 的一个复向量丛，而
f : N →M 是一个光滑映射。则总陈类 (total Chern class)

C(Ω) ≡ det
(
1 +

i

2π
Ω

)
而总陈特征 Ch(Ω) 满足下面：

C (f∗Ω) = f∗C(Ω) , (41.84)

Ch (f∗Ω) = f∗Ch(Ω) . (41.85)

这些被称为自然条件 (naturality conditions)。

定理 41.4 令 π : E →M 和 π′ : F →M 是具有相同基流形 M 的两个复向量丛，而 ΩE ,ΩF

分别是 E 和 F 上曲率。则总陈类和总陈特征满足下面关系。

i) C(ΩE⊕F ) = C(ΩE) ∧ C(ΩF ) , (41.86)

ii) Ch(ΩE⊕F ) = Ch(ΩE)⊕ Ch(ΩF ) , (41.87)

iii) Ch(ΩE⊗F ) = Ch(ΩE) ∧ Ch(ΩF ) . (41.88)

证明：假设 E 的纤维空间是 qE-维的，而 F 的纤维纤维空间是 qF -维的。则 ΩE⊕F 可以被显
式表示成分块矩阵形式为

ΩE⊕F =

(
ΩE 0

0 ΩF

)
, (41.89)

其中，ΩE 的分块是 qE × qE 矩阵而 ΩF 的分块是 qF × qF 矩阵。从此得出

C(ΩE⊕F ) = det
(
1 +

i

2π
ΩE⊕F

)
= det

(
1 + i

2π
ΩE 0

0 1 + i
2π
ΩF

)

= det
(
1 +

i

2π
ΩE

)
∧ det

(
1 +

i

2π
ΩF

)
= C(ΩE) ∧ C(ΩF ) .

(41.90)
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因此 i) 成立。

从 (41.79) 中 Ch(Ω) 的定义，我们有

Ch(ΩE⊕F ) = Tr
(

exp
(
i

2π
ΩE⊕F

))
= exp

(
Tr
(
i

2π
ΩE⊕F

))
=
∑
j

1

j!

(
i

2π

)j
Tr(ΩE⊕F ∧ · · · ∧ ΩE⊕F︸ ︷︷ ︸

j个

)
(41.91)

从 (41.89)，有
Tr (ΩE⊕F ) = Tr (ΩE)⊕ Tr (ΩF ) , (41.92)

ΩE⊕F ∧ ΩE⊕F =

(
ΩE 0

0 ΩF

)
∧

(
ΩE 0

0 ΩF

)
=

(
ΩE ∧ ΩE 0

0 ΩF ∧ ΩF

)
, (41.93)

ΩE⊕F ∧ · · · ∧ ΩE⊕F︸ ︷︷ ︸
j个

=


j个︷ ︸︸ ︷

ΩE ∧ · · · ∧ ΩE 0

0

j个︷ ︸︸ ︷
ΩF ∧ · · · ∧ ΩF

 . (41.94)

因此，(41.91) 生成

Ch(ΩE⊕F ) =
∑
j

1

j!

(
i

2π

)j
(Tr(

j个︷ ︸︸ ︷
ΩE ∧ · · · ∧ ΩE)⊕ Tr(

j个︷ ︸︸ ︷
ΩF ∧ · · · ∧ ΩF ))

= Ch (ΩE)⊕ Ch (ΩF )

(41.95)

因此 ii) 成立。

为了证明 iii)，我们开始于观察

ΩE⊗F = (ΩE ⊗ IF )⊕ (IE ⊗ ΩF ) , (41.96)

其中，IF 是 qF × qF 单位矩阵而 IE 是 qE × qE 单位矩阵。因此

Ch(ΩE⊗F ) = Tr
(

exp
(
i

2π
ΩE⊗F

))
= Tr

(
exp

(
i

2π
{(ΩE ⊗ IF )⊕ (IE ⊗ ΩF )}

))
=
∑
j

1

j!

(
i

2π

)j
Tr {(ΩE ⊗ IF )⊕ (IE ⊗ ΩF )}j

=
∑
j

1

j!

(
i

2π

)j
Tr
[

j∑
m=1

(
j

m

)
(ΩE ⊗ IF )m ∧ (IE ⊗ ΩF )

j−m

]
,

(41.97)
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其中，Aj ≡
j个︷ ︸︸ ︷

A ∧ · · · ∧ A，对于一个微分形式的矩阵 A。让我们写成分块形式

ΩE ⊗ IF =


ΩE 0 0

0 ΩE 0
...

0 ΩE

 , (41.98)

其中，每一个分块是 qE × qE 矩阵，而这个矩阵有 qF × qF 个分块。类似地，写出

IE ⊗ ΩF =


(ΩF )

1
1 IE (ΩF )

2
1 IE · · · (ΩF )

qF
1 IE

...
...

(ΩF )
1
qF
IE (ΩF )

qF
qF
IE

 . (41.99)

这个矩阵与 (41.98) 中有相同的分块结构 qF × qF 个分块并且每个分块是 qE × qE 矩阵。对于
这个定理剩下的证明，我们将记 Trq 为 (q× q) 矩阵的迹。从 (41.99)，运用 α 和 β 为分块指
标，其中 α, β = 1, . . . , qF，我们有

Xβ
α ≡

(qE×qE)矩阵︷ ︸︸ ︷(
(IE ⊗ ΩF )

j−m
)β
α

= (ΩF )
i1
α ∧ (ΩF )

i2
i1
∧ · · · ∧ (ΩF )

ij−m−1

ij−m−2
∧ (ΩF )

β
ij−m−1

× IE .

(41.100)

则有

TrqEqF
[
(ΩE ⊗ IF )m ∧ (IE ⊗ ΩF )

j−m
]

=TrqEqF


(ΩE)

m ∧X1
1 · · ·

· · · (ΩE)
m ∧X2

2

...
· · · (ΩE)

m ∧XqF
qF


=TrqE

[
(ΩE)

m ∧
(
X1

1 + · · ·+XqF
qF

)]
= TrqE

[
(ΩE)

m ∧
(
TrqF (ΩF )

j−m
)
IE

]
=TrqE (ΩE)

m ∧ TrqF (ΩF )
j−m

.

(41.101)

从 (41.97) 得到

Ch(ΩE⊗F ) =
∑
j

∑
m

1

j!

(
i

2π

)j
j!

m!(j −m)!
TrqE (ΩE)

m ∧ TrqF (ΩF )
j−m

=
∑
l

∑
m

(
i

2π

)m+l
1

m! l!
TrqE (ΩE)

m ∧ TrqF (ΩF )
l
= Ch(ΩE) ∧ Ch(ΩF ) ,

(41.102)

其中在第二个等号我们已经令 j −m = l。因此 iii) 成立。 □
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定理 41.5 —分裂原理 (The Splitting Principle). 为了计算陈类的目的，一个复向量丛 (纤维维度
为 q) 表现得像它是 q 线丛的一个和丛。

这个定理的证明将不会在这里展示，但是它的应用将会被讨论。假设 π : E →M 实际上
是 q 线丛 Lj，j = 1, . . . , q 的一个求和：

E = L1 ⊕ · · · ⊕ Lq . (41.103)

(一个复向量丛是一个典型纤维是一个一维复向量空间的复向量丛)。则定理 41.4 的 i) 表述意
味着

C(ΩE) = C(ΩL1
) ∧ · · · ∧ C(ΩLq) , (41.104)

其中
C(ΩLj ) = 1 + C1(ΩLj ) ≡ 1 + xj . (41.105)

注意到对于一个线丛由于 q = 1，(41.71) 意味着

det
(
1 +

i

2π
ΩLj

)
= 1 + C1(ΩLj ) .

则

C (ΩE) = (1 + x1) ∧ · · · ∧ (1 + xq)

=1 + (x1 + · · ·+ xq) + (x1 ∧ x2 + · · ·+ xq−1 ∧ xq) + · · ·+ (x1 ∧ · · · ∧ xq)

=1 + C1(ΩE) + C2(ΩE) + · · ·+ Cq(ΩE) ,

(41.106)

其中

C0 (ΩE) = 1 , (41.107)

C1 (ΩE) = x1 + · · ·+ xq , (41.108)

C2 (ΩE) = x1 ∧ x2 + · · ·+ xq−1 ∧ xq , (41.109)
...

Cj (ΩE) =
∑

i1<i2<···<ij

xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xij , (41.110)

...

Cq (ΩE) = x1 ∧ · · · ∧ xq . (41.111)

如果 q × q 矩阵 X ≡ i
2π
ΩE 是对角化的且对角元素等于 xj，j = 1, . . . , q，我们将获得相同的

结论。由于 det(1 +X) 是 ad-不变的，我们可以取展开 (1 + x1)∧ · · · ∧ (1 + xq)，计算第 j 阶
项 (其包括 xj 的一个第 j 阶齐次多项式)，将其表述为 ΩE 的 ad-不变函数，然后用 Cj(ΩE)

验证它。在这种方法下，举例而言，方程 (41.76) 到 (41.78) 的结论可以很简单从对应的方程
(41.108) 到 (41.110) 得到。这可能比直接从 (41.74) 计算 Cj(ΩE) 要少很多繁琐。

陈类与两种其它类型的示性类相关，它们可表达为实上同调类。它们是 Pontrjagin类，表
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征具有结构群 GL(q;R) [约化为 O(q) 或 SO(q)] 的实向量丛 (或主丛)；而 Euler 类只表征具
有结构群 SO(q)的那些。这种约化可以通过赋予丛 E 一个纤维度规并且在每个纤维上引入标
准正交标架来实现。我们提醒读者陈类表征具有结构群 GL(q;C) [约化为 U(q)] 的复向量丛。

一个实 O(q) 向量丛 π : E →M 的总 Pontrjagin 类 (total Pontrjagin class) 定义为

p(Ω) ≡ det
(
1 +

Ω

2π

)
, (41.112)

其中，Ω 是对应一个给定联络的 2-形式的曲率矩阵。如果 Ωji 被给出依赖于一个标准正交标
架场，则 ΩT = −Ω [对于结构群 O(q)，O(q)-值 (Lie 代数-值) Ω 必须是反对称的]。从此得到

det
(
1 +

Ω

2π

)
= det

(
1 +

ΩT

2π

)
= det

(
1− Ω

2π

)
, (41.113)

其意味着 p(Ω) 必须是 Ω 的一个偶函数。当 Ω 被表述为依赖于任意标架场时，由于 p(Ω) 是
ad-不变的，这点依然是正确的。类似于 (41.71)，我们则可以展开

p(Ω) = det
(
1 +

Ω

2π

)
= 1 + p1(Ω) + p2(Ω) + · · · , (41.114)

其中，p(Ω) 是 Ω 中一个 2j 阶多项式，并且因此是一个 4j-形式。它被称为第 j Pontrjagin
类 (Pontrjagin class)。注意到：如果 2j > q，其中 q 是纤维维度，或者 4j > n，其中 n 是
基流形的维度，则级数终止：pj(Ω) = 0。根据 Chern-Weil 定理 (定理 41.1) (其依旧应用在现
在实向量丛的情况)，有

pj(Ω) ∈ H4j(M ;R) ,

(基流形 M 上具有实参数的 4j-de Rham 上同调群)。注意到

det
(
1− Ω

2π

)
= det

(
1 +

i

2π
(iΩ)

)
. (41.115)

我们可以关联复丛 E ⊗ C 的 Pontrjagin 类 pj(Ω) 和陈类 C2j(Ω) 为

pj(ΩE) = i2j C2j(ΩE⊗C) = (−1)j C2j(ΩE⊗C) . (41.116)

因此从 (41.74) 我们有

pj(Ω) =
1

(2j)! (2π)2j

∑
1⩽αr,βr⩽q

δ
α1...α2j

β1...β2j
Ωβ1
α1
∧ · · · ∧ Ωβ2j

α2j
. (41.117)

类似于定理 41.4 的表述 i)，我们有下面的事实：

p(ΩE⊕F ) = p(ΩE) ∧ p(ΩF ) . (41.118)

可以用完全相同的方法证明它。假设 M 是一个偶数维定向的 Riemann 流形，维度为 q = 2l，
并且考虑切丛 TM。结构群可以通过使用一个由 Riemann 度规确定的标准正交标架场被约化
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为 SO(2l)。我们可以定义 M 上一个 2l-形式 e，称 Euler 类 (Euler class)，为

e(A) ∧ e(A) = pl(A) , (41.119)

其中，pl 是第 l Pontrjagin 类而 A 是一个 2-形式的 2l × 2l 矩阵。注意到即使 pl(Ω) 同样消
失 [由于 pl(Ω) ∈ H4l(M ;R) 和 dim(M) = 2l]，e(Ω) 由 (41.119) 良好定义。如果 dim(M) 是
奇数，我们定义 e(Ω) = 0。我们将用装备一般度规 [(39.169)] 的简单例子 M = S2 来表述这
一种情况。在这种情况中，Ωji 由 [(39.176)] 给出

(
Ωji
)
=

(
0 − sin θ dθ ∧ dϕ

sin θ dθ ∧ dϕ 0

)
.

根据 (41.116) 和 (41.77)，有

p1
(
ΩT (S2)

)
= −C2(Ω) = −

1

8π2
Tr(Ω ∧ Ω)

=

(
1

2π
sin θ dθ ∧ dϕ

)
∧
(

1

2π
sin θ dθ ∧ dϕ

)
.

(41.120)

这种表达式同样消失；但是它允许我们根据 (41.119) 来验证 e(Ω) 为

e(ΩT (S2)) =
1

2π
sin θ dθ ∧ dϕ . (41.121)

很有意思的注意到 ∫
S2

e(Ω) =
1

2π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θ dθ = 2 , (41.122)

其是 S2 的 Euler 示性数 χ(S2) [c.f. (33.15)]。实际上，(41.122) 是 Gauss-Bonnet 定理的一个
特殊情况。

定理 41.6 — Gauss-Bonnet定理 (Gauss-Bonnet Theorem). 对于一个紧致定向的 Riemann 流形
M，有 ∫

M

e(M) = χ(M) , (41.123)

其中，e(M) 是 M 的 Euler 类而 χ(M) 是 M 的 Euler 示性数。

这个具有历史意义的定理的证明远远超出了本书的范围，将不会在这里展示。一个漂亮
的证明参见 Chern 通过一个固有方法 (一个无需假设 M 嵌入在一个更高的维度流形中的方
法)，实际上打开了研究示性类的大门 (见 S. S. Chern, 1944)。

Euler 类 e(Ω) 可以被显式写成曲率矩阵 Ω 作为下面引理的一个结论。

引理 41.3 假设 A 是一个反对称 2l × 2l 矩阵。则

detA = [Pf (A)]2 , (41.124)
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其中多项式 Pf (A) 称为矩阵 A 的 Pfaffian 由下式给出

Pf (A) ≡ (−1)l

2l l!

∑
σ∈S(2l)

(sgnσ)Aσ(2)σ(1)A
σ(4)
σ(3) · · ·A

σ(2l)
σ(2l−1) . (41.125)

上面方程中的求和遍历对称群 S(2l) 中所有的排列。

证明：假设 A 是一个反对称 2l × 2l 矩阵。则它可以通过一些 g ∈ O(2l) 分块对角化

g−1Ag = gTAg =



0 λ1 0

−λ1 0 · · ·
...

· · · 0 λl

0 −λl 0


≡ A′ . (41.126)

由于行列式在相似变换下是不变的 (c.f. 定理 16.6)，有

detA = detA′ = (λ1)
2
(λ2)

2
. . . (λl)

2
=

l∏
i=1

(λi)
2
. (41.127)

根据由 (41.125) 给出的一个 Pfaffian 的定义，有

Pf (A′) = (−1)l (A′)
2

1 (A
′)
4

3 . . . (A
′)
2l

2l−1 = (−1)l
l∏
i=1

λi . (41.128)

从 (41.127) 得到
detA = detA′ = [Pf (A′)]

2
. (41.129)

练习 41.6 运用 (41.126)中显式给出的矩阵 A′ 来证明 (41.128)。注意到 A′ 的唯一不为零的
元素是

(A′)
2

1 = − (A′)
1

2 = λ1, (A
′)
4

3 = − (A′)
3

4 = λ2, . . . , (A′)
2l

2l−1 = − (A′)
2l−1

2l = λl .

因此，[Pf(A)]2 对于任意反对称 2l × 2l 矩阵在 O(2l)-相似变换下是一个不变量：

[Pf (A)]2 =
[
Pf
(
gTAg

)]2
, (41.130)

因而引理成立。 □

对于一个 2l-维 Riemann 流形的切丛 TM，有

pl(Ω) =

(
1

2π

)2l

detΩ . (41.131)

[c.f. (41.114) 和 (41.112)]。因此，从 (41.119)，(41.124) 和 (41.125)，我们可以表述 Euler 类
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e(Ω) 为

e(Ω) =
(−1)l

l! (4π)l

∑
σ∈S(2l)

(sgnσ)Ωσ(2)σ(1) ∧ Ω
σ(4)
σ(3) ∧ · · · ∧ Ω

σ(2l)
σ(2l−1) . (41.132)

我们将用一个关于示性类如何服务于分类主 G-丛的一般且有点正式的概括来总结本章，
其的一个成员一般写成 π : P → X，其中总空间 P，基流形 G 和基流形 X (c.f. 定义 37.2)。
分类问题中的一个基本问题如下：给定一个基流形 X 和一个结构 G，它们有多少种等价的
方法组成主 G-丛？X 上的两个主 G-丛 π1 : P1 → X 和 π2 : P2 → X 被称为是等价的
(equivalent)，如果它们之间存在一个 G-等变 (G-equivariant) 同胚 φ : P1 → P2，即：φ
满足性质 π1 = π2 ◦ φ。等价地，如 Figure 41.1 中的图像所示。

P1 P2

X

φ

π1 π2

Figure 41.1

此时回忆一个主丛的平凡性的概念及相关事实会有一定帮助 (c.f. 定义 37.4，定义 37.5
和定理 37.2)。主 G-丛在 X 上给出为 P = X × G，被称为积丛 (product bundle)，其中
Lg (x, g

′) = (x, gg′) 和 π(x, g) = x，x ∈ X，g, g′ ∈ G。任意等价于积丛的丛被称为是平凡的
(trivial)。对于主丛是平凡的充分必要条件是其容纳一个全局截面。我们将记主 G-丛在 X 上
的等价类 [P ] 的集合为 BndlG(X)。

定义 41.2 令 π : P → X 是一个主 G-丛而 f : Y → X 是一个连续映射。P 在基流形 Y 的
拉回丛 (pullback bundle)f∗(P ) 被定义为一个丛，其总空间为

{(p, y) ∈ P × Y | π(p) = f(y)} ,

其中，投影为 (p, y) 7→ y 和左 G-作用为 Lg(p, y) = (Lg(p), y)，g ∈ G。

定理 41.7 假设两个主 G-丛 π1 : P1 → X 和 π2 : P2 → X 相互是等价的：P1 ∼ P2 或
[P1] = [P2] ∈ BndlG(X)；而 f : Y → X 是一个连续映射。则

f∗(P1) ∼ f∗(P2) , (41.133)

即：等价丛的拉回丛是等价的。丛拉回映射 f∗ 则可以考虑成从 BndlG(X) 到 BndlG(Y ) 的
映射，即：f : Y → X 诱导映射

f∗ : BndlG(X)→ BndlG(Y ) .
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练习 41.7 证明上面的定理。

主丛的分类理论的第一个重要事实是下面的定理，将只表述而不证明。

定理 41.8 — 覆盖同伦定理 (Covering Homotopy Theorem). 丛拉回映射 f∗ : BndlG(X) →
BndlG(Y ) 只取决于 f 的同伦类 [f ]。

此时，一个示性类的一般概念可以被引入 (上面考虑的陈类，Pontrjagin 类和 Euler 类都
是特殊例子)。
定义 41.3 假设 f : Y → X 是流形之间的一个连续映射。主 G-丛在 X 上的一个示性类
(characteristic class) C 是一个映射

C : BndlG(X)→ H∗(X)

其分配给每个主 G-从 P 在 X 上一个元素 C(P ) ∈ H∗(X)，其中 H∗(X) 是 X 的一些上
同调环 (比如 de Rham 上同调)，使得 i) 自然条件 (naturality condition) [c.f. (41.84)]

C(f∗(P )) = f∗(C(P )) (41.134)

满足。同时 ii) C(P ) = C (P ′)，如果 P 等价于 P ′：对于 G-丛所有的示性类的集合被记为
Char(G)。

引理 41.4 如果基流形 X 被收缩到一个点，则一个主 G-丛 π : P → X 是平凡的。

证明：假设 X 被收缩 (contractible) 到一个点。则存在映射 [f(t)] : X → X，0 ⩽ t ⩽ 1 的
一个同伦类使得 f(0) 是恒等映射 [对于任意 x ∈ X，有 (f(0))(x) = x] 而 f(1) 把 X 中每个
点映射到一个固定点 x0 ∈ X。我们注意到对于任意 t ∈ [0, 1] 有 f(t)(x0) = x0。考虑拉回丛
(f(1))∗(P )。通过定义 41.2，它只是积丛 π−1 (x0) × Y，其是平凡的。通过覆盖同伦定理 (定
理 41.8)，由于 f(0) ∼ f(1)，因此 (f(0))∗(P ) 等价于 (f(1))∗(P ) (两个映射属于相同同伦类)。
但是由于 f(0) 是 X 中恒等映射，(f(0))∗(P ) 恰好是 π : P → X。因此，π : P → X 是平凡
的。 □
举例而言，由于 Rn 可被收缩到一个点，在 Rn 上的标架丛是平凡的。则根据定理 37.2，

在 Rn 上存在一个全局标架场。

引理 41.5 如果主 G-丛 π : P → M 是平凡的，则存在一个连续映射 f : M → {p}，其
中 {p} 是包括一个单个点 p 的一个空间，使得 π : P → M 是一个拉回丛 f∗(E)，其中
π′ : E → {p} 是一个在点 P 上的 G-丛。

证明：由于 π : P →M 是平凡的，我们可以不失一般性地记 P =M ×G，其中 π(x, g) = x，
x ∈M，g ∈ G。令 π′ : E → {p} 是具有总空间 E = {p} ×G 的 G-丛 π′(p, g) = p。则通过定
义 41.2，拉回丛 f∗(E) 是由总空间如下的丛给出

{((p, g), x) ∈ ({p} ×G)×M | π′(p, g) = f(x) = p} ,

其只是 ({p} ×G)×M，具有投影 ((p, g), x) 7→ x ∈M。这个丛很明显与 π :M ×G→M 或
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π : P →M 是等价的。 □
在上面引理的条件下，自然条件意味着：对于任意 C ∈ Char(G)，有 5

C(f∗(E)) = C(P ) = f∗(C(E)) (41.135)

但是由于 π′ : E → {p} 是在一个点上的丛，根据一个单个点的一个空间的所有上同调群都是
平凡的事实 (每个都包括一个单个元素，恒元 0)，C(E) ∈ H∗({p}) 是平凡的。因此 f∗(C(E))

也是平凡的，并且我们有下面的基本结论。

推论 41.1 一个平凡丛的示性类都是平凡的。

总的来说，所有示性类的等价对于两个 G-丛的等价性是一个必要 (但不充分)条件；虽然
在很多情况下，充分性也保持。

我们现在将说明覆盖同伦定理是如何通过简化成寻找流形之间所有连续映射的同伦类的
问题“解决”主 G-丛的分类问题。令 [X,Z] 表示从 X 到 Z 的连续映射的所有同伦类的集合
而 f : Y → X 是一个连续映射。则对于 [h] ∈ [X,Z]，有

f∗[h] = [h ◦ f ] ∈ [Y, Z] . (41.136)

如 Figure 41.2 中的图。

Y X

Z

f

h ◦ f h

Figure 41.2

考虑任意主G-丛 π : P → Z。通过覆盖同伦定理，我们有一个映射 α : [X,Z]→ BndlG(X)

由下式给出：对于任意 [h] ∈ [X,Z]，有

α([h]) = [h∗(P )] , (41.137)

使得自然条件
α ◦ f∗ = f∗ ◦ α (41.138)

满足。我们现在定义一个所谓的泛 G-丛 (universal G-bundle)，其可以被用来分类所有主
G-丛。
定义 41.4 如果上面引入的映射 α : [X,Z]→ BndlG(X) [(41.137) 和 (41.138)] 是双射，则
一个主 G-丛 π : P → Z 被称为是泛的 (universal)。

分类的可能性取决于下面事实，将只表述而不证明。
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定理 41.9 给定一个群 G，泛 G-丛总是存在的。实际上，如果一个主 G-丛 π : P → Z 的总
空间 P 是收缩的，则 π : P → Z 是泛的。

我们将记 G-丛为 πU : UG → BG，其中基流形 BG 被称为对于群 G 的分类空间 (classi-
fying space)。则如果 π : P → X 是任意主 G-丛，π : UG → BG 的泛性意味着有唯一一个
[h] ∈ [X,BG] 使得 P ∼ h∗ (UG) (给定主 G-丛通过 h∗ 等价于泛 G-丛的拉回)。[h] 的任意表示
h 则被称为对于 P 的一个分类映射 (classifying map)。很明显从 Figure 41.3 中看到：对于
任意连续映射 f : Y → X，h ◦ f 对于拉回丛 π′ : f∗(P )→ Y 是一个拉回丛。因此，无论基流
形如何，πG : UG → BG 对于所有主 G-丛的分类都很好。注意到对于 UG 的分类映射只是 BG

的恒等映射到它自身。

Y X

BG

f∗(P ) P

UG

f

h ◦ f
h

π′ π

f∗

πU

Figure 41.3

通过示性类分类主 G-丛的正式策略则包括下面步骤：
1) 对于一个给定群 G 和基流形 X，寻找一个泛 G-丛 πU : UG → BG。
2) 意识到对于 UG 所有示性类的集合是规范同构于分类空间 BG 的上同调环：

Char(G) ∼ H∗(BG) . (41.139)

3) 对于感兴趣的主 G-丛 π : P → X，寻找一个分类映射 h 使得 P = h∗ (UG)。
4) 泛丛 C (UG) ∈ H∗ (BG) 的每个示性类则通过拉回给出感兴趣的丛的一个示性类 C(P )：

C(P ) = h∗(C(UG)) . (41.140)

我们将对于泛主 G-丛表述下面有趣的事实而不证明。在下面的表述 i) 到 v) 中，令 m =

感兴趣的主 G-丛 π : P →M 中基流形 M 的维度，且商群都是右陪集空间。
i) 对于 G = O(k)，分类空间由下式给出

BG = Gr(N, k,R) ∼ O(N)

O(k)×O(N − k)
, (41.141)

其中，N ⩾ m+ k + 1 而 Gr(N, k,R) 被称为 k-维平面经过 RN 的原点的 Grassmann
流形 (Grassmann manifold)。总空间由下式给出

UG = VN,N−k(R) ∼
O(N)

O(N − k)
, (41.142)
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称为一个 Stiefel 流形 (Stiefel manifold)。对于给定 N 和 k，它实际上在 RN 中是
k-标架的流形。投影 π 在泛丛

π : VN,N−k(R)→ Gr(N, k,R)

投影到 Rn 中 k-标架其组成的 k-平面。一个具体 k-平面上纤维则是组成它的所有 k-标
架的集合，当然它同构于 O(k)。注意到 Grassmann 流形 Gr(N, k,R) 的维度可以从
(41.141) 和事实

dim(O(m)) =
m(m− 1)

2
, 和 dim(G/H) = dimG− dimH .

获得。因此

dim(Gr(N, k,R)) =
1

2
N(N − 1)−

[
1

2
k(k − 1) +

1

2
(N − k)(N − k − 1)

]
=k(N − k) .

(41.143)

由于一个平凡主 G-丛 π : P →M 的总空间 P 可以写成 M ×G，我们的泛丛的非平凡
性可以被认为成下面不等式成立程度的衡量标准：(

O(N)

O(k)×O(N − k)

)
×O(k) 6= O(N)

O(N − k)
. (41.144)

ii) 对于 G = SO(k)，分类空间为

BG = G̃r(N, k,R) ∼ SO(N)

SO(k)× SO(N − k)
, (41.145)

其中，N ⩾ m + k + 1。它被称为定向 Grassmann 流形 (oriented Grassmann
manifold)。总空间为

UG = ṼN,N−k(R) ∼
SO(N)

SO(N − k)
. (41.146)

iii) 对于 G = U(k)，有

BG = Gr(N, k,C) ∼ U(N)

U(k)× U(N − k)
, (41.147)

其中，m ⩾ 2N − 2k。它是实维度为 2k(N − k) 的复 Grassmann 流形。总空间为

UG = ṼN,N−k(C) ∼
U(N)

U(N − k)
. (41.148)

iv) 对于任意实维度为 k 的紧致 Lie 群 G

BG =
O(N)

G×O(N − k)
, (41.149)
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其中，N ⩾ m+ k + 1。总空间还是 UG = O(N)/(O(N − k))。
v) 对于 G (实维度为 k) 连通但不一定紧致，令 H ⊂ G 是 G 的最大紧致子群。则

BG =
O(N)

H ×O(N − k)
, (41.150)

其中，N ⩾ m+ k + 1。总空间依旧是 UG = O(N)/(O(N − k))。
到目前为止，我们只显示讨论了对于主 G-丛的分类的泛丛。One can also obtain universal

vector bundles 我们可以很自然地获得泛向量丛 πE : UE → BG 对于伴随向量丛 π : E → M

(定义了结构群 G) 的分类。分类空间 BG 和前面的完全一致。简单地把 BG 中每个点上面的
纤维当作点本身，这就是 G 自然作用于它上的一个向量空间。对于泛主 G-丛，我们有一个类
似图像 (Figure 41.4)。

M ′ M

BG

f∗(E) E

UE

f

h ◦ f
h

π′ π

f∗

πU

Figure 41.4

感兴趣的向量丛的示性类通过拉回计算 [c.f. (41.140)]：

C(E) = h∗(C(UE)) . (41.151)

实际上，公式 (41.74)，(41.117) 和 (41.132) 是计算 C(E) 的显式算法别对于陈类，Pontrjagin
类和 Euler 类。
我们最后再提一个示性类的例子，称为 Stiefel-Whitney类 (Stiefel-Whitney classes)。

它们在 O(n)-丛中出现，但是不像先前考虑的类，它们不能从曲率 2-形式中计算。对于 π : E →
M，它们在所谓的 Čech 上同调 H∗(M ;Z2) 中取值，其中系数在 Z2 = {+1,−1} 中。我们将
不考虑 Stiefel-Whitney 类的任何其它细节，除了表述下面两个关键结论：

1) 当且仅当切丛的第一 Stiefel-Whitney 类 w1(TM) 是平凡的，一个流形 M 是定向的。
2) 当且仅当第二 Stiefel-Whitney 类 w2(TM) 是平凡的，在一个流形 M 上存在一个自旋
结构 (见定义 43.10)。

结论 2) 很明显对于物理重要，因为它在 M 的拓扑学方面对可以生活在 M 上的粒子种类进
行了限制。



42. 陈-Simons形式

陈-Simons 形式通过一个叫做超渡 (transgression) 的过程从陈类中产生，其涉及到将
一个丛 π : E →M 的基流形 M 上的一个特征形式 C 通过 π∗ 拉回到总空间 E，从而使得拉
回组成 E 上一个正合形式：

π∗C = d(CS(C)) .

如此获得的陈-Simons 形式 CS(C) 在物理学中产生了许多重要应用，举例而言，在拓扑量子
场论和凝聚态物理学中 (分数统计和量子 Hall 效应)。

我们将从超渡的非正式讨论开始。跟随陈省身 (见陈省身，1990)，我们运用二维 Gauss-
Bonnet 公式的例子 [c.f. (41.123)，定理 41.6]。令 M 是一个二维定向 Riemann 流形而 π :

P →M 是 M 的标准正交标架丛。总空间 P 中的一个点则被写成 (x; e1e2)，其中 (e1, e2) 是
原点在 x ∈ M 的一个标准正交标架，而投影 π 将 (x; e1e2) 映射到它的原点 x。选择一个标
架场 (e01, e

0
2) 具有余标架场 ((ω0)1, (ω0)2)。则我们有局域表达

e1 = (cos τ)e01 + (sin τ)e02 , e2 = (− sin τ)e01 + (cos τ)e02 ; (42.1)

和
ω1 = (cos τ)(ω0)1 + (sin τ)(ω0)2 , ω2 = (− sin τ)(ω0)1 + (cos τ)(ω0)2 , (42.2)

其中，(ω1, ω2)是 (e1, e2)的对偶余标架而 e01 和 e1 之间的夹角 τ 是局域纤维坐标。方程 (42.2)
说明 ω1 和 ω2 是 P 上全局良定义的 1-形式。对于 ω1 取外微分，我们得到

dω1 = − sin τ dτ ∧ (ω0)1 + cos τ dτ ∧ (ω0)2 + cos τ d(ω0)1 + sin τ d(ω0)2 . (42.3)

我们总是可以写

d(ω0)1 = a (ω0)1 ∧ (ω0)2 , d(ω0)2 = b (ω0)1 ∧ (ω0)2 , (42.4)
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其中，a 和 b 只取决于基流形坐标。通过 (42.2)，我们则有

d(ω0)1 = a′ ω1 ∧ ω2 , d(ω0)2 = b′ ω1 ∧ ω2 , (42.5)

其中，a′ 和 b′ 现在是取决于基流形坐标和纤维坐标 τ 的量，即：P 上的函数。将 (42.5) 代入
(42.3)，并且对于 dω2 进行类似的计算，我们获得

dω1 = dτ ∧ ω2 +Aω1 ∧ ω2 , dω2 = ω1 ∧ dτ +B ω1 ∧ ω2 , (42.6)

其中，A 和 B 是 P 上的函数。现在在 P 上定义下面 1-形式

ω2
1 ≡ dτ +Aω1 +B ω2 = −ω1

2 . (42.7)

则有

dω1 = ω2
1 ∧ ω2 = ω2 ∧ ω1

2 , (42.8)

dω2 = ω1 ∧ ω2
1 . (42.9)

它们正是由 (31.33) 给出的结构方程：它们完全确定 1-形式 ω2
1，其实际上是联络 1-形式。结

构方程 (42.8) 和 (42.9) 表述联络是挠自由的事实 [c.f. (39.123)]。对 (42.8) 的两边取外导数我
们找到

0 = dω2
1 ∧ ω2 − ω2

1 ∧ dω2 . (42.10)

但是从 (42.6) 和 (42.7)，有

ω2
1 ∧ dω2 = (dτ +Aω1 +Bω2) ∧ (ω1 ∧ dτ +B ω1 ∧ ω2)

= B dτ ∧ ω1 ∧ ω2 +B ω2 ∧ ω1 ∧ dτ = 0 .
(42.11)

因此
dω2

1 ∧ ω2 = 0 . (42.12)

类似地，对 (42.9) 取外微分产生
dω2

1 ∧ ω1 = 0 . (42.13)

上面两个方程意味着下面超渡的基本结论：

dω2
1 = −K ω1 ∧ ω2 . (42.14)

可以怀疑 K 在一般情况下是 P 上一个函数，但是事实上只是 M 上一个函数。实际上，对
(42.14) 取外微分给出

0 = −dK ∧ ω1 ∧ ω2 −Kd(ω1 ∧ ω2)

= dK ∧ ω1 ∧ ω2 −K(dω1 ∧ ω2 − ω1 ∧ dω2) = dK ∧ ω1 ∧ ω2 ,
(42.15)
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其中最后一个等号来自于由 (42.6) 给出的 dω1 和 dω2 的表达。现在 (42.7) 意味着

ω1 ∧ ω2 ∧ ω2
1 = ω1 ∧ ω2 ∧ dτ 6= 0 . (42.16)

由于 ω1，ω2 以及 ω2
1 都是全局定义的，上面的方程表明：P 有一个余标架场 ω1，ω2，ω2

1，
并且因此是可平行化的 (parallelizable)。如果 K 确实取决于纤维坐标 τ，dK 将有一项与
dτ 成正比并且 (42.16) 则将意味着 dK ∧ ω1 ∧ ω2 6= 0，其与 (42.15) 矛盾。因此 K 是基流形
M 上的一个函数。我们观察到 ω1 ∧ ω2 是 M 上的区域元素而 K 是 M 的 Gauss 曲率。[c.f.
(39.166) 和练习 39.14 到练习 39.17 的结论]。

超渡的结论 (42.14) 包含陈省身对 Gauss-Bonnet 定理的优雅证明的本质。它的重要性在
于以下几点。通过 (42.16) 和事实：K 是 M 上的一个函数，−Kω1 ∧ ω2 是 M 上的一个 2-形
式，并且如此，不是正合的。然而当拉回到 P，(42.14) 的等号左边表示它成为 P 上的 1-形
式的外导数 (联络 1-形式 ω2

1) 并且因此在 P 上是正合的。通过 Gauss-Bonnet 定理，2-形式
1
2π
Kω1 ∧ ω2 实际上是 Euler 类。

上面所述的超渡过程基于一个基本事实：P 总是可平行化的，等价地，P 上总存在一个
全局标架场，即使它可能不存在在基流形 M 上。这一事实很容易看出如下。考虑一个任意主
G-丛 π : P →M。运用投影算符 π，我们可以构造基流形为 P 的拉回丛 π∗(P )，称为 P 的方
丛 (square bundle)。这个丛接纳了“对角”全局截面 p 7→ (p, p)，并且因此通过定理 37.2，
它总是平凡的。这种意义上，总空间 P 总是比基流形 M 更简单。

让我们现在来对陈类应用超渡过程，通过将它们拉回到伴随一个复向量丛 π : E →M 的
标架丛 π′ : P → M。假设在 M 的一个局域坐标邻域中，我们有对于一个给定联络有一个局
域表达式 ω 依赖于 E 上一个局域标架场 {ei} 的一个选择。在规范的一个局域改变下，或者
标架场的一个局域改变下，有

(e′)i = gji ej , (gji ) ∈ G , (42.17)

我们对于联络矩阵有下面的表达式 [c.f. (35.17)]：

φ = (dg) g−1 + g ω g−1 . (42.18)

如果矩阵 g 的元素 gji 被考虑成局域纤维坐标，则 φ 通过 (π′)∗ 成为 ω 的拉回，即：

φ = (π′)∗(ω) , (42.19)

并且是 P 上 1-形式的一个良定义联络矩阵。对应 2-形式的曲率矩阵

Φ = dφ− φ ∧ φ = gΩ g−1 , (42.20)

其中，Ω = dω − ω ∧ ω 也在 P 上是良定义的。

考虑第一陈类 [(41.76)]
C1(Φ) =

i

2π
TrΦ . (42.21)



478 当代数学物理专题

通过 (42.20)，TrΦ 由下式给出

TrΦ = Tr dφ− Tr(φ ∧ φ) = Tr(dφ) = d(Trφ) , (42.22)

因为
Tr(φ ∧ φ) = 0 , (42.23)

通过事实有
Tr(φ ∧ φ) = φji ∧ φij = −φij ∧ φ

j
i = −Tr(φ ∧ φ) . (42.24)

因此，有

C1(Φ) =
i

2π
d(Trφ) . (42.25)

换句话说，第一陈类可以被写成 P 上一个正合形式。现在考虑第二陈类 [(41.77)]

C2(Φ) =
1

2
(
i

2π
)2[TrΦ ∧ TrΦ− Tr(Φ ∧ Φ)] . (42.26)

对于 P 上曲率形式 Φ，我们有 Bianchi 恒等式 [c.f. (35.36)]

dΦ = φ ∧ Φ− Φ ∧ φ . (42.27)

从 (42.22)，有
TrΦ ∧ TrΦ = d(Trφ) ∧ d(Trφ) = d(Trφ ∧ d(Trφ)) . (42.28)

为了说明 C2(Φ) 中 Tr(Φ ∧ Φ) 的项在 P 上也是正合的，我们进行下面的计算。首先我们有，
对 Φ 使用 (42.20) 并且运用 Bianchi 恒等式 (42.27)，有

d(Tr(φ ∧ Φ)) =Tr(d(φ ∧ Φ)) = Tr(dφ ∧ Φ− φ ∧ dΦ)

=Tr(dφ ∧ Φ)− Tr(φ ∧ dΦ)

=Tr((Φ + φ ∧ φ) ∧ Φ)− Tr(φ ∧ (φ ∧ Φ− Φ ∧ φ))

=Tr(Φ ∧ Φ) + Tr(φ ∧ Φ ∧ φ) = Tr(Φ ∧ Φ)− Tr(φ ∧ φ ∧ Φ) ,

(42.29)

其中在最后一个等号，我们已经使用了事实

Tr(φ ∧ Φ ∧ φ) = −Tr(φ ∧ φ ∧ Φ) , (42.30)

它可以论证如下：

Tr(φ ∧ Φ ∧ φ) =φji ∧ Φkj ∧ φik = φji ∧ φik ∧ Φkj

=− φik ∧ φ
j
i ∧ Φkj = −Tr(φ ∧ φ ∧ Φ) .

(42.31)
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再一次从 (42.20) 和 (42.27)，我们也有

d[Tr(φ ∧ φ ∧ φ)] = Tr[d(φ ∧ φ ∧ φ)] = Tr[d(φ ∧ (dφ− Φ))]

=Tr[d(φ ∧ dφ)− d(φ ∧ Φ)] = Tr[dφ ∧ dφ− (dφ ∧ Φ− φ ∧ dΦ)]

=Tr[(Φ + φ ∧ φ) ∧ (Φ + φ ∧ φ)− (Φ + φ ∧ φ) ∧ Φ+ φ ∧ (φ ∧ Φ− Φ ∧ φ)]

=Tr[Φ ∧ φ ∧ φ+ φ ∧ φ ∧ Φ− φ ∧ Φ ∧ φ+ φ ∧ φ ∧ φ ∧ φ]

=3Tr(φ ∧ φ ∧ Φ) .

(42.32)

在最后一个等号处，我们已经运用了 (42.30) 和事实

Tr(Φ ∧ φ ∧ φ) = Tr(φ ∧ φ ∧ Φ) , (42.33)

Tr(φ ∧ φ ∧ φ ∧ φ) = 0 . (42.34)

练习 42.1 证明 (42.33) 和 (42.34)。参考 (42.31) 给出 (42.30) 的推导。

从 (42.29) 和 (42.32)，有

Tr(Φ ∧ Φ) =d(Tr(φ ∧ Φ)) + Tr(φ ∧ φ ∧ Φ)

=d(Tr(φ ∧ Φ)) +
1

3
d(Tr(φ ∧ φ ∧ φ))

=d[Tr(φ ∧ Φ) +
1

3
Tr(φ ∧ φ ∧ φ)] ;

(42.35)

并且因此

C2(Φ) = d

[
1

2
(
i

2π
)2{Trφ ∧ d(Trφ)− CS(φ)}

]
. (42.36)

其中 CS(φ)，称为陈-Simons 3-形式 (Chern-Simons 3-form)，由下式给出

CS(φ) ≡ Tr(φ ∧ Φ) +
1

3
Tr(φ ∧ φ ∧ φ) . (42.37)

因此，至于 C1(Φ)，第二陈类 C2(Φ) 在 P 上也是正合的。运用 (42.20)，陈-Simons 3-形式也
可以被写成

CS(φ) = Tr(φ ∧ dφ− 2

3
φ ∧ φ ∧ φ) . (42.38)

有一个很简单的原因为什么 P 上的拉回形式 Ci(Φ) 必须是正合的。首先，通过陈类的自
然性，有

Ci(Φ) = Ci((π
′)∗Ω) = (π′)∗(Ci(Ω)) . (42.39)

因此，Ci(Φ)是陈类 Ci(Ω)的拉回，其中后者被定义在标架丛 π′ : P →M 上。换句话说，Ci(Φ)
是方丛 (π′)∗(P ) 的陈类 (具有基空间 P )，其正如我们所见是平凡的。由于 Ci(Φ) ∈ H2i(P )，
而平凡丛的所有示性类是平凡的 [通过推论 41.1]，Ci(Φ) 必须是正合的 (作为 P 上一个 2i-形
式)。我们则总可以写

Ci(Φ) = (π′)∗(Ci(Ω)) = d(TCi(φ)) , (42.40)
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其中，TCi(φ)表示第 i陈类的超渡。TCi(φ)也可以参考为陈-Simons 形式 (Chern-Simons
forms)。注意到它们不必是示性类，因为 TCi(φ) 不必是闭的 [d(TCi(φ)) = Ci(Φ)]。

陈-Simons 形式可以通过下面的定理给出显式的一般表达式。

定理 42.1 令 Pj(Ω) 是一个 j 阶的 ad-不变多项式 [c.f. (41.43)]，其中 Ω 是一个主 G-丛 π′ :

P →M 上的一个 G-值联络 ω 的曲率形式 (c.f. 定义 37.7 和定义 37.11)。令 Φ = (π′)∗(Ω)

并且设
Φt ≡ tΦ+

1

2
(t2 − t)[φ,φ]G , (42.41)

其中，[ , ]G is in the sense of (37.90) and φ = (π′)∗(ω). Define the (2j − 1) -form

TPj(φ) ≡ j
∫ 1

0

Pj(φ,Φt, . . . ,Φt︸ ︷︷ ︸
(j−1)个

)dt . (42.42)

Then
d(TPj(φ)) = (π′)∗(Pj(Ω)) = Pj(Φ) . (42.43)

证明：令 f(t) ≡ Pj(Φt)。则 f(0) = 0 和 f(1) = Pj(Φ)，使得

Pj(Φ) =

∫ 1

0

dPj(Φt)

dt
dt =

∫ 1

0

f ′(t)dt ,

我们需要说明

f ′(t) = j dPj(φ,

(j−1)个︷ ︸︸ ︷
Φt, . . . ,Φt) . (42.44)

通过 f(t) 的定义

f ′(t) =
dPj(Φt)

dt
= j Pj(

dΦt
dt

,

(j−1)个︷ ︸︸ ︷
Φt, . . . ,Φt) . (42.45)

从 (42.41)，有
dΦt
dt

= Φ+ (t− 1

2
) [φ,φ]G . (42.46)

因此
f ′(t) = j Pj(Φ,Φt, . . . ,Φt) + j(t− 1

2
)Pj([φ,φ]ζ ,Φt, . . . ,Φt) . (42.47)

另一方面，回忆 (41.31) 的证明，有

j dPj(φ,Φt, . . . ,Φt) = j Pj(dφ,Φt, . . . ,Φt)− j(j − 1)Pj(φ, dΦt,Φt, . . . ,Φt︸ ︷︷ ︸
(j−2)个

) . (42.48)

因为通过联络 φ 的结构方程 (37.116)，有

Φ = dφ+
1

2
[φ,φ]G , (42.49)
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(42.48) 意味着

j dPj(φ,Φt, . . . ,Φt) = j Pj(Φ,Φt, . . . ,Φt)−
1

2
j Pj([φ,φ]G ,Φt, . . . ,Φt)

− j(j − 1)Pj(φ, dΦt,Φt, . . . ,Φt︸ ︷︷ ︸
(j−2)个

)
(42.50)

除了 (37.116)，我们有 Bianchi 恒等式 [c.f. (37.125)]：

dΦ = [Φ, φ]G . (42.51)

从这两个方程

dΦt =d

(
tΦ+

1

2
(t2 − t)[φ,φ]G

)
= tdΦ+

1

2
(t2 − t)d[φ,φ]G

=t[Φ, φ]G +
1

2
(t2 − t) {[dφ, φ]G − [φ, dφ]G}

=t[Φ, φ]G +
1

2
(t2 − t)

{
[Φ− 1

2
[φ,φ]G , φ]G − [φ,Φ− 1

2
[φ,φ]G ]G

}
=t[Φ, φ]G +

1

2
(t2 − t) {[Φ, φ]G − [φ,Φ]G}

=t[Φ, φ]G + (t2 − t)[Φ, φ]G = t2[Φ, φ]G = t [Φt, φ]G ,

(42.52)

其中在第三个等号处我们已经对 d[φ,φ]G 的计算使用了 (37.97)，而在第四个等号处和最后一
个等号处，我们已经使用了结论 [[φ,φ], φ]G = 0，其又是来自于 (37.96) 中运用 (42.52)，我们
有

j dPj(φ,Φt, . . . ,Φt) = j Pj(Φ,Φt, . . . ,Φt)−
1

2
jPj([φ,φ]G ,Φt, . . . ,Φt)

− j(j − 1)tPj(φ, [Φt, φ]G ,Φt, . . . ,Φt︸ ︷︷ ︸
(j−2)个

)
(42.53)

我们下一步将运用结论 (41.29)，简写成不同形式为

j∑
i=1

(−1)d1+...+di Pj(A1, . . . , [Ai, θ]G , . . . , Aj) = 0 . (42.54)

有 A1 = θ = φ，A2 = · · · = Aj = Φt，它产生

−Pj([φ,φ]G ,Φt, . . . ,Φt)− (j − 1)Pj(φ, [Φt, φ]G ,Φt, . . . ,Φt) = 0 . (42.55)

将这个结果应用到 (42.53) 等号右边的最后一项，我们最终有

j dPj(φ,Φt, . . . ,Φt) = j Pj(Φ,Φt, . . . ,Φt)−
1

2
jPj([φ,φ]G,Φt, . . . ,Φt)

+j t Pj([φ,φ]G ,Φt, . . . ,Φt) = f ′(t) ,

(42.56)

其中最后一个等号来自于 (42.47)。 □
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举个例子，让我们考虑 P2(Φ) = Tr(Φ ∧ Φ)。公式 (42.42) 对于 P2(Φ) 的超渡给出

TP2(φ) = 2

∫ 1

0

P2(φ,Φt)dt = 2

∫ 1

0

dt Tr(φ ∧ Φt) . (42.57)

方程 (42.41) 给出

Φt = tΦ− 1

2
(t2 − t) 2φ ∧ φ

= t(dφ− φ ∧ φ)− (t2 − t)φ ∧ φ = tdφ− t2φ ∧ φ
(42.58)

其中，我们已经使用了 (37.135)。因此

TP2(φ) =Tr

∫ 1

0

dt (2t φ ∧ dφ− 2t2 φ ∧ φ ∧ φ)

=Tr(φ ∧ dφ− 2

3
φ ∧ φ ∧ φ) = CS(φ) ,

(42.59)

其与 (42.38) 的结论相同。
我们注意下面超渡形式的性质而不证明。

定理 42.2 令 Pl 是一个 l 次 ad(G)-不变对称多项式而 Qs 是 s 次 ad(G)-不变对称多项式。
则

i) PlQs(

(l+s)个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) = Pl(

l个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) ∧Qs(

s个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) . (42.60)

ii) T (PlQs(φ)) = TPl(φ) ∧Qs(Φ, . . . ,Φ) +正合形式

= TQs(φ) ∧ Pl(Φ, . . . ,Φ) +正合形式 . (42.61)

定理 42.3 令 ω(t) 是一个主 G-丛 π : P →M 上的一系列光滑单参数联络，有 t ∈ [0, 1]。令
φ(t) = π∗(ω(t))。设 φ(0) = φ 和

ϕ′ ≡ d

dt
φ(t)

∣∣∣∣
t=0

. (42.62)

如果 Pj 是一个 j 次 ad(G)-不变对称多项式，则

d

dt
(TPj(φ(t))

∣∣∣∣
t=0

= j Pj(φ
′,

(j−1)个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) +正合形式 , (42.63)

其中，Φ = dφ− φ ∧ φ 是对应 φ 的曲率形式。

假设 dim(M) = m (其中，M 是 π′ : P →M 的基流形)。如果 2j > m，则 Pj(Ω) = 0 并
且所以

Pj(Φ) = Pj((π
′)∗Ω) = (π′)∗(Pj(Ω)) = 0 .

因此，通过 (42.43)，TPj(φ) 是闭的，且定义一个元素 (TPj(φ)) ∈ H2j−1(P )，即：P 中一个
上同调类。我们有下面关于超渡形式 TPj(φ) 的基本定理，其将只表述而不证明。
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定理 42.4 令 π′ : P → M 是一个主 G-丛具有联络 ω 和对应曲率 Ω；φ = (π′)∗(ω) 和
Φ = (π′)∗(Ω) 分别是 P 上拉回的联络和曲率。假设 Pj(Ω) 是一个 j 次 ad-不变多项式并且
dim(M) = m。则

i) 如果 2j − 1 > m，则 TPj(φ) 是闭的，且 [TPj(φ)] ∈ H2j−1(P,R) 与联络 φ 的选择
无关。

ii) 如果 2j − 1 = m，则 TPj(φ) 是闭的，且 [TPj(φ)] ∈ Hm(P,R) 取决于联络 φ。

对于 2j − 1 > m 的情况，则超渡形式 TPj(φ) 定义一个示性类称为一个第二示性类
(secondary characteristic class)。举例而言，对于 dim(M) = m = 3，陈-Simons 形式
CS(φ) = TP2(φ) (j = 2) 是闭的，但取决于联络 φ 的选择。
现在假设 G = GL(m,R) 和 π : P →M 是 M 的 (主) 标架丛，具有一个 GL(m,R)-值联

络 φ。这个联络可以被限制在标准正交标架的一个子丛 π′ : P ′ → M 上，具有结构群 O(m)。
我们有下面的定理 (表述但不证明)。

定理 42.5 令 π : P → M 是 M (dim(M) = m) 上具有联络 φ 的标架丛。假设 φ 限制于 P

的一个 O(m) 子丛上一个联络，并且令这个子丛上的曲率形式为 Φ。令

Qj(A1, . . . , Aj) =
1

j!

∑
σ∈Sj

Tr(Aσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(j)) (42.64)

是 m×m 矩阵 A1, . . . , Aj 的对称的迹。则

i) Q2j+1(

(2j+1)个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) = 0 , (42.65)

ii) TQ2j+1(φ)是正合的 . (42.66)

i) 和 ii) 意味着 (TQ2j+1(φ)) 是 M 上标准正交标架的子丛上的平凡上同调类。

现在我们将专门讨论这种情况，即：M 是一个具有 Riemann 度规 g 的 Riemann 流形，
而 ω 对应 TM 上的 Levi-Civita 联络。考虑标架丛 π : P →M 并且令 φ = π∗(ω) 是 P 上 ω

的拉回。φ 限制在标准正交标架 π′ : P ′ →M 的 O(m)-子丛上的一个联络 (依旧记为 φ )。我
们称两个 Riemann 度规 g 和 ĝ 是共形相关的 (conformally related)，如果

ĝ = ehg , (42.67)

其中，h ∈ C∞(M) (M 上一个光滑函数)。一个 ad-不变对称多项式 Pj 的超度形式则表现处
下面基本结论，只表述而不证明。

定理 42.6 令 g 和 ĝ 在一个 Riemann 流形 M 上是共形相关的，并且令 φ，Φ，φ̂，Φ̂ 表示 M

上标准正交标架的主 O(m) 丛 π′ : P ′ →M 上对应的联络和曲率形式，其中 dim(M) = m。



484 当代数学物理专题

则对于 m×m 矩阵的任意 ad-不变对称多项式 Pj，有

i) TPj(φ̂)− TPj(φ)是正合的 . (42.68)

ii) Pj(

j个︷ ︸︸ ︷
Φ̂, . . . , Φ̂) = Pj(

j个︷ ︸︸ ︷
Φ, . . . ,Φ) , (42.69)

iii) 如果Pj(Φ, . . . ,Φ) = 0，则上同调类(TPj(φ)) ∈ H2j−1(P ′,R)

是一个共形不变的 (conformal invariant)。

注意到 iii) 直接来自于 i)，ii) 和定理 42.1，而 ii) 直接来自于 i) 和定理 42.1。

让我们来考虑陈-Simons 形式 CS(φ) 在物理中的一些应用。我们在物理学中常把用于规
范势的联络符号写成 A 而不是 φ。例如，事实证明，Chern-Simons 形式 CS(A) 在 3 维度
的量子场论中具有相当大的意义。例如，事实证明，陈-Simons 形式 CS(A) 在 3 维量子场
论中具有相当大的意义 (Witten，1989)。考虑一个主 G-丛 π′ : P → M 伴随的一个向量丛
π : E →M 上规范势 A 的陈-Simons 作用量 (Chern-Simons action)：

SCS(A) =

∫
M

Tr(A ∧ dA− 2

3
A ∧A ∧A) , (42.70)

其中，M 是一个没有边界的紧致、可定向的三维流形。而因此陈-Simons 形式由 (42.70) 给出
的对应场论的定义不需要参考 M 中的一个度规。

陈-Simons 作用量有下面有趣的性质。

定理 42.7 陈-Simons 作用量 [由 (42.70) 给出] 是“几乎”规范不变的：它在 A 的一个一般
规范变换下不是不变的，但在一个规范变换 g ∈ G 下与 G 中恒元相联系。

证明：令 gt ∈ G，t ∈ [0, 1] 是一系列规范变换使得 g0 = 1 (G 中恒元) 而 g1 = g。换句话说，
g 与很恒元相联系。开始于一个联络 A，具有对应曲率 2-形式 F，规范变换的联络

At ≡ gt d(gt)−1 + gtA(gt)
−1 (42.71)

在总空间 P 上是良定义的。我们需要证明

d

dt
SCS(At)

∣∣∣∣
t=0

= 0 . (42.72)

令

T ≡ d

dt
gt

∣∣∣∣
t=0

. (42.73)

则从

0 =
d

dt
gt(gt)

−1 =

(
dgt
dt

)
(gt)

−1 + gt

(
d(gt)

−1

dt

)
, (42.74)

我们有
d

dt
(gt)

−1 = −T . (42.75)
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因此

A′ ≡ d

dt
At

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
gtd(gt)

−1 + gtA(gt)
−1
)∣∣∣∣
t=0

= (TA(gt)
−1 − gtAT + Td(gt)

−1 − gt dT )
∣∣
t=0

= [T,A ]gr − dT ,

(42.76)

其中，[T,A ]gr (= TA−AT ) 是由 (35.65) 给出的。从定理 42.3，我们有

d

dt
SCS(At)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

d

dt
CS(At)

∣∣∣∣
t=0

= 2

∫
M

Tr(A′ ∧ F ) +
∫
M

dθ . (42.77)

其中，F = dA−A ∧A。通过 Stokes 定理∫
M

dθ =

∫
∂M

θ = 0 ,

因此通过假设有 ∂M = 0。从 (42.76) 得到

d

dt
SCS(At)

∣∣∣∣
t=0

=2

∫
M

Tr {([T,A ]gr − dT ) ∧ (dA−A ∧A)}

=2

∫
M

Tr {[T,A ]gr ∧ dA− [T,A ]gr ∧A ∧A+ dT ∧A ∧A} ,
(42.78)

其中，dT ∧ dA 项并没有贡献，因为再一次通过 Stokes 定理，有∫
M

Tr(dT ∧ dA) =
∫
M

Tr d(T ∧ dA) =
∫
M

d(Tr(T ∧ dA)) =
∫
∂M

Tr(T ∧ dA) = 0 . (42.79)

接下来我们注意到 ∫
M

Tr([T,A ]gr ∧A ∧A) = 0 , (42.80)

因为通过迹的轮换循环性质 (graded cyclic property) [见 (42.82) 之后]，有

Tr(TA ∧A ∧A) = Tr(AT ∧A ∧A) . (42.81)

注意到通过定义，T 是一个 0-形式矩阵。

练习 42.2 证明迹的轮换循环性质

Tr(θ ∧ ϕ) = (−1)pq Tr(ϕ ∧ θ) . (42.82)

其中，θ 和 ϕ 分别是 p-形式和 q-形式的矩阵 (相同大小)。
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方程 (42.78) 则意味着

d

dt
SCS(At)

∣∣∣∣
t=0

=2

∫
M

Tr {[T,A ]gr ∧ dA+ dT ∧A ∧A}

=2

∫
M

Tr(T ∧A ∧ dA−A ∧ T ∧ dA+ dT ∧A ∧A)

=2

∫
M

Tr d(T ∧A ∧A) = 2

∫
M

d{Tr(T ∧A ∧A)}

=2

∫
∂M

Tr(T ∧A ∧A) = 0 ,

(42.83)

其中最后两个等号来自于 Stokes 定理。 □

下面基于陈-Simons 作用量的事实与一个广义协变量子场论 (covariant quantum field
theory)(其没有 M 上一个度规的一个先验选择) 的形式化特别相关。

定理 42.8 令 A 和 A′ 是一个主 G-丛 π : P →M 上的联络 1-形式通过一个规范变换 g ∈ G
相关联：

A′ = (dg)g−1 + gAg−1 . (42.84)

则
SCS(A

′)− SCS(A) = 8π2n , n ∈ Z , (42.85)

其中陈-Simons 作用量 SCS 在 (42.70) 中定义。

证明：令 A(t)，t ∈ [0, 1]，是 π : P →M 上的一个单参数系列联络使得 A(0) = A和 A(1) = A′。
让我们考虑四维流形 S1 ×M，其中 M 是一个没有边界的紧致三维流形。通过 (t, x) 7→ x，
t ∈ S1，x ∈M 定义投影映射 p : S1 ×M →M，我们有导出丛 P̃ = p∗(P )，并且对应导出联
络 Ã = p∗(A)，它的局域表达由 A(t) 给出，如果 S1 是通过 t ∈ [0, 1] 坐标化的，并且确定区
间的两端。令 F̃ 是对应曲率形式。现在根据事实：如 (41.74) 定义的陈类 Cj(F̃ ) 是可积上同
调类 [c.f. (41.73)]，从对于 C2 的表达式 [(41.77)] 得到

1

8π2

∫
S1×M

Tr(F̃ ∧ F̃ ) = n , n ∈ Z . (42.86)

另一方面，通过 (42.35) 和 Stokes 定理∫
S1×M

Tr(F̃ ∧ F̃ ) =
∫
[ 0,1 ]×M

d(CS(Ã))

=

∫
∂([ 0,1 ]×M)

CS(Ã) = SCS(A
′)− SCS(A) .

(42.87)

方程 (42.86) 和 (42.87) 则意味着定理。 □

因此，经典陈-Simons 作用量不是规范不变的。单在一个基于写成路径积分 (path inte-
grals) 的陈-Simons 作用量的量子场论中，我们可以定义一个可观测量 f (考虑成联络 A 的
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一个规范不变函数) 的真空期望值 (vacuum expectation value) 〈f〉 为：

〈f〉 = 1

Z

∫
A/G

f(A) exp
{
ik

4π
SCS(A)

}
DA , k ∈ Z , (42.88)

Z ≡
∫
A/G

exp
{
ik

4π
SCS(A)

}
DA , (42.89)

在其中 exp
{
ik
4π
SCS(A)

}
很明显是规范不变的，通过定理 42.8。类似于统计物理中相似的量，

Z 被称为配分函数 (partition function)。路径测量 DA 在规范势 (取决于规范变换) 的空
间中还没有被严格定义。但这并不妨碍数学物理学家在形式上使用像 (42.88) 和 (42.89) 这样
的表达式来获得极其有趣和有用的结果。

回忆我们已经研究过陈类完整性的一个物理例子，即磁荷的量子化 [c.f. (38.32)]。该结果
只是由于第一陈数

c1 =

∫
M

C1(Ω)

是一个整数。完整性条件 (integrality condition)

Cj(Ω) ∈ H2j(M,Z) (42.90)

特别意味着
cm

2
=

∫
M

Cm
2
(Ω) , m = dim(M) , (42.91)

具有偶数维基流形的一个丛的拓扑不变量。当 m = 4 时，它们被称为瞬子数 (instanton
numbers)，并且是所谓陈数 (Chern numbers) 的特殊例子，或者物理学中的拓扑量子数
(topological quantum numbers)。因此，磁单极子通过 S2 上的一个 U(1)-丛描述，而量
子化的磁荷 M 由下式给出

M =

(
h̄c

2e

)
c1 , c1 ∈ Z . (42.92)

作为进一步的例子，我们考虑由 S4 上 SU(2)-丛描述的瞬子 (instantons)。对于有伴随
曲率 F 的一个特定联络 A，瞬子数 k 被定义成第二陈特征为 [c.f. (41.83)]

−k ≡
∫
S4

Ch2(F ) = −
1

8π2

∫
S4

Tr(F ∧ F ) . (42.93)

事实上，对于瞬子，⋆F = ±F (其中 ⋆ 表示 Hodge star) [回忆 (36.42) 之后的讨论]。因此，
Yang-Mills 作用泛函 [(36.36)] 可以被写成

SYM = ∓
∫
S4

Tr(F ∧ F ) , (42.94)

其中，符号 (−) 和 (+) 分别给出了自对偶和反自对偶瞬子。S4 可以被考虑成 R4 的一点紧化，
并且类似于 S2，可以通过定义如下的两个坐标域 UN (“北极半球”) 和 US (“南极半球”)
被覆盖：

UN =
{
x ∈ R4| | x |⩽ R+ ϵ

}
, US =

{
x ∈ R4| | x |⩾ R− ϵ

}
, (42.95)

其中，R > 0 (见 Figure 42.1)。区域的交叠 (取极限 ϵ→ 0) 可以被收缩到 S3 ∼ SU(2) [回忆
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US

R4

∞

R

UN

∞

US

UN

S3

∞

S4

S3

US

UN

Figure 42.1

(11.71)]。因此联络 A 可以通过转移函数

gSN : S3 → SU(2) ∼ S3

的同调类，或者同调群
π3(S

3) = Z (42.96)

被分类。表征同调类的整数被称为映射 gSN 的度 (degree)。不失一般性，我们可以设

A(S) = 0 , x ∈ US . (42.97)

因此
A(N) = (dgSN )(gSN )

−1 , x ∈ UN . (42.98)

我们将 n 度的转移函数记为 g
(n)
SN。类似于 (38.14) 对于磁单极子，我们有

g
(1)
SN : S3 →

(
1 0

0 1

)
∈ SU(2) (常值映射) (42.99)

g
(1)
SN (x) = (x4 + ixjσj) , j = 1, 2, 3, (恒等映射) (42.100)

其中
|x|2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 = 1 ,

而 σi，i = 1, 2, 3 是由 (11.16) 给出的 Pauli 矩阵，并且

g
(n)
SN = (x4 + ixjσj)

n . (42.101)

在估计瞬子数 [(42.93)] 中，我们可以使用 Stokes 定理如下。∫
S4

Tr(F ∧ F ) =
∫
UN

Tr(F ∧ F ) +
∫
US

Tr(F ∧ F )

=

∫
UN

Tr(F ∧ F ) =
∫
UN

d{CS(A)} =
∫
∂UN

CS(A) =

∫
S3

CS(A) ,

(42.102)
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其中局域陈-Simons 形式 CS(A) 由下式 [c.f. (42.37)] 给出

CS(A) = Tr(A ∧ F ) + 1

3
Tr(A ∧A ∧A) . (42.103)

注意到在上面的方程中，不同于 (42.37)，联络 A 和曲率 F 是 S4 (基流形) 上的局域形式，而
Tr(F ∧ F ) 视为 S4 上一个 4-形式，只是局域正合的。因为在 US 中，A(S) = F (S) = 0，它意
味着 F (N) = gSNF

(S)g−1
SN = 0，方程 (42.102) 和 (42.103) 意味着

k =
1

8π2

∫
S4

Tr(F ∧ F ) = 1

24π2

∫
S3

Tr(A(N) ∧A(N) ∧A(N))

=
1

24π2

∫
S3

Tr(dg g−1 ∧ dg g−1 ∧ dg g−1) ,

(42.104)

其中，我们对于 gSN 写成 g。我们将说明这个积分可以精确得出映射 g : S3 → SU(2) 的度
(其中 g 被理解为 g

(n)
SN )。在 S3 上考虑 3-形式

α =
1

24π2
Tr(dg g−1 ∧ dg g−1 ∧ dg g−1) (42.105)

其中，g 和 dg 都表达成 S3 的局域坐标的项。它等于 SU(2) 上一些 3-形式 β 的拉回：

α = g∗β . (42.106)

观察到 α 在 S3 上是闭的，因为 dα 是一个 4-形式而 S3 是三维的。通过陈类的完整性，α 因
此确定一个上同调类 [α] ∈ H3(S3,Z) = Z。考虑一个映射 h : S3 → SU(2) 同伦于 g (h ∼ g)。
则我们有，通过定理 38.1

[g∗β] = [h∗β] . (42.107)

这意味着
g∗β = h∗β + dϕ , (42.108)

其中，ϕ 是 S3 上的一些 2-形式。通过 Stokes 定理，有∫
S3

α =

∫
S3

g∗β =

∫
S3

h∗β . (42.109)

因此瞬子数只取决于映射 g : S3 → SU(2) (其由 π3(S
3) 的一个元素给出) 的同伦类，或者

映射 g 的度。现在假设 g = g
(1)
SN (度 1) 和 h = g

(n)
SN (度 n)。令 α(1) = g∗β = (g

(1)
SN )

∗β 和
α(n) = h∗β = (g

(n)
SN )

∗β。因为 H3(S3,Z) = Z，我们看到
[
α(1)

]
= 1 和

[
α(n)

]
= n (作为上同调

类)。因此 [
α(n) − nα(1)

]
=
[
α(n)

]
− n

[
α(1)

]
= 0 ∈ H3(S3,Z) . (42.110)

换句话说，α(n) − nα(1) 是平凡类，所以必须是正合的。我们则有：对于 S3 上一些 2-形式 η，
有

α(n) − nα(1) = dη . (42.111)
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S3 上的积分给出 ∫
S3

α(n) = n

∫
S3

α(1) . (42.112)

我们将显式计算等号右边的积分，有∫
S3

α(1) =
1

24π2

∫
S3

Tr(dg(1)SN (g
(1)
SN )

−1 ∧ dg(1)SN (g
(1)
SN )

−1 ∧ dg(1)SN (g
(1)
SN )

−1) . (42.113)

运用 (42.101)，我们有
(g

(1)
SN )

−1 = x4 − ixjσj . (42.114)

练习 42.3 将 g
(1)
SN 写成一个 2× 2 矩阵 [∈ SU(2)]。则对于 Pauli 矩阵 σj 运用显式形式 [由

(11.16) 给出] 来验证 (42.114)。

所以
(dg

(1)
SN )(g

(1)
SN )

−1 = (dx4 + i(dxj)σj)(x
4 − ixjσj) . (42.115)

积分 (42.113) 的值不改变如果我们把 Figure 42.1 中的“赤道”(∼ S3) 向上往北极推“北半
球”(见 Figure 42.2)。在这些每个收缩的边界中，dx4 = 0。

N

S3

Figure 42.2

在北边坐标域的 S3 边界的半径减少的极限下，这个边界接近北极，此时 x4 = 1，x1 =

x2 = x3 = 0。在北极，我们则有

(dg
(1)
SN )(g

(1)
SN )

−1 = iσj dx
j , (42.116)

而 (42.113) 的被积函数则变成

Tr(A(N) ∧A(N) ∧A(N)) = i3 Tr(σjσkσl) dxj ∧ dxk ∧ dxl . (42.117)

运用 σ-矩阵的性质 (c.f. 练习 11.5)，我们有

Tr(σjσkσl) =Tr(σj(δkl + iε m
kl σm))

=iε m
kl Tr(σjσm) = iε m

kl Tr(δjm + iε n
jmσn)

=iε m
kl δjm Tr(e) = 2iεklj .

(42.118)
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因此

Tr(A(N) ∧A(N) ∧A(N)) = 2εklj dx
k ∧ dxl ∧ dxj = 12 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 , (42.119)

其中，dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 是 S3 的体积元。因为 (42.113) 的积分不可能取决于边界 S3 的半径
[比较现在的情况和由 (38.8) 给出的磁单极子的情况]，我们可以使用单位 S3 的体积，即：∫

S3

dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = 2π2 , (42.120)

并且最终得到 ∫
S3

α(1) =
1

24π2

∫
S3

Tr(A(N) ∧A(N) ∧A(N)) =
12(2π2)

24π2
= 1 . (42.121)

这个结果和 (42.112) 一同说明瞬子数 k(n) 对应由 n ∈ π3(S3) [映射 g(n) : S3 → SU(2) 的度]
表征的一个规范势能 A(n)，只由下式给出

k(n) = n . (42.122)

总结而言，我们提到了具有一个陈-Simons 作用量项的一个量子场论，除了 Fermion 场
与描述磁通管的规范势之间的耦合外，还对描述分数量子 Hall 效应 (fractional quantum
Hall effect) 的物理非常有用，其与分数统计 (fractional statistics) 的相关现象有关 (比
如：见 E. Fradkin, 1991)。类似于整数量子 Hall 效应的情况，其几何设置是 U(1)-丛，它的
基空间是无边界的紧致 (2 + 1)-维空间 M (2 空间和 1 时间)。因为规范群 U(1) 是 Abel 的，
陈-Simons 作用量为

SCS = θ

∫
M

Tr(A ∧ dA) , (42.123)

其中，θ 是一个“强度 (strength)”常数。在另一方面，基于陈-Simons 作用量的一个拓扑量
子场论的研究通过纽结理论的某些不变量 (E. Witten, 1989; S. Hu, 2001) 已经揭示了量子场
论和三维空间拓扑学之间的深层联系。简而言之，通过陈类和从陈-Simons 理论来的它们的超
渡形式，对于纤维丛的拓扑不变量的研究已经以一种惊人的方式将物理和数学的广阔的领域
结合在一起。





43. Atiyah-Singer指标定理

Atiyah-Singer 指标定理是与纤维丛的局域 (微分) 和全局 (拓扑) 性质相关的一个深刻
基本的结论。它推广了这个性质的许多重要经典结论，比如 Gauss-Bonnet 定理和 Riemann-
Roch-Hirzebruch 定理。在物理学中，它在量子场论中得到了重要的应用 (特别是在反常的研
究中)，并且实际上已经被量子场理论 (路径积分) 的方法证明了 (比如，见 E. Witten，2000)。
在本章，我们将展示这个定理的简介背景，只表述而不证明，然后讨论它在一些特殊 (有用)
情况下的应用。

我们将从 de Rham 上同调理论的一些方面开始。考虑 M 上外 p-形式的向量丛的序列,
Λp(M)，p = 0, 1, . . . ,m = dim(M)。考虑到后面的发展，我们记 d (外导数)作用在 Λp(M) 上
为 d(p)。因为 d2 = 0，算符的序列 d(p) 满足

Im d(p−1) ⊂ ker d(p) , p = 1, . . . ,m . (43.1)

序列
{
Λp, d(p)

}
则被称为一个 de Rham 复形 (de Rham complex) (见 Figure 43.1)。定

义 Λp(M) 中一个 (全局) 标量积为

(α, β) ≡
∫
M

α ∧ ⋆β , (43.2)

其中，⋆β 是 p-形式 β 的 Hodge-star。d 的伴随算符记为 δ，定义为

(dα, β) = (α, δβ) . (43.3)

我们将说明
δ = (−1)p (⋆)−1 d ⋆ , (43.4)
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0 0 0

Λp−1 Λp Λp+1· · · · · ·

ker d(p−1) Im d(p−1) ker d(p)

· · · · · · · · · · · ·

d(p−1) d(p)

Figure 43.1

如果 M 是无边界的，其中 ⋆ 的逆算符 (⋆)−1 由下式给出

(⋆)−1 = (−1)p(m−p) sgn(g) ⋆ , (43.5)

其中，sgn(g) 是 det(gij) 的符号，有 gij 是与 ⋆ 相关的度规。所以 δ 也可以被写成

δ = (−1)p(−1)p(m−p) sgn(g) ⋆ d ⋆ . (43.6)

实际上，对于 α ∈ Λp−1(M)，β ∈ Λp(M)，有

(dα, β) =

∫
M

dα ∧ ⋆β =

∫
M

d(α ∧ ⋆β) + (−1)p
∫
M

α ∧ d(⋆β)

=

∫
∂M

α ∧ ⋆β + (−1)p
∫
M

α ∧ (⋆)(⋆)−1d(⋆β) =

∫
M

α ∧ ⋆δβ ,
(43.7)

其中在第三个等号处我们已经使用了 Stokes 定理 (和假设 ∂M = 0 一起)，在最后一个等号处
使用了 (43.4)。类似于性质 d2 = 0，我们有对于 δ 有相似的性质：

δ2 = 0 . (43.8)

实际上，对于 α ∈ Λp(M)，有

δ2α = δ(δα) = δ
(
(−1)p(⋆)−1d ⋆ α

)
= (−1)p−1(−1)p(⋆)−1d ⋆ (⋆)−1d ⋆ α = −(⋆)−1d2 ⋆ α = 0 .

(43.9)

注意到 δ 将一个 p-形式映射到一个 (p− 1)-形式。类似于记号

d(p) : Λp(M)→ Λp+1(M) ,

我们写
δ(p) : Λp(M)→ Λp−1(M) .



Chapter 43. Atiyah-Singer指标定理 495

我们有 de Rham 复形

∆p ≡ δ(p+1)d(p) + d(p−1)δ(p) =
(
d(p) + δ(p)

)2 (43.10)

的所谓的 Laplace 算符 (Laplacian operators)

∆p : Λ
p(M)→ Λp(M) .

一个 p-形式 ω 使得 ∆pω = 0 被称为一个调和形式 (harmonic form)。所有调和 p-形式
∈ Λp(M) 的空间记为 Harmp(M)。

一个 p-形式 α使得 δα = 0被称为是上闭的 (coclosed)；如果对于一些 β ∈ Λp+1(M)有
α = δβ，则 α 被称为是上正合的 (coexact)。我们有下面结论。

定理 43.1 一个紧致 Riemann 流形上的一个 p-形式是调和的，当且仅当它是闭的并且上闭
的。

证明：令 ω ∈ Λp(M)。则

(ω,∆pω) = (ω, (δd+ dδ)ω) = (ω, δdω) + (ω, dδω) = (dω, dω) + (δω, δω) ⩾ 0 . (43.11)

如果 M 是 Riemann 的，因为内积是正定的，定理得证。 □

下面的基本结论现在可以被表述 (没有证明)。

定理 43.2 — Hodge分解定理 (Hodge Decomposition Theorem). 任意 p-形式 ω ∈ Λp(M),M 是
一个无边界的紧致可定向的 Riemann 流形，总可以被写成一个唯一求和

ω = dα+ δβ + ωh , (43.12)

其中，α ∈ Λp−1(M)，β ∈ Λp+1(M)，ωh ∈ Harmp(M) 是一个调和形式，并且 (43.12) 的等
号右边的三个 p-形式在 (43.2) 的标量积 ( , ) 下是相互正交的。

注意到事实 dα，δβ 和 ωh 可以很明显看出是相互正交的。因此

(dα, δβ) =
(
α, δ2β

)
=
(
d2α, β

)
= 0 , (43.13)

因为 d2 = δ2 = 0。同样通过定理 43.1，有

(dα, ωh) = (α, δωh) = 0 , (43.14)

(δβ, ωh) = (β, dωh) = 0 . (43.15)

现在假设 dω = 0，所以 ω ∈ Λp(M) 确定一个上同调类 [ω ] ∈ Hp(M)。我们则有

dω = 0 = d2α+ dδβ + dωh = dδβ , (43.16)
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其中，β 与 (43.12) 的等号右边是相同的量。这意味着

0 = (dω, β) = (dδβ, β) = (δβ, δβ) . (43.17)

因此 δβ = 0，并且
ω = dα+ ωh . (43.18)

因为 [ dα ] = 0 ∈ Hp(M)，上面的方程立刻意味着

[ω ] = [ωh ] . (43.19)

换句话说，如果 ω 是闭的 (dω = 0)，它的调和分量确定它的上同调类。令 ω̃ 是另一个闭的
p-形式，所以对于一些 η ∈ Λp−1(M)，有 [ ω̃ ] = [ω ]，或 ω̃ = ω + dη。通过定理 43.2 和上面
的讨论，我们可以写

ω̃ = dα̃+ ω̃h . (43.20)

则 ω + dη = dα̃+ ω̃h，或
ω = d(α̃− η) + ω̃h . (43.21)

由于 ω 的分解是唯一的，得到 ω̃h = ωh。换句话说，对于每个 [ω ] ∈ Hp(M)，存在唯一一个
调和表示 ωh。这引出了下面的定理。

定理 43.3 — Hodge. 在一个紧致流形 M 上的 p-形式的调和空间 Harmp(M) 与上同调空间
Hp(M) 同构：

Hp(M) ∼ Harmp(M) . (43.22)

回忆 Betti 数的概念 [引理 33.1 中的方程 (33.26)] 和 Euler-Poincare 定理 (定理 33.1)，
我们有

bp = dim (Hp(M)) = dim (Harmp(M)) , (43.23)

χ(M) =
m∑
p=0

(−1)pbp(M) =
m∑
p=0

(−1)p dim (Harmp(M)) , (43.24)

其中，bp 是 M 的第 p Betti 数而 χ(M) 是 M 的 Euler 示性数。通过定义有

Harmp(M) = ker∆p ,

并且我们可以定义 de Rham 复形
{
d(p),Λp(M)

}
的所谓的解析指标 (analytic index) 为

index
{
d(p),Λp(M)

}
=
∑
p

(−1)p dimker∆p . (43.25)

方程 (43.24) 则看出
χ(M) = index

{
d(p),Λp(M)

}
. (43.26)

这个方程的非凡之处在于等号左边只涉及 M 上的拓扑信息，而等号右边值是由纯解析信息得
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到的。Atiyah-Singer 指标定理试图将这种类型的关系从 de Rham 复形推广到一个任意的所
谓椭圆型复形 (elliptic complex)。
定义 43.1 令 π : E → M 和 π′ : F → M 分别是 l 和 h 的 (纤维) 维度的向量丛，并且令
dim(M) = m。假设 U 是具有局域坐标 (x1, . . . , xm) 的 M 的一个局域坐标邻域。U 中选
择 E 的一个局域标架 {e1, . . . , el}。一个任意截面 s ∈ Γ(E) 则可以表达成 s = si(x)ei。类
似地，依赖于 U 中 F 的一个局域标架场 {ϵ1, . . . , ϵh} 的一个选择，一个任意截面 s′ ∈ Γ(F )

可以被局域写成 s′ = (s′)
j
(x)ϵj。n 阶线性微分算符 (linear differential operator) 　

D : Γ(E)→ Γ(F ) 则是一个线性映射，其可以被局域表达为

(Ds)i(x) =
n∑

|k|=0

aij(k)(x)

(
∂

∂x1

)k1
· · ·
(

∂

∂xm

)km
sj(x) , i = 1, . . . , h . (43.27)

在这个方程中对 j 从 1 到 l 求和。符号 (k) = (k1, . . . , km) 代表非负整数的一个 m-元组，
并且 |k| = k1 + · · · + km。对于每个 (k)，矩阵 (aij(k)(x)) 是 l × h 矩阵，并且它的元素是
(x1, . . . , xm) 的光滑函数。

定义 43.2 令 ξ ∈ T ∗
x (M) 具有分量 (ξ1, . . . , ξm) 依赖于 T ∗

x (M) 的自然基 {dx1, . . . , dxm} 。
一个微分算符 D 在 x ∈ M 处的主符 (principal symbol)(对应于 ξ ∈ T ∗

x (M)) 是一个线
性映射

σx(ξ,D) : Ex → Fx

在 x ∈M 处纤维之间由下式给出

(σx(ξ,D)s)
i
(x) =

∑
|k|=n

aij(k)(x) (ξ1)
k1 . . . (ξm)

km sj(x) . (43.28)

l × h 矩阵
∑

|k|=n
aij(k) (ξ1)

k1 . . . (ξm)
km 也可以参考为 D 的主符。

■例 43.1 令 π : E → Rm 和 π′ : F → Rm 是 Rm 上的实线丛。二阶微分算符 ∆ : Γ(E)→ Γ(F )

定义为

∆ =
∂2

∂ (x1)
2 + · · ·+ ∂2

∂ (xm)
2 (43.29)

被称为 Laplace 算符 (Laplacian)。在这种情况下，l = h = 1，并且 (43.27) 的矩阵 aij(k) 对
于每个 (k) 有一个单个元素 a11(k)。唯一不消失的 a11(k) 是对于

(k) = (2, 0, . . . , 0), (0, 2, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 2) ,

每个值为 1。因此，∆ 的主符为

σx(ξ,∆) = (ξ1)
2
+ · · ·+ (ξm)

2
.

d’Alembert 算符 (d’Alembertian) □ : Γ(E)→ Γ(F ) 定义为

□ =
∂2

∂ (x1)
2 + · · ·+ ∂2

∂ (xm−1)
2 −

∂2

∂ (xm)
2 . (43.30)
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因此
σx(ξ,□) = (ξ1)

2
+ · · ·+ (ξm−1)

2 − (ξm)
2
. (43.31)

■

■例 43.2 考虑四维旋量丛 π : E →M，其中 M 是四维 Minkowski 时空。回忆一阶 Dirac 算
符 [c.f. (27.6)] D : Γ(E)→ Γ(E) 由下式给出

D =
∑
µ

γµ∂µ − im , (43.32)

其中，γµ 是由 (27.1) 给出的 4× 4 Dirac 矩阵。写成旋量分量 ψα(x) (α = 1, 2, 3, 4)，D 由下
式给出

(Dψ)α(x) =
∑
µ

[
(γµ)

α

β ∂µ − imδ
α
β

]
ψβ(x) . (43.33)

唯一不消失的 aαβ(k) 为

aαβ(0,0,0,0) = −imδαβ , aαβ(1,0,0,0) = (γ0)
α
β , aαβ,(0,1,0,0) = (γ1)

α
β ,

aαβ(0,0,1,0) = (γ2)
α
β , aαβ(0,0,0,1) = (γ3)

α
β .

主符是 4× 4 矩阵
σx(ξ,D) = ξ1γ0 + ξ2γ1 + ξ3γ2 + ξ4γ3 . (43.34)

■

定义 43.3 微分算符 D : Γ(E) → Γ(F ) 被称为是椭圆型的 (elliptic) 如果对于每个 x ∈ M
(E 和 F 共同的基流形) 和 ξ 6= 0 (∈ T ∗

xM)，主符 σx(ξ,D) : Ex → Fx 是一个同构。对于
D 的椭圆型的一个等价条件是主符矩阵

∑
|k|=n

aij(k) (ξ1)
k1 . . . (ξm)

km 对于 ξ 6= 0 必须是可逆

的。注意到对于 D 要想是椭圆型的，E 和 F 的纤维维度必须相等。

练习 43.1 令 M = R2 并考虑一个二阶微分算符 D，其主符是

σx(ξ,D) = a11(2,0) (ξ1)
2
+ 2a11(1,1)ξ1ξ2 + a11(0,2) (ξ2)

2
. (43.35)

说明 D 是椭圆型的，当且仅当 σx(ξ,D) = 1 在 ξ1 − ξ2 平面中是一个椭圆型的。

练习 43.2 说明例 43.1 中的 Laplace 算符 ∆ 是椭圆型的，但 d’Alembert 算符 □ 不是。说
明 (43.33) 的 Dirac 算符是椭圆型的。

我们现在可以将 de Rham 复形推广到椭圆型复形这一更一般的概念。
定义 43.4 考虑 M 上向量丛的一个有限序列 πp : Ep → M 和微分算符 Dp : Γ (Ep) →
Γ (Ep+1) 的一个对应序列。序列 {Ep, Dp} 被称为是一个复形 (complex)，如果

ImDp−1 ⊂ kerDp , (43.36)

[c.f. 方程 (43.1) 和 Figure 43.1，对于 de Rham 复形]。
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定义 43.5 序列 {Ep, Dp} 被称为一个椭圆型复形 (elliptic complex) 如果 {Ep, Dp} 是一
个复形，附加地，对于任意 x ∈M 和 ξ( 6= 0) ∈ T ∗

xM，有

kerσx(ξ,Dp+1) = imσx(ξ,Dp) . (43.37)

如果满足后面的条件，线性映射的序列

σx (ξ,Dp) : Ep,x → Ep+1,x

被称为是一个正合序列 (exact sequence)。

假设丛 πp : Ep →M 都装备了纤维标积，在每个情况中记为 ( , )x (x ∈M) (比如，纤维
度规在 M 上通过一个 Riemann 度规引入)。我们在每个 Γ (Ep) 中定义一个标积 ( , ) 为

(u, v) =

∫
M

(ux, vx)σ , (43.38)

其中，σ 是 M 中的体积元素而 u, v ∈ Γ (Ep)。对于每个 Dp : Γ (Ep) → Γ (Ep+1)，伴随算符
D†
p : Γ (Ep+1)→ Γ (Ep) 定义为∫

M

(
(Dpu)x , vx

)
σ =

∫
M

(
ux,
(
D†
pv
)
x

)
σ , (43.39)

或
(Dpu, v) =

(
u,D†

pv
)
, (43.40)

其中，u ∈ Γ (Ep) 和 v ∈ Γ (Ep+1) [c.f. (43.3)]。

练习 43.3 说明如果 {Ep, Dp} 一个椭圆型复形，序列
{
Ep+1, D

†
p

}
的逆序也是一个椭圆形复

形。

定义 43.6 微分算符 ∆p : Ep → Ep 定义为

∆p ≡ D†
pDp +Dp−1D

†
p−1 (43.41)

被称为复形 {Ep, Dp} 的 Laplace 算符 (Laplacian)。

我们将只表述而不证明下面事实 (对于证明，见 Y. Choquet-Bruhat 和 C. DeWitte-
Morette 的 398 页，还有 M. Dillard-Bleick，1982)。

定理 43.4 复形 {Ep, Dp} 是一个椭圆型复形，当且仅当 Laplace 算符 ∆p 都是椭圆型算符。

我们有下面 Hodge 分解定理 (定理 43.2) 的推广 (只表述而不证明)。

定理 43.5 如果 {Ep, Dp} 是一个无边界的紧致流形 M 上的一个椭圆型复形，则每个 up ∈
Γ(Ep) 可以被唯一分解为

up = Dp−1 vp−1 +D†
p sp+1 + hp , (43.42)
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其中 vp−1 ∈ Γ(Ep−1)，sp+1 ∈ Γ(Ep+1)，而 ∆php = 0。(43.42) 的等号右边的三个截面
[∈ Γ (Ep)] 在 (43.38) 的标积 ( , ) 下是相互正交的。

因为 (43.36)，我们可以对于复形 {Ep, Dp} 定义上同调空间 Hp(Ep, Dp) 为

Hp(Ep, Dp) ≡
kerDp

ImDp−1

. (43.43)

我们也可以记调和截面的空间 ker∆p 为 Harmp(Ep, Dp)。运用类似的讨论得出 Hodge 定理
(定理 43.3)，我们有下面的推广。

定理 43.6 对于一个复形 {Ep, Dp}，我们有下面的同构：

Hp(Ep, Dp) ∼ Harmp(Ep, Dp) . (43.44)

(43.25) 的推广引导出了下面定义。

定义 43.7 一个椭圆型复形 {Ep, Dp} 的解析指标 (analytical index of an elliptic com-
plex) 由下式给出

indan {Ep, Dp} ≡
∑
p

(−1)p dimker∆p . (43.45)

一个椭圆型复形的解析指标可以用另一种方式来定义。考虑一个单椭圆型算符 D : Γ(E) →
Γ(F )。除了空间 kerD，我们有 D 的上核 (cokernel) 定义为

cokerD ≡ Γ(F )

ImD
. (43.46)

定理 43.7 D† 的核同构于 D 的上核：

cokerD ∼ kerD† . (43.47)

证明：考虑由 u 7→ [u ] 给出的映射 f : kerD† → cokerD，即：f 映射 u ∈ kerD† 到 cokerD
中表示的元素。我们将说明这个映射是一个双射。给定 [ s ] ∈ cokerD，令

s0 ≡ s−D
(
D†D

)−1
D†s . (43.48)

凭借 D 是椭圆型的事实 (c.f. 定义 43.3)，算符
(
D†D

)−1
= D−1

(
D†)−1 存在。很明显，

D†s0 = 0和 [ s0 ] = [ s ]。它建立了满射。为了说明 f 是单射，我们将说明如果 s0, (s0)
′ ∈ kerD†

和 s0 6= (s0)
′，则 [s0] 6=

[
(s0)

′]。反过来假设，即：[s0] =
[
(s0)

′]。则存在一个 u ∈ Γ(E) 使得
(s0)

′ − s = Du。我们则有

0 =
(
u,D† ((s0)′ − s)) = (Du, (s0)′ − s) = (Du,Du) , (43.49)

其意味着 Du = 0。结果便是 s0 = (s0)
′。它建立了 f 的单射。 □
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定义 43.8 一个 Fredholm 算符 (Fredholm operator)是一个椭圆型算符 D 对于其 kerD
和 cokerD 都是有限维的。

定义 43.9 一个椭圆型算符 D 的解析指标定义为

indexD ≡ dimkerD − dim cokerD = dimkerD − dimkerD† . (43.50)

一个单微分算符 D 的解析指标实际上和下面复形的解析指标相同

0
i−→ Γ(E)

D−→ Γ(F )
φ−→ 0 , (43.51)

[如 (43.45)给出]，其中 i是包含映射而 φ是一个常映射到 0。实际上，根据 (43.45)与 D0 = i，
D1 = D 和 D2 = φ，我们有

indan {Ep, Dp} =
2∑
p=0

(−1)p dimHp (Ep, Dp) = dim kerD
Im i

− dim kerφ
ImD

= dimkerD − dim Im i− (dimkerφ− dim ImD)

= dimkerD − (dimΓ(F )− dim ImD)

= dimkerD − dim cokerD = indexD

(43.52)

其中，我们已经使用了 Im i = 0 ∈ Γ(E) 和 kerφ = Γ(F )。

给定一个椭圆型复形 {Ep, Dp}，我们可以构造所谓的偶丛 (even bundle) E+ 和奇丛
(odd bundle) E−：

E+ ≡ ⊕q E2q , E− ≡ ⊕q E2q+1 . (43.53)

定义算符 A : Γ(E+)→ Γ(E−) 为

A ≡ ⊕q(D2q +D†
2q−1) . (43.54)

因此，A† : Γ(E−)→ Γ(E+) 由下式给出

A† = ⊕q(D2q−1 +D†
2q) . (43.55)

练习 43.4 验证 A (和 A†) 的区域和范围正如断言一样。

考虑复形
0

i−→ E+
A−→ E−

φ−→ 0 , (43.56)

和集合 E0 = 0，EI = E+，EII = E−，还有 D0 = i，DI = A 和 DII = φ。Laplace 算符 [如
(43.41) 定义] 由下式给出

∆0 = 0 , (43.57)

∆I = A†A+ ii† = A†A ≡ ∆+ , (43.58)

∆II = φ†φ+AA† = AA† ≡ ∆− , (43.59)
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其中，∆+ : E+ → E+ 和 ∆− : E− → E−。从 (43.54) 和 (43.55)，我们有

∆+ = A†A = ⊕p,q
(
D2q−1 +D†

2q

)(
D2p +D†

2p−1

)
= ⊕q

(
D2q−1D

†
2q−1 +D†

2qD2q

)
= ⊕q∆2q ,

(43.60)

其中，∆2q 是原复形的 Laplace 算符，其之外 E+ 和 E− 已经被构造了。关于 (43.60) 的推导
需要一些讨论。当 p 6= q，很明显

D2q−1D
†
2p−1 = D†

2qD2p = 0 ,

因为在这两种情况下，右边的算符的范围与左边的算符的区域都不相交。交叉项 D2q−1D2p 和
D†

2qD
†
2p−1 对于 p 和 q 的任意值也消失。对于 p = q，它们也因上面相同的原因消失。对于

p 6= q，范围和区域将只对于 q = p + 1 于 D2q−1D2p 和对于 q = p − 1 于 D†
2qD

†
2p−1 时匹配。

在第一种情况中，D2q−1D2p = D2p+1D2p。但是 ImD2p ⊂ kerD2p+1，因此 D2p+1D2p = 0。类
似地，对于 q = p−1，D†

2qD
†
2p−1 = D†

2p−2D
†
2p = 0。按照完全相同的论证导出 (43.60)，我们有

∆− = AA† = ⊕q∆2q+1 . (43.61)

指标的定义 (43.45) 作用在复形 (43.56) 上则最终给出

index {E+, E−, A} = dimker∆+ − dimker∆−

=
∑
q=0

dimker∆2q −
∑
q=0

dimker∆2q+1

=
∑
p

(−1)p dimker∆p = index {Ep, Dp} .

(43.62)

已经定义了椭圆型复形 {Ep, Dp} 的解析指标，我们继续给出 {Ep, Dp} 的所谓拓扑指标
(topological index) 的一个表达式。最初的定义是用 K-理论 (向量丛的一个上同调理论)
给出的，其超出了本书的范围。事实证明，拓扑指标最实用的表达为一个写成 Ep 的陈特征
[(41.79)]，TM 的复化的所谓 Todd 类 (Todd class) Td(TM⊗C)和 TM 的 Euler类 e(TM)

[c.f. (41.119) 和 (41.132)] 的上同调公式。
让我们先来定义一个复形的 Todd 类 (运用定理 41.5 的分裂原理)。令 q 是纤维维度，xj，

j = 1, . . . , q 如 (41.105) 中定义的那样。则 Todd 类 Td(Ω) 由下式给出

Td(Ω) ≡
q∏
j=1

xj
1− e−xj

. (43.63)

这可以用 xj 的幂形式化展开为

Td(Ω) = 1 +
1

2

∑
j

xj +
1

12

∑
j

(xj)
2
+

1

4

∑
j<k

xjxk + · · ·

= 1 +
1

2
C1(Ω) +

1

12

[
C1(Ω)

2 − C2(Ω)
]
+

1

24
C1(Ω)C2(Ω) + · · · ,

(43.64)

其中，Cj(Ω) 是陈类。
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练习 43.5 验证 (43.64) 的所有等号。

Todd 类满足下面对于任意示性类的基本要求：

Td(E ⊕ F ) = Td(E) ∧ Td(F ) , (43.65)

其中，E 和 F 是相同基流形上的任意两个向量丛。

{Ep, Dp} 的拓扑指标 (topological index) 由下式给出

indtop {Ep, Dp} = (−1)
m(m+1)

2

∫
M

Ch (⊕p (−1)pEp) ∧
Td(TM ⊗ C)

e(TM)
, (43.66)

其中，m = dim(M)，Ch(E) 是 E 的陈特征 [(41.79)]，并且等号右边的除法可以运用分裂定
理进行处理 (定理 41.5)。被积函数总是一个 m-形式和等号右边总是产生一个整数的事实可能
不是很明显，但将通过下面的例子来验证。我们现在表述 (而不证明) 我们本章的核心定理。

定理 43.8 — Atiyah-Singer 指标定理 (Atiyah-Singer index Theorem). 令 {Ep, Dp} 是无边界的
m-维紧致流形 M 上的一个椭圆型复形。则

indan {Ep, Dp} = indtop {Ep, Dp} , (43.67)

其中，{Ep, Dp} 的解析指标 indan 和拓扑指标 indtop 分别由 (43.45) 和 (43.66) 给出。如
果 m 是奇数，则指标完全消失。

我们接下来将 Atiyah-Singer 指标定理应用在一些特殊情况。我们的第一个例子是本章开
头引入的 de Rham 复形。

由于拓扑指标用陈特征给出，其是复向量丛的示性类，我们将需要在 Λp(M) 中运用复值
形式。因此

Λp(M) = Γ (M,ΛpT ∗M ⊗ C) , (43.68)

其中，T ∗M ⊗ C 是实切丛 T ∗M 的复化。(注意到基流形 M 并不要求是一个复流形)。

练习 43.6 运用定理 43.4 来说明 de Rham 复形是一个椭圆型复形，即：说明 Laplace 算符
∆ = δd+ dδ 是一个椭圆型算符 (c.f. 定义 43.3)。

de Rham 复形的解析指标由下式给出

indan {Λp(M), d} =
∑
p

(−1)p dimker∆p =
∑
p

(−1)p dimCH
p(M,C) (复维度)

=
∑
p

(−1)p dimHp(M,R) =
∑
p

(−1)pbp(M) = χ(M) ,
(43.69)

其是 M 的 Euler 的示性数。

让我们现在运用 (43.66) 拉计算拓扑指标。为了计算陈特征 Ch(⊕p(−1)p Λp T ∗M ⊗ C)，
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我们将使用性质 (41.87)，(41.88) 和分裂原理 (定理 41.5)。通过 (41.87)，有

Ch(
m⊕
p=0

(−1)p ΛpT ∗M ⊗ C) =
m∑
p=0

(−1)p Ch(ΛpT ∗M ⊗ C) . (43.70)

为了使用分裂原理，让我们假装 TM ⊗ C 可以分裂成 M 上 m 个线丛的一个直和：

TM ⊗ C = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lm . (43.71)

则
T ∗M ⊗ C = L∗

1 ⊕ L∗
2 ⊕ · · · ⊕ L∗

m , (43.72)

其中，L∗
i 是 Li 的对偶丛，并且

Λp T ∗M ⊗ C =
⊕

1⩽i1<i2<···<ip⩽m

(
L∗
i1
⊗ L∗

i2
⊗ · · · ⊗ L∗

ip

)
(43.73)

[c.f. (28.20) 和前面的讨论]。通过 (41.88)，则有

Ch(Λp T ∗M ⊗ C) =
∑

1⩽i1<i2<...<ip⩽m
Ch(L∗

i1
) ∧ · · · ∧ Ch(L∗

ip
) . (43.74)

令
C1(Lj) =

i

2π
Tr
(
ΩLj

)
=

i

2π
ΩLj = xj . (43.75)

则
Ch(Lj) = exj , (43.76)

和
Ch(L∗

j ) = e−xj . (43.77)

这可以通过 Lj ⊗ L∗
j 是一个平凡丛的事实看出。通过引理 41.1，它的所有示性类必须是平凡

的。特别地
Ch(Lj ⊗ L∗

j ) = Ch(Lj) ∧ Ch(L∗
j ) = 1 , (43.78)

由此 (43.77)。

练习 43.7 通过说明 Lj ⊗ L∗
j 有一个全局截面来说明它是一个平凡丛。

因此，(43.74) 和 (43.77) 产生

Ch(ΛpT ∗M ⊗ C) =
∑

1⩽i1<i2<...<ip⩽m
e−xi1 e−xi2 · · · e−xip . (43.79)
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从 (43.70) 得到

Ch(
m⊕
p=0

(−1)pΛpT ∗M ⊗ C)

=
m∑
p=0

(−1)p
∑

1⩽i1<i2<...<ip⩽m
e−xi1 e−xi2 . . . e−xip

=1−
m∑
i=1

e−xi +
∑
i<j

e−xie−xj + · · ·+ (−1)me−x1e−x2 . . . e−xm

=
m∏
i=1

(
1− e−xi

)
.

(43.80)

运用由 (43.63) 给出的对 Todd 类的定义，我们有

Ch(⊕p(−1)p Λp T ∗M ⊗ C) ∧ Td(TM ⊗ C) =
m∏
i=1

(
1− e−xi

) m∏
j=1

xj
1− e−xj

=
m∏
j=1

xj . (43.81)

假设 m = 2l。我们将再次使用分裂原理来计算 Euler 类 e(TM)。我们将运用由 (41.119)
给出的 e(TM) 的定义 (写成 Pontrjagin 类 pl) 和通过 (41.116) 和 (41.131) 给出的 pl 与陈类
之间的关系。从 (41.131)，我们可以写

pl(TM) = (−1)l
(
i

2π

)2l

detΩ = (−1)l C2l(TM ⊗ C) = (−1)l
2l∏
j=1

xj , (43.82)

其中，C2l(TM ⊗C) 是复化的切丛 TM ⊗C 的顶陈类。通过由 (40.18) 给出的 TM ⊗C 的直
和分解，并且假设 (43.71)，我们可以写

i

2π
ΩTM⊗C =

i

2π
ΩTMC⊕TMC

=



x1

· · · 0

xl

xl+1

0 · · ·
x2l


=



x1

· · · 0

xl

−x1
0 · · ·

−xl


.

(43.83)

因此

pl(TM) = (−1)l
(

l∏
j=1

xj

)
(−1)l

(
l∏

j=1

xj

)
=

(
l∏

j=1

xj

)2

. (43.84)

通过 (41.119)，有

e(TM) =
l∏

j=1

xj . (43.85)

这个结果和 (43.81) 一同可以被替换为 (43.66) 的等号右边来最终给出 de Rham 复形的拓扑
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指标：

indtop {Λp(M), d} = (−1)2l(2l+1)/2

∫
M

2l∏
j=1

xj

l∏
j=1

xj

= (−1)2l
2+l(−1)l

∫
M

l∏
j=1

xj =

∫
M

e(TM) .

(43.86)

与 (43.69)一同，可以看出 Atiyah-Singer指标定理应用在 de Rham复形上产生著名的 Gauss-
Bonnet 定理 (定理 41.6)。当 m 是一个奇数，这个定理依然成立，因为 e(TM) 和 χ(M) 都会
消失 [c.f. (41.119) 和 (33.31) 之后的讨论]。

R 在所有运用分类原理的计算中，上述涉及 xj 的中间结果并不是严格意义上的真实结果，除非
所讨论的向量丛实际上可以被分裂成线丛的直和 [c.f. (41.103)](这并不总是如此)。然而，只
涉及示性类的最终结果总是有效的。事实上，这就是为什么分裂原理如此有用的原因。

我们接下来将应用 Atiyah-Singer指标定理于所谓的 Dolbeault 复形 (Dolbeault com-
plex)。这是 de Rham 复形到当 M 是一个复流形情况的推广。其由下式给出

· · · ∂−→ Ap,q
∂−→ Ap,q+1

∂−→ . . . , (43.87)

其中，Ap,q 是 M 上所有 (p, q)-型形式的空间 [c.f. (40.62)] 和由 (40.63) 定义的微分算符 ∂。
对应的 Dolbeault 上同调群 (Dolbeault cohomology groups) [c.f. (43.43)] 由下式给出

Hp,q

∂
(M) =

ker
(
∂ : Ap,q → Ap,q+1

)
Im
(
∂ : Ap,q−1 → Ap,q

) . (43.88)

我们注意到 d = ∂ + ∂ 在一个复流形上

d2 = 0 = ∂2 + (∂∂ + ∂∂) + ∂
2
. (43.89)

令上面的方程两边作用在 ω ∈ Ap,q 上。则

∂2ω ∈ Ap+2,q , (∂∂ + ∂∂)ω ∈ Ap+1,q+1 , ∂
2
ω ∈ Ap,q+2 .

因此
∂2 = ∂∂ + ∂∂ = ∂

2
= 0 (43.90)

最后一个方程使得 (43.87) 是一个复形。

练习 43.8 对于 p 的每个值验证 Dolbeault 复形是一个椭圆型复形。

数
hp,q ≡ dimCH

p,q

∂
(M) (43.91)

被称为 Hodge 数 (Hodge numbers)。它们是 Betti 数的完善。我们将令 p = 0 并且考虑
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椭圆型复形
· · · ∂−→ A0 , q

∂−→ A0 , q+1
∂−→ . . . . (43.92)

这种复形的解析指标则由下式给出

indan
{
A0 , q, ∂

}
=
∑
q

(−1)q h0 , q . (43.93)

它被称为复流形 M 的算数亏格 (arithmetic genus)。

对于 Dolbeault 复形拓扑指标的计算有点类似于对于 de Rham 复形。首先，我们需要计
算 Ch(⊕q(−1)qΛ0 , qT ∗M)，其中 Λ0 , qT ∗M 是截面为 (0, q)-型形式的丛：

ω = ωi1...iqdz
i1 ∧ · · · ∧ dziq .

在 (40.19)的记号下，这正是 Λq T ∗MC (其中，M 被视为一个偶数维实流形)。如果在 M 上给
出一个 Hermite结构，则 TMC 的结构群约化为 U(n)，其中 n是 M 的复维度：n = dimCM。
在这种情况中，M 上的一个向量丛的对偶丛可以用共轭丛来标识，所以 T ∗MC = TMC。

练习 43.9 令 π : E → M 是一个 n 复维度的复流形 M 上的一个复向量丛。如果结构群是
U(n)，说明 E∗ = E，其中 E∗ 是对偶丛而 E 是共轭丛。

我们将因此需要估计

Ch (⊕q(−1)q Λq TMC) =
n∑
q=0

(−1)q Ch (Λq TMC) .

通过分裂原理和由 (43.75) 给出的 xj，有

Ch(Λq TMC) =
n∑
q=0

(−1)q
∑

1⩽i1<i2<···<iq⩽n
e(xi1+···+xiq)

=
n∏
i=1

(1− exi) = (−1)nx1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn(−1)n
n∏
i=1

(1− exi)
xi

.

(43.94)

通过 Todd 类的定义 [(43.63)]，练习 43.9 的结论并且意识到对于 T ∗MC，我们已经把 xi 替换
为 −xi，我们有

(−1)n
n∏
i=1

1− exi
xi

=
1

Td (T ∗MC)
. (43.95)

与此同时，通过 (41.78)，T ∗MC 的顶陈类为

(−1)n x1 ∧ · · · ∧ xn = Cn(T
∗MC) . (43.96)

因此

Ch(Λq TMC) =
Cn(T

∗MC)

Td(T ∗MC)
(43.97)
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从 (43.66) 得到 Dolbeault 复形的拓扑指标由下式给出

indtop
{
A0 , q, ∂

}
= (−1)n(2n+1)

∫
M

Cn(T
∗MC)

Td(T ∗MC)
∧ Td(TM ⊗ C)

e(TM)
, (43.98)

在 (43.66) 中，M 被视为一个偶数维实流形，m 是 M 的实维度并且因此在我们这种情况中
等于 2n，其中 dimCM = n。但从 (40.18) 和 (43.65)

Td(TM ⊗ C) = Td(TMC ⊕ TMC) = Td(TMC) ∧ Td(T ∗MC) . (43.99)

同样，通过 (43.85) 和 (43.96)，有

Cn(T
∗MC) = (−1)n e(TM) . (43.100)

我们最终有
indtop

{
A0 , q, ∂

}
=

∫
M

Td(TMC) =

∫
M

Td(M) , (43.101)

其中，M 被视为一个偶数维实流形。Atiyah-Singer 指标定理应用于 Dolbeault 复形
{
A0 , q, ∂

}
则产生 ∫

M

Td(M) =
n∑
q=0

(−1)q h0 , q , (43.102)

其中，dimCM = n 和 h0 , q 是 (43.91) 中定义的 Hodge 数。上面的表述 [(43.102)] 是著名的
Riemann-Roch-Hirzebruch 定理 (Riemann-Roch-Hirzebruch Theorem)，代数几何
的基础定理之一。

作为应用 Atiyah-Singer指标定理的最后一个例子，我们将考虑 Dirac复形 (Dirac com-
plex)，它与 Fermi 子场的物理有很大的相关性。我们在 Chapter 41 的结尾简要提到 Stiefel-
Whitney 类的时候已经暗示了自选结构。我们需要在这里更仔细地解释它。

一个流形 M 上的一个旋量结构的存在要求 M 满足两个要求：(1) M 是可定向的，并且
(2) TM 的结构群提升到 SO(n) 的泛覆盖，即：Spin(n)，其中 n = dim(M) (见定义 43.10
如下)。比如，从 Chapter 11 回忆 SO(3) 的泛覆盖是 SU(2)，即：Spin(3) ∼ SU(2)。它们
分别通过事实 w1(M) = 0 和 w2(M) = 0 被正好满足，其中 w1(M) 和 w2(M) 分别是第一和
第二 Stiefel-Whitney 类。下面我们需要假设 M 赋予了一个 Euclid (非 Lorentz 的) 度规 [见
(43.109) 之后的讨论]，所以我们有 M 上标准正交标架的主丛，π : P →M。

PS P

M

λ

πS π

Figure 43.2



Chapter 43. Atiyah-Singer指标定理 509

定义 43.10 对于 π : P → M (M 的标准正交标架丛) 的一个旋量结构包括具有结构 λ :

PS(M) → M 的一个主丛 πS : PS(M) → M，使得对于任意 p ∈ PS(M)，有 (见 Figure
43.2)

i) (π ◦ λ)(p) = πS(p) , 和

ii) λ(gp) = ϕ(g)λ(p) , 对于任意g ∈ Spin(n) ,

其中，ϕ : Spin(n)→ SO(n) 是 (11.30) 的覆盖同态。注意到 gp 记为 PS 上 Spin(n) 的左
作用而 ϕ(g)λ(p) 记为 P 上 SO(n) 的左作用.

每个旋量结构的选择都确定了 H1 (M ;Z2) 的一个元素，反之亦然。如果 M 是但连通的，
H1 (M ;Z2) 是平凡的并且 M 上的旋量结构是唯一的。

我们需要 Spin(n) 的一些基本事实 (其将在此只表述而不证明)。存在 Spin(n) 的一个基
本表示，称为旋量表示 (spin representation)，其表示空间 S 有一个由 dim(S) = 2n/2 (对
于 n 为偶数) 和 dim(S) = 2(n−1)/2 (对于 n 为奇数) 给出的维度。如果 n 是奇数，旋量表示
是不可约的；但是如果 n 是偶数，它可以约化成两个相同维度的不可约分量 S+ 和 S−：

S = S+ ⊕ S− , dim(S+) = dim(S−) = 2(n/2−1) =
1

2
dim(S) . (43.103)

我们定义如下的旋量丛 (spinor bundles)，其将复向量丛与 PS(c.f. 定义 37.12) 关联：

E+ ≡ S+ ×Spin(n) PS , (43.104)

E− ≡ S− ×Spin(n) PS , (43.105)

E ≡ E+ ⊕ E− . (43.106)

Γ(E)，Γ(E±) 的元素 (即：E，E± 的截面) 被称为 M 上的旋量 (spinor)。

回忆由 (27.1) 给出的 Dirac γ-矩阵 γµ。我们将 (27.11a) 的 γ0 变成 iγ0，其将在此记为
γ0，所以在本章，γ-矩阵定义为

γ0 =

(
0 i

i 0

)
, (43.107)

γi =

(
0 σi

−σi 0

)
, i = 1, 2, 3 , (43.108)

其中，每个条目是一个 2× 2 分块矩阵而 σi 是由 (11.16) 给出的 2× 2 Pauli 旋量矩阵。这些
γ-矩阵满足下面的关系而不是 (27.5):

{γa, γb} ≡ γaγb + γbγa = −2δab . (43.109)

对 γ0 的改变是为了适应这样一个事实：M 上度规是 Euclid 的而不是 Lorentz 的。(如果 M

是 Lorentz 的而不是 Euclid 的，得到的结果便是下面引入的 Dirac 算符将不是椭圆型的)。

上面写出的显式 Dirac γ-矩阵 [(43.107)和 (43.108)]是对于 n = dim(M) = 4。更一般地，
Dirac γ-矩阵是 n 个反对易 2n/2× 2n/2 矩阵的集合 [满足 (43.109) 并有 a, b = 1, . . . , n]，其生
成 Spin(n) 的 Clifford 代数。我们也需要手征算符 (chirality operator)γn+1 (只当 n 是偶
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数才有定义) 定义为
γn+1 ≡ in(n+1)/2 γ1 . . . γn . (43.110)

手征算符满足

γ2n+1 = 1 , (43.111)

{γn+1, γa} = 0 , a = 1, . . . , n . (43.112)

γa 和 γn+1 作用在 Γ(E) 上。方程 (43.111) 意味着：依赖于分解 E = E+ ⊕E−，γn+1 是分块
对角化的：

γn+1 =

(
1 0

0 −1

)
, (43.113)

其中每个条目是一个 2n/2−1 × 2n/2−1 分块矩阵。因此，对 E± 部分的投影由下式获得

P± ≡ (1± γn+1) /2 . (43.114)

令 ω = ωµdx
µ (其中，ωµ 是矩阵-值 2n/2 × 2n/2) 是旋量丛 π : E → M [其中，E 是由

(43.106) 给出的] 上的 Riemann 旋量联络 (spin connection)。这个结构将允许我们在 Γ(E)

上取协变导数给定M 上一个 Riemann联络。M 上一个 Riemann联络可与M 的主 SO(n)-标
架丛 P 上一个联络 ω̃ 相关联。通过拉回 λ∗ (c.f. Figure 43.2)，我们有主丛 PS 上的一个联络
ωS，则其可以与我们的旋量联络 ω 相关联。令 M 上一个标准正交标架场由下式给出

sa = eµa(x)
∂

∂xµ
, (43.115)

其中，系数 eµa(x) 被称为 vielbein。标准正交条件 (在 Riemann 度规 gµν 下) 意味着

eµae
ν
bgµν = δab , (43.116)

或者，有 eaµe
ν
a = δνµ，等价条件

eaµe
b
νδab = gµν . (43.117)

Dirac 算符 (Dirac operator) 则由映射 /D : Γ(M,E)→ Γ(M,E) 给出，其中

/D = γaeµa(x)

(
∂

∂xµ
+ ωµ

)
. (43.118)

手征 Dirac 算符 (chiral Dirac operator) /∂ : Γ(M,E+)→ Γ(M,E−) 由下式给出

/∂ = /DP+ , (43.119)

则联络 Γ(M,E+) 到 Γ(M,E−)。反之，我们有伴随 /∂
†
: Γ(M,E−)→ Γ(M,E+) 由下式给出

/∂
†
= /DP− . (43.120)
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练习 43.10 运用由 (43.107) 和 (43.108) 给出的 γa 的显式形式验证上面关于 n = 4 情况的
手征 Dirac 算符 /∂ 和 /∂

† 的域和范围的论断。

我们考虑 Dirac 复形 (Dirac complex)，或旋量复形 (spin complex) 定义如下 [c.f.
(43.51)]：

0
i−→ Γ

(
M,E+

) ∂−→ Γ
(
M,E−) φ−→ 0 (43.121)

练习 43.11 验证 /∂ 是一个椭圆型算符。

从 (43.50)，(43.51) 和 (43.52)，旋量复形的解析指标由下式给出

ind /∂ = dimker /∂ − dimker /∂†
. (43.122)

通过 (43.43) 和定理 43.6，我们看到通过设定 Dp−1 = i (包含映射)，调和旋量 (harmonic
spinor) 的空间 Ψ 由下式给出

Ψ ≡ Harm
(
Γ
(
M,E+

)
, /∂
)
= ker /∂ . (43.123)

因此，一个旋量 ψ 是一个调和旋量，如果 /∂ψ = 0。类似于 (43.106)，Ψ 分解为正负手征部分：

Ψ = Ψ+ ⊕Ψ− , (43.124)

并且我们有
ker /∂ = Ψ+ , ker /∂†

= Ψ− . (43.125)

令 dimΨ± = n±。则 (43.122) 意味着

ind /∂ = n+ − n− . (43.126)

所以通过 (43.52)，旋量复形的解析指标 (43.121) 是 n+ − n−。

我们对旋量算符继续计算拓扑指标。根据 (43.66)，它由下式给出

indtop(旋量复形) =
∫
M

(
Ch(E+)− Ch(E−)

) Td(TM ⊗ C)
e(TM)

. (43.127)

下面的结果将只表述而不证明：

Ch(E+)− Ch(E−) =

n/2∏
i=1

(
exi/2 − e−xi/2

)
, (43.128)

其中，n = dim(M) 和 xi 由 (43.75) 给出。[记住 n 必须是偶数才可能进行分解 (43.103)]。对
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Todd 类运用 (43.63)，并回忆 (43.83) 和 (43.85) (对于 Euler 类)，我们有

(
Ch(E+)− Ch(E−)

) Td(TM ⊗ C)
e(TM)

=(−1)n/2
n/2∏
i=1

(
exi/2 − e−xi/2

xi

xi
(1− e−xi)

(−xi)
(1− exi)

)
= (−1)n/2

n/2∏
i=1

(xi/2)

sinh (xi/2)
.

(43.129)

定义所谓的 Dirac 亏格 (Dirac genus) Â 为

Â(TM) =

n/2∏
i=1

(xi/2)

sinh (xi/2)
= det

(
xi/2

sinh (xi/2)

)
. (43.130)

它有写成 pj 的 Pontrjagin 类的表达 [c.f. (41.116)] 由下式给出 (表述而不证明)：

Â(TM) = 1− 1

24
p1(TM) +

1

5760

(
7 (p1)

2 − p2
)
(TM) + · · · . (43.131)

因为 pj 是 M 上一个 4j-形式。Dirac 亏格在 M 积分消失除非 dim(M) = n 被 4 整除。在这
种情况中，(−1)n/2 = 1，而 Atiyah-Singer 指标定理应用到 Dirac 复形表述成

index /∂ = n+ − n− =

{ ∫
M
Â(TM) , 如果dim(M) = 0 mod 4 ,

0 , 其它情况 .
(43.132)

上面的情况描述了一个自由 Dirac(fermi 子) 场 (由旋量描述的) 生活在一个 Riemann 流
形上。在物理中，我们经常考虑自由 Dirac场和 Yang-Mills规范势之间的相互作用 (比如电子
和光子之间的相互作用)。在这些情况中，Γ(M,E±) [在 (43.121)中]需要替换为 Γ(M,E±⊗F )，
其中 F 是 M 上向量丛，在其上定义了 Yang-Mills 联络 Aµ。手征 Dirac 算符 /∂ 则替换为

/∂F = γaeµa(x) (∂µ + ωµ +Aµ)P
+ . (43.133)

复形
0

i−→ Γ(M,E+ ⊗ F )
/∂F−→ Γ(M,E− ⊗ F ) −→ 0 (43.134)

被称为扭曲 Dirac(旋量) 复形 (twisted Dirac (spin) complex)。Atiyah-Singer 指标定理
应用在扭曲 Dirac 复形产生下面 (43.132) 的推广 (表述而不证明)：

index/∂F = (−1)n/2
∫
M

Ch(F ) ∧ Â (43.135)

对应 de Rham 和 Dolbeault 复形的扭曲版本，有下面的结论 (再一次只表述而不证明)：

index dF = m

∫
M

e(TM) , m = dim (Fx) (扭曲 de Rham) , (43.136)

index ∂F =

∫
M

Ch(F ) ∧ Td(M) (扭曲 Dolbeault) . (43.137)

(关于扭曲复形的细节，见比如 C. Nash，1991)。最后，我们提到 Atiyah-Singer 指标定理可
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以被推广到 M 有一个边界的情况。这一结果被称为 Atiyah-Patodi-Singer 指标定理。我们将
不会在这里展示 (见，比如 M. Nakahara，1990)。





44. 辛结构和 Hamilton力学

微分几何学的概念，特别是微分形式和切和余切束的概念，为经典力学的理论结构提供了
深刻的见解，从而促进了许多问题的解决。在本章中，我们将通过对 Hamilton力学的几何基础
进行介绍性讨论来说明这一事实 (完整的细节见 V. I. Arnold、A. Weinstein 和 K. Vogtmann,
1989 和 V. I. Arnold、V. V. Kozlov 和 A. I. Neishtadt, 1997)。

考虑一个力学系统由广义坐标 qi，i = 1, . . . , n, 描述，其是系统的位形空间 (configu-
ration space)(流形) M 的局域坐标。系统的行为完全由一个函数 L : TM × ∆ → R 给
出，其中 TM 是 M 的切丛而 ∆ 是时间轴的一个闭区间。L(qi, q̇i, t) 被称为 Lagrange 量
(Lagrangian)，其中 qi，q̇i ≡ dqi/dt 是 TM 的局域坐标。实际上，变分问题的极值 (回忆
Chapter 3 的开始的发展)

δ

∫ t2

t1

Ldt = 0 , (44.1)

产生运动的 Euler-Langrange 方程 (Euler-Lagrange equations)：

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
= 0 , i = 1, . . . , n , (44.2)

其解 qi(t) 给出经典轨迹。在经典力学中，数 n = dim(M) (位形空间的维度) 被称为力学系统
的自由度 (degrees of freedom) 的数。

由于 q̇i ∂
∂qi
∈ Γ(TM) 是 TM 的一个局域截面 (或者 M 上一个局域切向量场)，1-形式

pidq
i，其中

pi ≡
∂L

∂q̇i
(44.3)

是 T ∗M 的一个局域截面。所谓 Lagrange 量的 Legendre 变换 (Legendre transform) 由
下式给出

L(qi, q̇i) −→ H(pi, q
i) ≡ piq̇i − L , (44.4)
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其中，在最后一个表达式中，所有出现的 q̇i 通过 (44.3) 替代为 (pi, q
i) 的函数，即：q̇i =

q̇i (pi, q
i)。(为了简单期间，我们考虑 L 不是时间 t 的显式函数)。Legendre 变换因此将 TM

(L : TM → R) 上的一个函数映射到 T ∗M (H : T ∗M → R) 上的一个函数。函数 H(p1, q
i) 被

称为力学系统的 Hamilton 量 (Hamiltonian)。Hamilton 力学的关键点是在一个力学系统
的位形空间 M 的余切丛 T ∗M 上存在于一个自然辛结构。让我们先来解释术语“辛结构”的
意义，然后探讨它的一些后果。

定义 44.1 令 N (dim(N) = 2n) 是一个偶数维流形。N 上一个辛结构 (symplectic struc-
ture) 是 N 上一个闭的非简并的 2-形式 ω2。ω2 被称为 N 上的辛形式 (symplectic
form)。因此，它只被要求满足下面两个性质：

i)
dω2 = 0

(
ω2是闭的

)
. (44.5)

ii) 令 ξ ∈ Γ(TN)。如果对于任意 η ∈ Γ(TN)，有 ω2(ξ, η) = 0，则 ξ = 0。(非简并性)
赋予了一个辛结构的一个流形被称为一个辛流形 (symplectic manifold)。

练习 44.1 说明对于 ω2 的非简并性的一个等价条件如下：对于任意 ξ1, ξ2 ∈ Γ(TN)，使得
对于任意非零 η ∈ Γ(TN)，有 ξ1 6= ξ2，ω2(ξ1, η) 6= ω2(ξ2, η)。

我们将只表述而不证明下面的定理。

定理 44.1 — Darboux 定理 (Darboux’s Theorem). 在 2n 维的一个辛流形的每个点的一个邻域
中，存在局域坐标 (pi, q

i)，i = 1, . . . , n, 使得辛结构 ω2 可以被表述成正则形式

ω2 = dpi ∧ dqi . (44.6)

坐标 (pi, q
i) 被称为辛 (symplectic) 或正则坐标 (canonical coordinates)。

N 上一个辛结构引入一个同构 Ix : TxN → T ∗
xN，x ∈ N，通过下面的法则：

Ix(ξ) = ωξ ∈ T ∗
xN , ξ ∈ TxN , (44.7)

ωξ(η) = ω2(η, ξ) , η ∈ TxN . (44.8)

练习 44.2 运用练习 44.1 的结果来说明 ω2 的非简并性保证了上面定义的 Ix 是一个同构。

对于每个 x ∈ N，同构 Ix 用很明显的方法引出了对应的同构 I : Γ(TN)→ Γ(T ∗N)。假
设 H 是 N 上的一个光滑函数。则 dH ∈ Γ(T ∗N)，使得 I−1(dH) ∈ Γ(TN)，即：I−1(dH) 是
N 上的一个向量场。这样的向量场被称为 Hamilton 向量场 (Hamiltonian vector fields)。
对应微分方程：对于 x ∈ N，有

ẋ = I−1(dH) (44.9)

被称为 Hamilton 方程 (Hamilton’s equations)。(在这个方程中，ẋ = dx/dt)。
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定义 44.2 令 F 和 G 是具有辛形式 ω2 的一个辛流形 N 上的光滑函数。则

{F,G} ≡ ω2
(
I−1(dG), I−1(dF )

)
(44.10)

是 N 上一个光滑函数，称为函数 F 和 G 的 Poisson 括号 (Poisson bracket)。

定理 44.2 Poisson 括号 { , } 是双线性且非简并的。非简并性意味着如果 x ∈ N 不是 F

的一个临界点 (critical point)，即：如果 F (x) 6= 0，则存在一个光滑非零函数 G 使得
{F,G}(x) 6= 0。进一步，{ , } 满足下面形式：

1) {F,G} = −{G,F} (反对称) , (44.11)

2) {F1F2, G} = F1{F2, G}+ F2{F1, G} (Leibnitz 法则) , (44.12)

3) {{H,F}, G}+ {{F,G},H}+ {{G,H}, F} = 0 (Jacobi 恒等式) . (44.13)

因此，一个辛流形上的光滑函数的集合构成 Poisson 括号下 (作为内积) 的 Lie 代数。

练习 44.3 证明上面的定理。

通过 (44.7) 和 (44.8)，(44.10) 定义的 Poisson 括号也可以被写成 [通过在 (44.10) 中替换
G 为 H]

{F,H} = dF
(
I−1(dH)

)
. (44.14)

使用辛坐标 (pi, q
i)，我们可以写 Hamilton 向量场 I−1(dH) 为

I−1(dH) =
n∑
i=1

(
ṗi

∂

∂pi
+ q̇i

∂

∂qi

)
. (44.15)

记

dF =
n∑
i=1

(
∂F

∂pi
dpi +

∂F

∂qi
dqi
)
, (44.16)

我们有

dF
(
I−1(dH)

)
=

n∑
i=1

(
∂F

∂pi
ṗi +

∂F

∂qi
q̇i
)

= Ḟ . (44.17)

从 (44.14) 得到对于 Hamilton 向量场 I−1(dH) 的

Ḟ = {F,H} . (44.18)

特别地，我们有下面的方程组，称为 Hamilton 正则方程 (Hamilton’s canonical equa-
tions)，它们的解给出了 Hamilton 向量场 I−1(dH) 的积分曲线：

ṗi = {pi,H} , q̇i = {qi,H} , 1 ⩽ i ⩽ n . (44.19)

让我们现在用辛坐标 (pi, q
i)来表述 Poisson括号。假设 ξ，η ∈ Γ(TN)依赖于自然标架场 (用
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辛坐标) 被表述为：

ξ =
n∑
i=1

(
ξpi

∂

∂pi
+ ξqi

∂

∂qi

)
= (ξpi , ξqi) , (44.20)

η =
n∑
i=1

(
ηpi

∂

∂pi
+ ηqi

∂

∂qi

)
= (ηpi , ηqi) . (44.21)

则，从 (44.8)，有

ωξ(η) =ω
2(η, ξ) =

(
n∑
j=1

dpj ∧ dqj
)
(η, ξ)

=
n∑
j=1

[(
dpj ∧ dqj

)
(η, ξ)

]
=

1

2

n∑
j=1

∣∣∣∣∣ dpj(η) dpj(ξ)

dqj(η) dpj(ξ)

∣∣∣∣∣
=
1

2

n∑
j=1

∣∣∣∣∣ ηpj ξpj

ηqj ξqj

∣∣∣∣∣ = 1

2

n∑
j=1

(
ηpjξqj − ξpjηqj

)
,

(44.22)

其中在第四个等号处，我们对外积运用了估计公式 [(28.14)]。1-形式 ωξ 则可以被写成

ωξ =
1

2

n∑
j=1

(
ξqjdpj − ξpjdqj

)
, (44.23)

使得同构 ξ 7→ ωξ 可以用矩阵符号被写成

1

2

(
ξqj

−ξpj

)
=

1

2

(
0 1

−1 0

)(
ξpj

ξqj

)
, (44.24)

注意到在上面的方程中列矩阵为 2n× 1 矩阵，而方阵中的每一项是 n× n 矩阵。I 的矩阵表
示 (依赖于辛坐标) 因此是

I =
1

2

(
0 1

−1 0

)
, (44.25)

从中，我们有

I−1 = 2

(
0 −1
1 0

)
. (44.26)

现在记

dF =
n∑
i=1

(
∂F

∂pi
dpi +

∂F

∂qi
dqi
)
, (44.27)

dG =
n∑
i=1

(
∂G

∂pi
dpi +

∂G

∂qi
dqi
)
. (44.28)

对于 I−1[(44.26)] 的显式表达式则给出

I−1(dF ) = 2
n∑
i=1

(
−∂F
∂qi

∂

∂pi
+
∂F

∂pi

∂

∂qi

)
, (44.29)
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I−1(dG) = 2
n∑
i=1

(
−∂G
∂qi

∂

∂pi
+
∂G

∂pi

∂

∂qi

)
. (44.30)

再次运用 (44.10) 和 (28.14) 最后产生下面关于 Poisson 括号的标准公式：

{F,G} =
n∑
i=1

(
∂G

∂pi

∂F

∂qi
− ∂G

∂qi
∂F

∂pi

)
. (44.31)

有了上面的公式，Hamilton 正则方程出现为它们的常规形式如下：

ṗi = −
∂H

∂qi
, q̇i =

∂H

∂pi
, i = 1, . . . , n . (44.32)

我们现在回到经典力学的设定，其中我们有一个 n 维位形空间 M，具有局域坐标 qi，
i = 1, . . . , n (Lagrange 力学的广义坐标)。(pi, q

i) [(44.3) 定义的 pi] 则对于 T ∗M(位形空间的
余切丛) 作为局域坐标。记住如果 dim(M) = n，则 dim (T ∗M) = dim(TM) = 2n。在 T ∗M

上我们有良好定义的 1-形式
ω = pidq

i . (44.33)

在 T ∗M 上定义一个 2-形式为
ω2 ≡ dω = dpi ∧ dqi . (44.34)

这个 2-形式显然是闭的并且也是非简并的。因此，它是 T ∗M 上一个良好定义的辛形式，而
T ∗M 自然是一个辛流形。在经典力学中，T ∗M 被称为位形空间M 的相空间 (phase space)。

练习 44.4 说明由 (44.34) 定义在 T ∗M 上的 2-形式 ω2 是非简并的。

让我们现在用 M 上微分同胚的单变量群的概念 (c.f. 定义 34.6 之后的讨论) 更仔细地考
虑形式为 (44.9) 的 Hamilton 方程。对应于一个 Hamilton 函数 H 的向量场 I−1(dH) 给出了
微分同胚的单变量群 gt : T

∗M → T ∗M 定义为

d

dt
gt(x)

∣∣∣∣
t=0

=
(
I−1(dH)

)
(x) , x ∈ T ∗M . (44.35)

微分同胚的单变量群 gt (由时间 t 作为参数) 被称为 Hamilton 函数 H 的 Hamilton 相流
(Hamilton phase flow)。我们将只表述下面的重要定理而不证明。

定理 44.3 Hamilton 相流 gt 保持辛结构：

(gt)
∗
ω2 = ω2 , (44.36)

或等价地，在 Hamilton 相流下辛结构是不变的。

下面概念在相流的研究中起着至关重要的作用。

定义 44.3 如果对于 T ∗M 中任意闭 k-链 (圆) C 有∫
gtC

ω =

∫
C

ω (44.37)
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则 T ∗M 上一个微分 k-形式 ω 被称为相流 gt 的一个相对积分不变量 (relative integral
invariant)。

定义 44.4 如果对于 T ∗M 中的任意 k-链都满足 (44.37)，则 T ∗M 上一个微分 k-形式 ω 被
称为一个相流 gt 的绝对积分不变量 (absolute integral invariant)。

我们有下面有用的定理。

定理 44.4 如果 ω 是 gt 的一个相对积分不变量，则 dω 是 gt 的一个积分不变量。

证明：令 C 是 T ∗M 中一个 (k + 1)-链，而 ω 是 gt 的一个相对积分不变量。则通过 Stokes
定理，有 ∫

C

dω =

∫
∂C

ω =

∫
gt(∂C)

ω =

∫
∂(gtC)

ω =

∫
gtC

dω . (44.38)

从定义 44.4 得证此定理。 □

定理 44.5 T ∗M 上一个 k-形式 ω 是 gt 的一个积分不变量，当且仅当

g∗tω = ω . (44.39)

证明：假设 g∗tω = ω，而 C 是 T ∗M 中一个 k-链。则∫
gtC

ω =

∫
C

g∗tω =

∫
C

ω , (44.40)

其中第一个等号来自于 (32.29)。因此，ω 是 gt 的一个积分不变量。反之，假设 ω 是 gt 的一
个积分不变量。则对于 T ∗M 中任意 k-链 C，有∫

C

g∗tω =

∫
gtC

ω =

∫
C

ω , (44.41)

其中第一个等号来自于 (32.29) 而第二个等号来自于假设。由于 C 是一个任意 k-链，因此
g∗tω = ω。 □

推论 44.1 T ∗M 上的辛形式 ω2 是 Hamilton 相流 gt 的一个积分不变量。

证明：这是定理 44.3 和定理 44.5的一个直接结果。 □
下面的定理将只表述而不证明。

定理 44.6 如果 ω 和 ω′ 都是相流 gt 的积分不变量，则 ω ∧ ω′ 也是 gt 的一个积分不变量。

这个定理允许我们建立 gt 一系列积分不变量，从辛形式 ω2 开始：

ω2, ω2 ∧ ω2,
(
ω2
)3
, . . . ,

(
ω2
)n

.

形式 (
ω2
)n

= ω2 ∧ · · · ∧ ω2︸ ︷︷ ︸
n个

(44.42)

是 T ∗M 上的一个顶-形式并且可以被用来定义 T ∗M 中一个体积元素。由于它是一个积分不
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变量，我们获得下面的定理。

定理 44.7 — Liouville定理 (Liouville’s Theorem). Hamilton 相流保持相空间中的体积。

在求解运动的 Hamilton方程的过程中，一个基本工具是所谓的相空间中正则坐标 (pi, q
i)

的正则变换 (canonical transformations)。在本书中，我们无法深入探讨这种技术的细节，
以及它在强大的 Hamilton-Jacobi理论中的应用。最后，我们将简单地给出与正则变换的一个
集合相关的一个正则映射的定义。

定义 44.5 一个映射 ϕ : T ∗M → T ∗M 被称为是正则的 (canonical)，如果辛形式 ω2 在 ϕ∗

下是不变的，即：
ϕ∗ω2 = ω2 . (44.43)

通过定理 44.5，ϕ : T ∗M → T ∗M 是正则的，如果 ω2 是 ϕ 下的一个积分不变量：∫
C

ω2 =

∫
ϕ(C)

ω2 (44.44)

对于 T ∗M 中任意 2-链。表述 (44.43) 的另一种方式是一个正则映射 ϕ 保持辛 2-形式：

ω2 = dpi ∧ dqi = dPi ∧ dQi , (44.45)

如果 ϕ 将 (pi, q
i) 映射到 (Pi, Q

i)。因此

d(pidq
i) = d(PidQ

i) , (44.46)

其意味着：对于一些光滑函数 S(pi, q
i)，有

pidq
i − PidQi = dS . (44.47)

很容易看到 (44.47) 给出了一个正则变换的等价定义。更进一步，如果 γ 是 T ∗M 中一个闭曲
线可收缩到一个点，则 ∂γ = 0，并且通过 Stokes 定理，有∮

γ

pidq
i =

∮
γ

PidQ
i =

∮
ϕ(γ)

pidq
i . (44.48)

因此，pidqi 是一个正则映射下的一个相关积分不变量 (在 T ∗M 的一个单连通区域中)。最后
从 (44.10) 显然有 Poisson 括号在正则变换下保持：

{F,G}P,Q = {F,G}p,q . (44.49)

作为一个结果，Hamilton 方程 Ḟ = {F,H} 在正则变换下也是不变的。Hamilton-Jacobi 方
法的主要思想是寻找正则坐标 (pi, q

i) 的原始集合上的正则变换，使得在新的坐标 (Pi, Q
i) 上，

Hamilton 也是容易可积的。
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